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Hirzesrvucn, F. 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 1—22 (1953). 


Uber vierdimensionale Rremannxsche Flachen mehrdeutiger 
analytischer Funktionen von zwei komplexen 
Verinderlichen’). 

Von 
FriepricH Hirzesrccn in Erlangen. 


Einleitung. 

In der klassischen Funktionentheorie wird die ,,abstrakte“ Rremannsche 
Flache in der bekannten Weise definiert. Die algebraischen Funktionselemente 
einer mehrdeutigen Funktion f(z) lassen sich als Punkte einer ,,konkreten“ 
Rremannschen Flache auffassen, die einem Teil der Zahlenkugel iiberlagert 
ist. Die Gegeniiberstellung: ,,abstrakte Rizmannsche Fliche‘‘ ———— ,,Rig- 
mannsche Fliche einer Funktion“ ist einer der wichtigsten Gesichtspunkte der 
klassischen Theorie. Wie steht es mit der Ubertragung dieser Begriffsbildungen 
und der zugehérigen Satze auf héhere Dimensionen? Eine fast wértliche Uber- 
tragung der Definition der ,,abstrakten‘‘ Rremannschen Fliche fiihrt zu dem 
Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit (von n komplexen Dimensionen)®) *). 
Wir beschranken uns in dieser Arbeit auf den Fall von zwei komplexen Ver- 
anderlichen. 

Die ,,algebroiden“ Funktionselemente einer mehrdeutigen Funktion 
f(z, Zz), die in einer komplexen Mannigfaltigkeit M (von zwei komplexen 
Dimensionen) definiert ist, k6nnen zwar ohne weiteres als Punkte eines vier- 
dimensionalen HausporrFrFschen Raumes aufgefaBt werden, der einem Teil von 
M iiberlagert ist und den wir Rremannschen Bereich der Funktion f nennen 
wollen. Dieser Rremannsche Bereich ist aber im allgemeinen keine topo!ogi- 
sche Mannigfaltigkeit. Er besitzt naimlich im allgemeinen ,,nicht-spharische‘ 
Punkte. Das sind solche Punkte, die keine Umgebung besitzen, die dem Innern 
einer 4-dimensionalen Vollkugel homéomorph ist. Wie in der klassischen 
Theorie definiert man, was unter Uniformisierung eines Verzweigungspunktes 
zu verstehen ist. In einem Rremannschen Bereich gibt es im allgemeinen 
nicht-uniformisierbare Verzweigungspunkte. Nicht-spharische Punkte sind 
erst recht nicht uniformisierbar. 

Einfachstes Beispiel: (z, z.)/? im Punkt (0,0). z,;= t{, z, = t3, (zz)? = ht, 
ist keine Uniformisierung, da (t,, t,) und (— t,, — t,) fiir z,, z,, (z,2,)"/* dieselben 
Werte ergeben. In unserem Beispiel ist (0,0) nicht-spharisch. Die nicht-uni- 
formisierbaren Punkte P; eines Rremannschen Bereiches liegen in dem von 
uns betrachteten Fall von zwei komplexen Verinderlichen isoliert. 


1) Diese Arbeit ist der durch ejnige Zusitze erginzte 2. Teil meiner Dissertation 
(Miinster 1950). Der erste Teil der Dissertation ist in Math. Ann. 124, 77—86 (1951) ver- 
éffentlicht worden. 

*) Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

*) Zur Definition der komplexen Mannigfaltigkeit siehe z. B. [5], [7], [8]. 
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, Sticht"’ man aus dem Riremannschen Bereich B der mehrdeutigen Funk- 
tion f diese Punkte heraus, so erhalt man eine komplexe Mannigfaltigkeit B. 
Analog zur klassischen Theorie la8t / sich als eindeutige meromorphe Funktion 
in B auffassen. Aus B werden alle Unbestimmtheitsstellen von f herausge- 
nommen. Man erhalt eine komplexe Mannigfaltigkeit B*(B* B). Das Haupt- 
ergebnis dieser Arbeit ist ein Satz, den wir so andeuten kénnen: 

Es gibt eine komplexe Mannigfaltigkeit M und eine stetige Abbildung ¢ 
von M auf B, so daB folgendes gilt: ¢ ist eine eineindeutige analytische Ab- 
bildung von t-!(B*) auf B* Fiir jeden Ausnahmepunkt Q (d. h. Q ¢ B, Q¢ B*) 
ist ¢-1(Q) Vereinigungsmenge von endlich vielen kompakten irreduziblen ana- 
lytischen Flaichen. f kann als meromorphe Funktion ohne Unbestimmtheits- 
stellen in M aufgefaBt werden. f ist also eine analytische Abbildung von M 
in die Rremannsche Zahlenkugel. 

Eine Mannigfaltigkeit M mit diesen Eigenschaften nennen wir RIEMANN- 
sche Mannigfaltigkeit von f oder auch (4-dimensionale) RrzeMannsche Flache 
von f. Im Titel der Arbeit ist die letzte Bezeichnung benutzt worden, da der 
Ausdruck ,,RremMANNsche Mannigfaltigkeit“‘ in der Rremannschen Geometrie 
vorkommt. Wir gehen nicht darauf ein, wie weit eine solche Rremannsche 
Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist. Diese Frage méchte ich in einer wei- 
teren Arbeit behandeln. 

Die Konstruktion, die wir angeben werden, fiihrt zu einer ganz bestimmten 
Rremannschen Mannigfaltigkeit M (f). 

Ein Haupthilfsmittel dieser Arbeit ist der o-ProzeB, der von H. Horr [8] 
fiir komplexe Mannigfaltigkeiten eingefiihrt worden ist. 

Durch den o-ProzeB wird ein Punkt P einer komplexen Mannigfaltigkeit M 
(von zwei komplexen Dimensionen) aus M herausgenommen und durch die 
komplex-projektive Gerade (= Rismannsche Zahlenkugel) der komplexen 
Linienelemente in P ersetzt. 

Das Hauptergebnis dieser Arbeit und der Weg zu diesem Ergebnis stehen 
in unmittelbarem Zusammenhang mit Begriffen und Sitzen aus der algebrai- 
schen Geometrie. Es handelt sich dabei um die Auflésung der Singularitaten 
algebraischer Kurven und die Ergebnisse von JunaG [9] iiber die lokale Dar- 
stellbarkeit einer algebraischen Funktion von zwei Veriinderlichen**). 

Hat man in einer Umgebung des Punktes P der komplexen Mannigfaltig- 
keit M lokale Koordinaten z,, z, mit P = (0,0) ausgezeichnet, dann entspricht 
dem o-ProzeB das Paar von birationalen Transformationen: 


7 
» 

l # 

” 


9 


, 4 . 
2 22 
Eine algebraische Flache F™ im komplex-projektiven Raum P**) 4) kann 


birational transformiert werden in eine algebraische Fliche F‘*), die singu- 


nn 


1 
> oa 
Zg= %2 


3a) Man vergleiche B.L.van DER WAERDEN: Die Bedeutung des Bewertungsbegriffs 
fiir die algebraische Geometrie, Jber. Math. Ver. 52, 161—172 (1942), und die dort an- 
gegebene Literatur. Die Arbeit [9] von June wird haufig benutzt. 

*) Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Klammern: komplexe Di- 
mensionen. 





lar 
(v§ 
Tr 


br 


zu 


" _ , P , 
Uber vierdimensionale Rremannsche Flichen. 3 


laritatenfrei in einem héher dimensionalen projektiven Raum eingebettet ist. 
(vgl. [13], S. 18ff.). Analog zu unserem Ergebnis gehen bei der birationalen 
Transformation gewisse ,,nicht-uniformisierbare“* Punkte von F) in alge- 
braische Kurven von F®) iiber. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit haingen sehr mit der algebraischen Geometrie 
zusammen und sind in gewissem Umfange als bekannt anzusehen. Doch scheint 
es mir, daB fiir die Funktionentheorie die Begriffe und Ergebnisse dieser Arbeit 
und die Sprache, in der sie formuliert sind, Interesse haben. Es ergeben sich 
erstens ganz neue Problemstellungen, und zweitens wird die Bedeutung von 
Satzen der algebraischen Geometrie fiir die Funktionentheorie von mehreren 
Variablen vielleicht klarer herausgestellt als bisher. 


§ 1. Zusammenstellung von Definitionen und Hilfssitzen. 


Der o-ProzeB. 

1.1. M sei eine komplexe Mannigfaltigkeit von » komplexen Dimen- 
sionen*). Die Funktionen /, g seien in einer Umgebung des Punktes P von M™ 
meromorph und nicht identisch 0. f, g heiBen aquivalent (in bezug auf Division) 
im Punkte P, wenn es eine Umgebung von P gibt, in der f/g regulir und un- 
gleich 0 ist. 

Eine Cousin-Verteilung C von meromorphen Ortsfunktionen in M™ wird 
folgendermaBen gegeben: 

Jedem Punkt P von M™ ist eine Umgebung Up und eine in Up mero- 
morphe (nicht identisch verschwindende) Funktion fp so zugeordnet, dab 
gilt: Im Durchschnitt U7 Ug zweier Umgebungen Up, Ug ist die Funktion 
fp/fg regulir und ungleich 0. — Die Verteilungen C, C heiBen ,,gleich“ (wer- 
den identifiziert), wenn f/f regular und ungleich 0 in U,- 0 p fiir alle P¢ M. 
Alle folgenden Definitionen sind mit dieser Gleichheitsrelation vertriglich. 

Jede in M™ meromorphe Funktion f lat sich als Verteilung auffassen. 
Diese Verteilung wird ebenfalls mit f bezeichnet. Die Verteilungen C, C* 
heiBen aquivalent im Punkte P, wenn die lokalen Funktionen f/f, von C und fp 
von C* in P aquivalent sind. Die Verteilung C hei®t regular, wenn alle fp in 
U p regular sind. 

C,C’ seien Verteilungen in M™ mit Ortsfunktionen fp bzw. fp und Um- 
gebungen Up bzw. Up. Die Funktionen fp fp (Umgebungen Up Up) defi- 
nieren eine Verteilung, die mit C + C’ bezeichnet werde. Die Verteilungen 
in M™ bilden in bezug auf diese Addition eine abelsche Gruppe €(M™). Das 
Nullelement dieser Gruppe wird durch die Funktion { = 1 gegeben. 

1.2. M™, M™ seien komplexe Mannigfaltigkeiten. g sei eine analytische 
Abbildung von M™ in M™ (d.h. p wird ,,im Kleinen“ in bezug auf lokale 
Koordinaten in M“” und M% durch ein n-tupel von reguliren Funktionen 
gegeben). Die in bezug auf lokale Koordinaten gebildete Funktionaldeter- 
minante von @ sei nicht identisch 0. Dann hat @ folgende Eigenschaft: 

(1) Fir jede Umgebung U eines jeden Punktes P von M™ gilt: Es gibt 
kein analytisches Flichenstiick F"~") in Mw, so daB p(U) CF“. pp be- 
stimmt eine ,, Umkehrzuordnung* o*: 

1* 
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(2) Fir eine in einer offenen Menge V c M\ regulire Funktion / sei g*/ 
die in g~*(V) definierte regulare Funktion fg. g*f = fg. Ist { nicht identisch 
0, so ist wegen (1) auch p*/ nicht identisch 0. 

(3) Fiir eine in einer offenen Menge V C M“) meromorphe Funktion f = g/h 
(g, 2 in V regular, A nicht identisch 0) sei g*f die in gy 1(V) definierte mero- 
morphe Funktion p*g/g*h. Sind /,, {, in V meromorph, so gilt: 

(4) p*(f, + fe) = PPh) + p*fe) und (5) o*(f, fe) = o*(h) 9* (fe)- 

(6) Ist f regular in V und f + 0 in V, so ist g*f + 0 und regular in m~1(V). 

(7) C sei eine Verteilung in MM“), gegeben durch Funktionen fp. In M™ 
ist dann durch die Funktionen o*/» wegen (2), (3), (5), (6) eine Verteilung 
gegeben, die mit g*C bezeichnet werde. Ist C regular, so ist auch g*C regular. 

1.3.5) Wir beschrinken uns von jetzt an auf komplexe Mannigfaltigkeiten 
von zwei komplexen Dimensionen. M (der Dimensionsindex wird weggelassen) 
sei eine solche komplexe Mannigfaltigkeit und P ein Punkt von M. Die kom- 
plexen Linienelemente (= analytische Flichenelemente) in P lassen sich als 
Punkte einer komplex-projektiven Geraden (= zweidimensionale Sphire op) 
auffassen. Mp = (M — P)U@p> ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, die aus M 
durch ,,Herausstechen“ von P und ,,analytisches Einsetzen‘‘ von a,» entsteht. 
Dieser c-ProzeB, in [5] Einsetzen einer Tragersphire genannt, ist ein lokaler 
ProzeB, der nur P und eine Umgebung von P betrifft: 

(8) Es gibt eine analytische Abbildung tp von M, auf M mit folgenden 
Eigenschaften : 

a) tp» bildet op auf P ab. 

b) tp bildet Mp — op eineindeutig auf M — P ab. 

c) Wenn z,, z, lokale Koordinaten in einer Umgebung von P mit P = (0,0) 
sind, dann gibt es in M> lokale Koordinatensysteme (2), z2), (zi, zz), die eine 
Umgebung von a> iiberdecken und fiir die tp gegeben wird durch : 


owe 


2% = 2% 2 = 2) 22 


2g = 2 22 2g = 22. 

d) z,, z, lassen sich als homogene Koordinaten fiir die komplex-projektive 
Gerade co,» auffassen. 

(9) op ist eine analytische Flache in M p, die durch zj = 0, zz = 0 gegeben 
wird. gp ist als regulire Cousinverteilung in M p aufzufassen. 2}, z;' sind Orts- 
funktionen dieser Verteilung. 

(10) Eine n-fache Iteration des in (8) beschriebenen einfachen o-Prozesses 
erhalt man so: 

Im Punkte P = P,¢ M wird die Sphire op, eingesetzt. In M p, wird in einem 
Punkte P,¢ap, die Sphire o, = ap, eingesetzt. Man erhilt die Mannigfaltigkeit 
M >», p,. In M>p, p, wird in einem Punkte P,, der auf K, = tp; (¢p,) Uap, liegt 
(d.h.tp, tp,(P;)= P), die Sphire o, = ;, eingesetzt. Man erhalt die Mannig- 
faltigkeit Mp, »,p, ete. In Mp,»p,... p,_, wird in einem Punkte P,, der auf 
K,-, = tp, (Kn-2)Vop,_, liegt (dh. tp, tp,..-tp, _,(Pn)= P), die Sphiire 


5) Vgl. zum folgenden Abschnitt [8]. Siehe auch [1], 8. 9, [5], 8. 85 (FuBnote") und [6 )}. 
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o, = Op, eingesetzt. Man erhalt die Mannigfaltigkeit Mp, p,... p,. Wir sagen: 
Mp, p,... Pp geht durch einen n-fachen o-Proze8 in P aus M hervor. 

(11) M* gehe durch einen n-fachen o-ProzeB in P aus M hervor. Man 
beweist durch Induktion iiber n: Es gibt in M* n singularititenfreie*) kompakte 
analytische Flichen of, ...,¢, vom Geschlecht 0. Es ist K,= of U...Uo%.%) 
Zwei of haben keinen Schnittpunkt oder schneiden sich in genau einem Punkte 
einfach*®). Jeder Punkt von K, liegt auf héchstens zwei of. Es gibt eine ana- 
lytische Abbildung ¢t von M* auf M mit folgenden Eigenschaften : 

i(K,)= P 

t bildet M* — K, eineindeutig auf M — P ab. 
K,, wird von H. Horr als Sphirenbaum bezeichnet, da sich die Sphiren of ein- 
eindeutig den Eckpunkten eines Baumes zuordnen lassen:, Zwei of haben 
genau dann einen Schnittpunkt, wenn die zugeordneten Eckpunkte im Baum 
eine Strecke begrenzen. Wir sagen auch: Die komplexe Mannigfaltigkeit M* 
entsteht aus M durch (analytisches) Einsetzen eines Sphirenbaumes t-1(P) in P. 
M* geht durch die ,, Transformation“ t-1 aus M hervor. M* = t-'M. 

(12) P; (j durchliuft endliche oder abzihlbare Indexmenge) seien in M 
isoliert liegende Punkte. Nach dem vorangehenden ist klar, was die folgende 
Aussage bedeuten soll: 

Die komplexe Mannigfaltigkeit M* entsteht aus M durch EHinsetzen von 
Sphirenbéumen ;K in die Punkte P;. (Ein einfacher oder mehrfacher o-ProzeB 
in P; ist lokaler Natur. Er betrifft nur eine Umgebung von P;. Die Punkte P; 
liegen aber isoliert!). 

Es sei K die Vereinigung aller ,K. Es gibt eine analytische Abbildung ¢ 
von M* auf M mit folgenden Eigenschaften : 

t(,K) = P; 

t bildet M — K eineindeutig auf M — {P;} ab. ({P;} bedeutet die Menge 
aller Punkte P;.) 

Wir sagen: M* geht durch die ,, Transformation“ t-! aus M hervor. M*=t-' M. 

(13) Bezeichnungstechnisch ist es manchmal bequem, wenn wir fiir irgend- 
welche Punkte {P;} von M den Ubergang von M zu M als ,,Einsetzung der 
trivialen Sphirenbiume in die Punkte {P,}” bezeichnen. (Es wird nichts ver- 
aindert, jeder Punkt P; wird durch sich selbst ersetzt.) 

1.4. (1) Wir werden in diesem Abschnitt und spater in 3.4. die folgende 
Tatsache verwenden: In einer (offenen) komplexer Mannigfaltigkeit ist die 
Schnittzahl einer ganzzahligen Homologieklasse mit dem Nullstellengebilde N, 
einer in M reguliren Funktion / stets 0 (vgl. [12]). — Die irreduziblen Kompo- 





6) Der Punkt P der Flache F in der komplexen Mannigfaltigkeit M hei8t gewéhnlicher 
Punkt von F, wenn es in einer Umgebung von P ein lokales Koordinatensystem z,, z, gibt, 
in dem F durch z,= 0 gegeben wird. Eine Flache heiSt singularitatenfrei, wenn sie eine 
abgeschlossene Teilmenge von M ist und nur gewéhnliche Punkte hat. — Zwei Flachen 
F,, F, schneiden sich in P einfach, wenn in bezug auf ein geeignetes Koordinatensystem 
21, Z, mit P = (0,0) die Flache F, durch z, = 0 und F, durch z, = 0 gegeben wird. 

6a) «? — 7-1 —1 #_ ,-1 -1 Pe 

ba) oj = tp eetp (1), 12 = tp, vee tp (Os),-+-+0n = On [vgl. (10)]. 
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nenten von N, sind mit den entsprechenden Vielfachheiten (= Ordnung des 


Verschwindens von f) zu versehen. ,,Schnittzahl‘* wird durch ,,o‘‘ angedeutet. n 
(2) Im Punkte P, der komplexen Mannigfaltigkeit M werde die Sphire o,, 
eingesetzt. Gp, sei die von a», reprasentierte Homologieklasse von M,,. Es f 
ist Gp, © Gp, - 1. 
Beweis: z,, z. seien lokale Koordinaten in einer Umgebung U von P. Es : 
sei P, = (0,0). z, ist eine in tp,’ U regulire Funktion, die op, und (z// = 0) als i 
einfache Nullstellenflache hat [vgl. 1.3. (8)]. Die Schnittzahl von ap, mit 


dem Nullstellengebilde von z, ist wegen (1) gleich 0. Die Schnittzahl von o,, 
mit (z/ = 0) ist gleich 1. Daraus folgt die Behauptung. — 
Setzt man in einem Punkte P,¢ a », die Sphiare ein, dann hat die Sphire 
tp, (op,) in der Mannigfaltigkeit tp, tp," M mit sich selbst die Schnittzahl — 2. 
Beweis ebenfalls leicht mit Hilfe von (1). Allgemein: Die Schnittzahl einer 
Sphire eines Sphirenbaumes verringert sich durch Anwendung des o-Pro- 
zesses auf einen Punkt dieser Sphire um 1. Die ,,zuletzt eingesetzten* 
Spharen eines Sphaérenbaumes (das sind solche, die man durch einen einfachen 
(inversen) o-ProzeB wieder herausnehmen kann), schneiden sich gegenseitig 
nicht und lassen sich durch ,,Selbstschnittzahl 1‘‘ charakterisieren. Alle 
anderen Spharen des Baumes haben eine Selbstschnittzahl - l. 


§ 2. Die Auflisung der algebraischen Singularititen analytischer Flichen. 

2.1. C sei eine regulire Cousinverteilung in der komplexen Mannigfaltig- 
keit M (vgl. 1.1.). Fiir einen Punkt P ¢ U >, laBt sich fp in bezug auf lokale 
Koordinaten z, , z, mit P = (0,0) in eine Potenzreihe entwickeln: 

fp = Bm (2, 22) + Bos (21,2) +° °° + Bela, 2%) + °° (mSO, kK=>m) 
wo §; ein in z,,z, homogenes Polynom vom Grade & ist und §,, nicht identisch 
verschwindet. m haingt nur von C und P ab und hei8t Ordnung von C in P. 

Wir setzen in P die Sphire op ein (vgl. 1.3.) und betrachten die regulire 
Verteilung t} C in M> [vgl. 1.2. (7), 1.3. (8)]. Im lokalen Koordinatensystem 


’ oe 


ist 


21, 22 


th fp = Bm (zi, 21 22) + Bm sa (Zi, 2122) 4 
z" (¥,, (1, 22) + z\ Ban : i(1, z2) shies ° 

tp fp ist Ortsfunktion fir t} C. Entsprechendes gilt fiir das (2/’, z3)-System. 
op [vgl. 1.3. (9)] ist m-fache Nullstellenfliche von t7C. Die Verteilung 
tp C— mop (vgl. 1.1.) werde mit t#* C bezeichnet. t?*C wird im (z', z3)-System 
durch die Ortsfunktion §,,(1, z2) + zi Bm +, (1, 22) + --- gegeben. Entsprechen- 
des gilt fiir das (z/', zz)-System. Es folgt: 

(1) ¢} C und ¢}"C sind in jedem Punkte Q ¢ Mp, der nicht auf a» liegt. 
aiquivalent und haben in Q die gleiche Ordnung wie C in tp (Q). 

(2) Die Nullstellen N; der Cousinverteilung t#C auf op sind die Null- 
stellen des homogenen Polynoms §,,(z,, z,). Man beachte 1.3. (8) d). N; sei 
n;-fache Nullstelle von §,,(z,, z,.). Die Anzahl dieser Nullstellen sei m’. Es ist 


m 
» n; = m und m's m. 


i 


l 
(3) t7°C habe in N; die Ordnung nj. Es ist nj < n; < m. 
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(4) Wenn tp*C in Q(Q € op) die Ordnung m hat, so ist wegen (2) und (3) 
m' = 1, also $,, die m-te Potenz eines Linearfaktors. 
(5) Wenn fp in P keine mehrfachen Faktoren hat, dann haben die Orts- 
funktionen von t}* fp in keinem Punkte von o, mehrfache Faktoren. 


2.2. (1) Bezeichnungen wie in 2.1. In P werde der Sphirenbaum ¢-!(P) 


eingesetzt [vgl. 1.2., 1.3. (10), (11)]. Man hat in t-! M die Verteilung ¢t* C’. Ist 
t1M=M,>,p,... p,’), 80 ist * C= th th io, C. 


P, Wir definieren: 
ee Co th tp ..jtp, C. 
n n-1 
ot, ..., 0% seien die Sphiren des Sphirenbaumest~!(P). Ist die Ordnun - von C 


in P gleich 0, dann ist t*C = t**C. Ist die Ordnung von C in P gleich m= 0. 


dann gilt: t*C — t**C = a, of + a, 03 + a,o*%. Die a; sind >m und 


t 
sind durch den Sphirenbaum ¢-!(P) und die lokale Funktion fp von C be- 
stimmt. 


(2) Die Funktionen g, h seien in einer Umgebung von P regular und h sei 
nicht identisch 0. In P werde wie in (1) der Sphaérenbaum t-1(P) eingesetzt. 
Wir bezeichnen die Verteilung t**g — t**h mit t**(g/h). (t**g, t**h sind Ver- 
teilungen in ¢-! M, die Differenz ist im Sinne der Gruppenoperation von 
€ (t-! M) zu bilden! (vgl. 1.1.) 

(3) Es ist jetzt klar, was unter t* C, t**C fiir eine beliebige (nicht notwendig 
regulire) Verteilung C von M zu verstehen ist. t* und ¢** sind Isomorphismen 
von €(M) in €(t-! M). t** bildet €(M) auf die Untergruppe derjenigen Ver- 
teilungen von t-! M ab, die keine Sphire des eingesetzten Sphirenbaumes als 
Null- oder Polstellenflache enthalten®). 


2.3.°) Voraussetzung: f ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U regular. 
f hat im Punkte P,¢ U die Ordnung m > 1 und in allen anderen Punkten 
von U eine Ordnung < 1. (Im Punkte P, besitzt f dann keine mehrfachen 
Faktoren.) Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.1. f wird als Verteilung (' 
aufgefaBt. 

Behauptyng: Folgendes ist unméglich (fiihrt zum Widerspruch) : 

tp* f hat in einem Punkte P,¢€ op, die Ordnung m. 


tp. t?* f hat in einem Punkte P,¢ ap, die Ordnung m. 


tp, ...t@, f hat in einem Punkte P; ,,¢ op, die Ordnung m. 
usw. fiir jedes k. 

*) Wie in 1.3. (10) werde P = P, gesetzt. 

*) Den Beweis fiir ,,auf*‘ kann man so fiihren: Es geniigt einen einfachen o-ProzeB 
zu betrachten, t-' M = Mp, und zu zeigen, daB es zu jeder regularen Cousinverteilung (**, 
die in einer Umgebung U C t-! M von ap definiert ist, eine regulire Verteilung C gibt. 
die in der Umgebung t U C M von P definiert ist und fiir die ('** 


bildet sich C** ab auf eine Cousinverteilung C, die in ¢ U 
ist. 


t**C, Vermége f 
P definiert und dort regular 
Wie leicht aus bekannten Satzen ({2], S. 49) zu folgern ist, l4Bt C sich regular in P 
fortsetzen. C ist also in ganz ¢ U definiert und regular, und es ist (** C (**, 

*) In diesem Abschnitt handelt es sich um eine genaue Ubertragung der Uberlegungen 
von JuNG ([9], 8. 313—314) in unsere Bezeichnungsweise. 
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Beweis (Herleitung des Widerspruchs): Wegen 2.1. (4) hat f in bezug auf 

geeignete lokale Koordinaten z, , z, mit P, = (0,0) die Entwicklung: 

f= 20 + Bosra > 22) + °° 
f und @f/@z, sind teilerfremd, da / keine mehrfachen Faktoren enthilt. Es 
gibt also lokale regulare Funktionen h, , h, von z,, z,, 80 daB (*) h, f + h,af/az, 
= h,, wo h, eine regulire Funktion von z, allein ist, die nicht identisch Null 
ist und fiir z, = 0 eine r-fache Nullstelle habe. 

Die Entwicklung von tp* f in P,€ op, beginnt mit der m. Potenz eines Li- 
nearfaktors, P, hat auf op, die homogenen Koordinaten z, = 0, z, = 1. 

Di <intwicklung von tp? ... tp! f in Py ,,€op,beginnt mit der m-ten Potenz 
eines Linearfaktors. P;,,, ist nicht der Schnittpunkt von tp, op, _, und ap,- 
Dem Sphirenbaum (tp, . . . tp,)~' P, ist daher der folgende (Strecken)-Baum 
zugeordnet: [vgl. 1.3 (11)] 


* * * * * 
OP, OP, OP, OP, _, OP, 





Ordnet man auch noch der Flache z, = 0 einen Eckpunkt zu, dann kommt zu 
diesem Baum ein weiterer Eckpunkt hinzu, der nur mit dem o}, zugeordneten 
Eckpunkt zu verbinden ist. Es folgt: 

a) tp, ...tp, hy hat op, als r-fache Nullstellenfliche. 

b) th, ... tp, f hat op, als km-fache Nullstellenflache. 

c) th, ...tp, @f/8z, hat op, mindestens als k(m — 1)-fache Nullstellen- 
fliche, wie eine leichte Rechnung zeigt’). 

Aus (*), a), b), c) erhalt man dann den erwiinschten Widerspruch, da r < k(m —1) 
fiir geniigend groBes k. 

2.4. Voraussetzung wie in 2.3. 

Behauptung: Man kann in P, einen Sphiarenbaum t-1(P,) einsetzen, so 
daB gilt: 

t** f hat in jedem Punkte von ¢-! M eine Ordnung < 1. 

Beweis: Wir definieren induktiv eine Folge von Mannigfaltigkeiten ‘M 
(«= 1,2,...), die alle durch Einsetzen eines Sphirenbaumes ¢;!(P,) in P, 
entstehen. ‘M=t;'M. 1M= Mp»,, t, = tp,,'N,,...,‘N, seien diejenigen 
Punkte von ‘M, in denen t?* f eine Ordnung > 1 hat. Wegen 2.1. (1) liegen 
sie alle auf dem Sphirenbaum t;!(P). ‘+ \M entsteht aus ‘M durch Einsetzen 
der Spharen (Anwendung des einfachen o-Prozesses) in ‘N,,...,‘N;,. ‘+'M 
geht also durch mehrfachen o-ProzeB in P aus M hervor. Die zugehérige Ab- 
bildung von ‘+ 'M auf M wird mit t;,, bezeichnet. Wegen 2.1. (3) nehmen die 
Ordnungen der Verteilungen tf*/ nicht zu. Wendet man 2.3. auf die Mannig- 
faltigkeiten ‘M an, dann sieht man, da8 die Ordnungen abnehmen. Es gilt 
daher: Die Folge der ‘M bricht ab, d.h. es gibt einen Index k derart, daB 
tf*f in *M iiberall eine Ordnung < | hat. Damit ist der Beweis gefiihrt. 

2.5. Wir setzen die Uberlegungen von 2.4. fort. Die regulire Funktion ¢*/ 
hat als Nullstellenflichen die von ¢** f und die Sphiren des Sphirenbaumes 
t-1(P), die mit den entsprechenden Vielfachheiten zu versehen sind [vgl. 


2.2. (1)]. Es folgt: 


* se , _ 
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Zu jedem Punkte Q von t-! M gibt es lokale Koordinaten u, v mit Q = (0,0), 
so daB in einer Umgebung von Q gilt: [~ fiir Aquivalenz in bezug auf Division; 
beachte 1.3. (11)]. *f~ wo (u+av4+ B,(u, v)+---)*,r2>0,8>0,k=0 oder 
k= 1. u= 0(bzw. v = 0) stellt, wenn r > 0 (bzw. s > 0), eine der Spharen dar. 
(u+av+ 8, (u,v) +---) stellt t** f dar. Wir setzen in Q, falls k= 1 und 
r > 0, die Sphiare og ein (einfacher o-ProzeB), gehen also iiber zur Mannig- 
faltigkeit tg!t-'M. Es ist dann im w’, v’-(bzw. wu’, v’’)-Koordinatensystem: 


§t*f~w'**tlo*(l+av'+ wu’ R, (1, v0’) +-->-) 
t6 t* f ~ ut yt t+e+ l(a 4 yl + yp” R(u’’, 1) er ). 


(1) 


Ist a= 0, so sei a, v? die niedrigste Potenz von v, die in u + $,(u, v) vor- 


kommt. (a, +0). Eine solche Potenz gibt es, da wu + $, (u,v) + --- nicht u 
als Faktor enthalten kann. u = 0 stellt eine der Sphiaren dar! 
In u” + v’ B,(w’’, 1) +--+ kommt dann die Potenz a,v’’¢-' vor. Man 


, ff 


setzt jetzt in dem Punkte mit u’’= + 0 die Sphare ein und kommt durch 
Wiederholung dieses Verfahrens schlieBlich zu einer Situation (1) mit a + 0. 
Damit ist folgendes bewiesen : 

2.6. Voraussetzung: { ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U regular, 
/ hat im Punkte P ¢ U die Ordnung m > 1 und in allen anderen Punkten eine 
Ordnung < 1. In P besitzt f keine mehrfachen Faktoren. 

Behauptung: Man kann in P einen Sphirenbaum t-!(P) so einsetzen, daB 
gilt: 

Fiir jeden Punkt Q von ¢-! U gibt es ein lokales Koordinatensystem wu, v 
mit den folgenden Eigenschaften a), b), c). 

a) Y= (0,9), 

b) t*{~ uw’ v* (r> 0, 8s > 0), 

c) Wenn Q ¢ t-!(P), Cann liegt genau einer der drei folgenden Fille vor: 

1. Q liegt auf zwei Sphiren von t-!(P). Es ist t*f ~ w’ v* mit r>0 und 

-0. Die beiden Spharen werden in der Umgebung von Q durch u = 0 und 
v = 0 gegeben. 

2. Q liegt auf genau einer Sphire und ist nicht Nullstelle von ¢**/. Es ist 
i*f~ u’ mit r > 0. Die Sphire wird durch u = 0 gegeben. 

3. Q liegt auf genau einer Sphire und ist Nullstelle von ¢**f. Es ist t*f ~ 
~ u'v (r > 0) und t**f ~ v. Die Sphire wird durch u = 0 gegeben. 

2.7. Voraussetzung: g ist in der komplexen Mannigfaltigkeit VU meromorph 
und verschwindet nicht identisch. P«¢ U. In jedem Punkte Q¢ U’, Q + P. 
ist g ~ v*(s ganze Zahl) in bezug auf ein geeignetes lokales Koordinatensystem 
mit Q = (0,0). 

Behauptung: Man kann in P einen Sphirenbaum t~'(P) einsetzen, so daB 
gilt: 

In jedem Punkte Q von t-! U ist t*g ~ uw’ v* (r,s ganz) in bezug auf ge- 
eignete lokaie Koordinaten mit Q = (0.0). Ist g regular in U, so sind fiir jeden 
Punkt Q die Exponenten r, s => 0. 
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Beweis: In einer Umgebung V von P hat g folgende Darstellung: 


g~ f} ...f(f; regular in V und irreduzibel in P; f;, f; teilerfremd in P fir 
i +7; 8; ganze Zahl). 
Wir wenden den Satz 2.6. auf die in V definierte regulire Funktion f = f, . . . /, 


an. Den zu f nach 2.6. gehérigen Sphairenbaum setzen wir in P ein und be- 
weisen unsere Behauptung fiir die so entstehende Mannigfaltigkeit t-1M. Es 
geniigt, Punkte Q ¢t-!(P), die unter Punkt 3 in 2.6. fallen, zu betrachten. 
Es ist t**f ~ v. Daher gilt fiir genau ein i (1 < i < 1): t**f; ~ v und fiirj +i 
(hsjsl:t**f,~1. 

Es folgt t**g ~ vt und t*g ~ u* vi (k ganz), da u= 0 eine Sphare darstellt 
und ¢*g — t**g nur Spharen des Sphairenbaumes als Null- oder Polstellen- 
flachen hat. 

2.8. Hilfssatz: R sei der gewohnliche z,,z,-Raum. Wir betrachten die 
Funktion f = 2’, z§ (r,s ganze Zahlen) und behaupten: Man kann im Punkte 
P, = (0,0) einen Sphirenbaum ¢-!(P,) einsetzen, derart, daB t*f in t-' R keine 
Unbestimmtheitsstelle hat und daB® fiir jeden Punkt Q ¢t-! R in bezug auf 
lokale Koordinaten u, v mit Q = (0,0) gilt: 

t*{ ~ u*v’, wobei die ganzen Zahlen a, b beide > 0 oder beide < 0 sind. 

Beweis: Fiir r,s > 0 und r,s < 0 ist die Behauptung trivial. Es geniigt, 
die Behauptung zu beweisen fiir f= 2”/z% (r,s beide positiv und r>s). Wir 
charakterisieren eine solche Unbestimmtheitsstelle durch Angabe des Zahlen- 
paars r,s. In P, werde die Sphire o,, eingesetzt. op, wird (r — s)-fache Null- 
stellenflache von tf, f. Ist r= 8, so ist die Behauptung bereits bewiesen. Ist 
r > 8, so gibt es in Rp, genau eine Unbestimmtheitsstelle P,, nimlich den 
Schnittpunkt von op, und z2= 0. Zu P, gehért das Zahlenpaar (r — s, s). 
Ist r—s>s, so gibt es in Rp,p, genau eine Unbestimmtheitsstelle P, : 
(r— 28,8). Ist r—s=s, so ist die Behauptung bewiesen. Ist r— s < s, so 
gibt es in R»p, p, genau eine ‘Unbestimmtheitsstelle P, : (r — s,s — (r —s)).... 
Es wird nun fortlaufend in die jeweils einzige Unbestimmtheitsstelle P, in 
Rp,...p,_, die Sphire op, eingesetzt. Man sieht, daB die Zahlenpaare, die 
die Unbestimmtheitsstellen charakterisieren, sich dem euklidischen Algorith- 
mus fiir das Paar r, s entsprechend verhalten. Es gibt also ein k, so daB zur 
Unbestimmtheitsstelle P, in Mp,._ p, , ein Zahlenpaar (qs’, s’) gehdrt. 
Nach g weiteren Einsetzungen von Spharen in die jeweils einzige Unbestimmt- 
heitsstelle gelangt man zu einer Mannigfaltigkeit t-!R, in der t*f keine Un- 
bestimmtheitsstelle hat. 

2.9. C sei eine Cousinverteilung in der komplexen Mannigfaltigkeit M 
(vgl. 1.1.). Wir nennen einen Punkt P ¢ M gewéhnlichen Punkt von C, wenn 
es lokale Koordinaten u,v mit P = (0, 0) gibt, fiir die fp ~ v* mit ganzem s. 
Ein (nicht gew6hnlicher) Punkt Q heiBt Doppelpunkt von C, wenn fg ~ u* v’ 
(a,b ganz und beide +0; u,v geeignete Koordinaten mit Q= (0,0)). Ein 
Doppelpunkt heiBt bestimmter Doppelpunkt, wenn a,b beide positiv oder 
beide negativ sind. Jeder andere Doppelpunkt Q ist Unbestimmtheitsstelle 
von f, und heiBt unbestimmter Doppelpunkt. Die nicht gewéhnlichen Punkt: 
liegen bekanntlich isoliert. Es gibt daher nur abzahlbar viele nicht 
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liche Punkte. Wir kénnen nun den folgenden Hauptsatz beweisen, der die 
vorbereitenden lokalen Satze dieses Paragraphen zusammenfaBt. 

Voraussetzung: C ist eine Cousinverteilung in der  komplexen Mannig- 
faltigkeit M. P; sind die (abzahlbar vielen) isoliert liegenden, nicht gewéhn- 
lichen Punkte von M, die keine bestimmten Doppelpunkte sind. 

Behauptung: Man kann in die isoliert liegenden Punkte P; Sphirenbiume ;K 
einsetzen, derart, daB fiir die dadurch entstehende komplexe Mannigfaltigkeit 
t-1M [vgl. 1.3. (12)] folgendes gilt: 

t*C hat in t-' M nur gewéhnliche Punkte und bestimmte Doppelpunkte. 
Es sei K die Vereinigung aller ;K. t bildet M — K eineindeutig und ana- 
lytisch auf M — {P;} ab. ({P;} bedeutet die Menge aller Punkte P;). Die Ver- 
teilungen ¢* C und C gehen dabei ineinander iiber. Identifiziert man M — K 
und M — {P;} vermége t, dann kann man also sagen: t*C und C’ stimmen 
auBerhalb der eingesetzten Sphirenbiaume iiberein. 

Der Beweis ergibt sich durch Anwendung von 2.7. auf paarweise fremde 
Umgebungen U; der P;, die auBer P; keinen nicht gewéhnlichen Punkt ent- 
halten. Man setzt also nach 2.7. in jedes P;, das kein Doppelpunkt ist, einen 
Sphirenbaum ein und gelangt zu einer Mannigfaltigkeit t-'M, in der t?C 
nur gewohnliche Punkte und Doppelpunkte hat. In die unbestimmten Doppel- 
punkte von t? C setzt man nach 2.8. Sphirenbiume ein und gelangt so zu einer 
Mannigfaltigkeit 1M = t>'t>1M, in der t*C nur gewéhnliche Punkte und 
bestimmte Doppelpunkte hat. 


§ 3. Konstruktion der Riemannschen Mannigfaltigkeit Mf) 
einer algebroiden Funktion 7. 
3.1. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Definitionen und Satze tiber 
, algebroide“’ Funktionen zusammenstellen. M sei eine komplexe Mannig- 
faltigkeit. Ein beschrdnktes algebroides Funktionselement mit dem Grundpunkt 


P von M wird definiert durch ein irreduzibles ausgezeichnetes Pseudopolynom 
xz mit der Spitze P (vgl. [2], 8. 57). 


(1) 1% = (WwW — We)’ + a,(w — w,)’~' +--+, (r >). 


Die a; sind in P regulare Funktionen, die in P verschwinden. Die Diskrimi- 
nante D, dieses Polynoms (aufgefaBt als Polynom in (w — wg)) ist nicht iden- 
tisch 0. D,(P)=0 genau dann, wenn r>1. Durch a= 0 werden lokale 
mehrdeutige Funktionen w,,..., w, definiert, die sich auBerhalb von D, = 0 
regulér verhalten und von denen je zwei durch analytische Fortsetzung aus- 
einander hervorgehen. 

(2) Ein algebroides Funktionselement mit dem Grundpunkt P wird definiert 
durch ein beschrinktes algebroides Funktionselement (gegeben durch z) und 
eine in P regulare Funktion g, die nicht identisch 0 ist. Durch dieses alge- 
broide Funktionselement werden lokale mehrdeutige Funktionen w,= w,/9, . .., 
w, = w,/g gegeben, die sich auBerhalb von D,= 0 meromorph verhalten und 
von denen je zwei durch analytische Fortsetzung auseinander hervorgehen. 
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(w,,...,w, sind die durch a= 0 definierten Funktionen.) (z,g) und 
(-x’. g') definieren dasselbe algebroide Funktionselement, wenn die von ihnen 
erzeugten lokalen mehrdeutigen Funktionen iibereinstimmen. 

Algebroide Funktionen mit dem Grundpunkt P werden wir durch A » an- 
deuten. 

Ap sei gegeben durch das Pseudopolynom z und die in P regulire Funktion 
g. Es gibt eine Umgebung U von P, in der z und g noch definiert sind. z be- 
sitzt in jedem Punkte Q von U eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Pseudo. 
polynome mit der Spitze Q. Mehrfache Faktoren treten nicht auf. Diese 
Pseudopolynome und g reprisentieren algebroide Funktionselemente 'Ag, . . 
‘Ag(ssr). Wir sagen: Ap und ‘Ag sind benachbart (vgl. [2], S. 16). In iib- 
licher Weise kann jetzt die analytische Fortsetzung von A, lings in M ver- 
laufenden von P ausgehenden Wegen und die Verbindbarkeit zweier alge- 
broider Funktionselemente definiert werden. Wir definieren (vgl. [2], S. 16): 

(3) Die Gesamtheit aller mit A, verbindbaren algebroiden Funktions- 
elemente heiBt der Rremannsche Bereich der durch Fortsetzung von Ap in M 
erzeugten algebroiden Funktion f. Ein Riemannscher Bereich ist in nahe- 
liegender Weise als zusammenhangender Hausporrrscher Raum aufzufassen, 
der einem Teil von M iiberlagert ist. 

Die Uberlagerungsabbildung (Ap + P) wollen wir mit w bezeichnen. 

(4) B sei der Rremannsche Bereich der algebroiden Funktion f. A p¢ B sei 
gegeben durch z, g [vgl. (1), (2)]. Wir definieren in B eine eindeutige Funktion f 
durch f (Ap) = wy/g(P). f ist nur erklart, wenn g(P) + 0. 

(5) Ein Punkt (= algebroides Funktionselement A ,) des Rremannschen 
Bereiches B heiBe uniformisierbar ([{2], 8. 14), wenn es eine Umgebung U 
von Ap(Ap¢é UCB), eine Umgebung U des Nullpunktes des komplexen 
(t,, t.)-Raumes und eine topologische Abbildung x von U auf U gibt, so dab 
y x eine analytische Abbildung von U auf y (U) ist. 

t,. t, heiBen ortsuniformisierende Parameter. 

Jeder Punkt Ap mit r= 1 [vgl. (1)] ist uniformisierbar. 

(6) Ein Punkt Ap mit r > 1 hei®t Verzweigungspunkt. In ihm hangen r 
., Blatter‘ des Rremannschen Bereiches zusammen. Die durch P gehende zu 
Ap gehérende Verzweigungsfliche ist in D, = 0 enthalten. 

(7) Wenn D, in P einen gewéhnlichen Punkt hat, d.h. wenn D, in bezug 
auf ein geeignetes lokales Koordinatensystem durch D, ~ u*(s > 0; vgl. 2.9.) 
gegeben werden kann, so ist Ap uniformisierbar ({4], 8.3 und [10]. Ver- 
zweigungsstelle 1. Art!). Aus (7) folgt: 

(8) Die nicht-uniformisierbaren Verzweigungspunkte eines RreMANNschen 
Bereiches liegen isoliert. 

(9) Satz: Die Menge aller uniformisierbaren Punkte eines Rremannschen 
Bereiches B ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, deren komplexe Struktur 
durch die ortsuniformisierenden Parameter gegeben wird. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Wenn durch die topologischen Abbildungen 
x,’ [wgl. (5)] zwei Systeme (¢,, ¢,), (41, 44) von ortsuniformisierenden Para- 
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metern des Punktes A,»¢ B festgelegt werden, so ist die Abbildung x’! x in 
einer Umgebung des Nullpunktes des ¢,, t,-Raumes analytisch!®). Diese Be- 
hauptung folgt zunichst ohne weiteres fir Punkte Ap mit r= 1, und unter 
Verwendung hiervon ergibt sie sich fiir (uniformisierbare) Verzweigungspunkte 
aus einem bekannten Satz iiber aufhebbare Singularitaten"). 

(10) Aus (4) ergibt sich dann wieder mit Hilfe des erwihnten Satzes iiber 
aufhebbare Singularitater.: In der komplexen Mannigfaltigkeit der uniformi- 
sierbaren Punkte ist f eine meromorphe Funktion. (f laBt sich in die Punkte 
mit g(P) = 0 meromorph fortsetzen.) 

(11) Eine in einer komplexen Mannigfaltigkeit definierte meromorphe 
Funktion ohne Unbestimmtheitsstellen ist eine Abbildung der Mannigfaltigkeit 
in die Rremannsche Zahlenkugel S?. Die a-Stellenflaichen schneiden sich nicht. 
Wir wollen eine solche Funktion meromorph und bestimmt nennen. 

(12) B sei der Rremannsche Bereich einer algebroiden Funktion /, der einem 
Teil einer komplexen Mannigfaltigkeit M iiberlagert ist. y sei die Uber- 
lagerungsabbildung von B in M. 

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit M heiBt eine RiEMANNsche 
Mannigfaltigkeit von f, wenn es eine stetige Abbildung ¢t von M auf B gibt, so 
daB folgendes gilt: 

1. y t ist eine analytische Abbildung von M auf y(B) cM. 

2. Die Funktion j f t [siehe (4), (10), (11)] ist in M meromorph und be- 
stimmt. 

(f ist so definiert: fiir Q von M sei t(Q) = Apé¢ B, dann ist 7(Q) f(Ap) 

w,/g(P)). 

3. B* sei die komplexe Mannigfaltigkeit, die aus B durch ,,Herausstechen“ 
der isolierten nicht uniformisierbaren Punkte und der Unbestimmtheitsstellen 
von f entsteht. [Beachte (10). ] 

Fiir jeden solchen Ausnahmepunkt Q(Q ¢ B, Q¢ B*) ist t-1(Q) Vereini- 
gungsmenge Sg von endlich vielen kompakten irreduziblen analytischen 
Flachen, die in M eingebettet sind. 

4. t ist eine eineindeutige analytische Abbildung von M {S,} auf B*. 
{Sg} bezeichnet dabei die Vereinigungsmenge aller Sy. M entsteht, anschau- 
lich gesagt, aus B, indem man jeden Ausnahmepunkt @ durch Sp, ersetzt. 

Das Ziel dieses § 3 ist, zu beweisen, daB es zu jeder algebroiden Funktion f eine 
Rremannsche Mannigfaltigkeit gibt. Die Einsetzung von S, in einem Ausnahme- 
punkt Q wird, so wie das Einsetzen von Sphirenbiumen, ein rein lokaler Pro- 
zeB sein. Die lokalen Uberlegungen werden in den niachsten Abschnitten 
durchgefiihrt. 

(13) Jeder Rremannsche Bereich im Sinne von (3) ist ein Rremannsches 
Gebiet im Sinne von [1]. In [1] haben H. Beunxe und K. Srer fiir Rie- 
MANNsche Gebiete G den Begriff ,,Modifikation von G in einer abgeschlossenen 

1) Man beachte: Aus ,,analytisch und eineindeutig* folgt ({3], 8. 179), daB die Funk- 
tionaldeterminante stets von 0 verschieden ist. 

1) Siehe [11], Kap. 3, § 5, 1 (S. 191) oder [3], 8. 173. 
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Teilmenge % C G* definiert. Wenn 9 speziell eine Menge von in @ isoliert 
liegenden Punkten ist (RQ = {P;}; 7 durchlauft héchstens abzahlbare Index- 
menge), dann kann ,,Modifikation von G in %*‘ so definiert werden: 

Das Rremannsche Gebiet *G ist Modifikation von G in N, wenn folgendes 
gilt: Es gibt eine stetige Abbildung ¢ von *G auf G. ¢ ist analytischer Homéo- 
morphismus von *G — ¢-1(M) auf G—®. (In [1] werden *G@ — ¢t-1(M) und 
G — ® identifiziert.) Wir nennen *G kompakte Modifikation von G inN = {P;}, 
wenn fiir jeden Punkt P; das Urbild t-'(P;) kompakt ist. 

Aus [1], 5. (ec) folgt: Wenn die komplexe Mannigfaltigkeit M kompakte 
Modifikation von G in N = {P,} ist, dann ist fiir jeden Punkt P; das Urbild 
t-'(P;) Vereinigungsmenge von endlich vielen in M liegenden irreduziblen 
kompakten analytischen Flachen oder (Trivialfall) ein einzelner Punkt von M. 
Wir kénnen nun die Definition (12) auch so fassen: 

Die komplexe Mannigfaltigkeit M he ipt eine Rremannsche Mannigfaltigkeit 
von f, wenn M eine kompakte Modifikation des RimMANNschen Bereiches B der 
Funktion { in den nicht-uniformisierbaren Punkten von B und den Unbe- 
stimmtheitsstellen von f ist und wenn die Funktion ft in ganz M meromorph 
und bestimmt ist. (t ist die Modifikationsabbildung von M auf B!) 

Anmerkung: M sei eine komplexe Mannigfaltigkeit, P ein Punkt von M. H. 
Horr [8] hat bewiesen, daB jede kompakte Modifikation M* von M in P durch 
Einsetzen eines Sphirenbaumes in P aus M hervorgeht. [Beachte 1.3. (13).] 
3.2. Wir wollen in diesem Abschnitt die nicht-uniformisierbaren Punkte 
eines Rremannschen Bereiches B untersuchen. Es geniigt, beschriinkte alge- 
broide Funktionselemente zu betrachten. Es handelt sich um ein lokales Problem: 
U sei eine Umgebung des Nullpunktes P = (0,0) des z,, z.-Raumes. Wir fassen 
U als komplexe Mannigfaltigkeit auf. A,» sei ein beschriinktes algebroides 
Funktionselement, gegeben durch ein Pseudopolynom 2 mit der Spitze P. 
Bs A (w — we)” + a,(w — wy)’ Lacoste 


re 


U sei bereits so klein gewahlt, daB alle a; in U regular sind und daB die 
Voraussetzung von 2.7 fiir g = D, erfillt ist. Durch = 0 wird in U eine 
algebroide Funktion w= w (z, , z,) definiert, deren Rremannschen Bereich wir 
B(Ap) nennen wollen. w ist in B(A p) — Ap regular und in A p stetig [vgl. 3.1. 
(9), (10)]. 

Aus 2.7. folgt: Man kann in P einen Sphirenbaum t-!(P) so einsetzen, 
daB t*D, in t-1(M) nur gewéhnliche Punkte und Doppelpunkte hat. In 
t-1(M) gilt nun folgendes: Durch t* 2 = (w — w,)’ + (t* a,) (w— w,)"~'+---+4+ 
+ t* a,= 0 wird in t-1(M) eine algebroide Funktion definiert, die mit t* w be- 
zeichnet werde. Der Rremannsche Bereich dieser Funktion ist t-!(M) iiber- 
lagert. Wir nennen ihn t* B(A;). In t* B(A,) ist t* w eine eindeutige Funk- 
tion, die auf den Uberlagerungen der Spharen des eingesetzten Sphirenbaumes 
den Wert w, hat. t* D, ist Diskriminante von ¢*z. Hieraus folgt [vgl. 3.1. (7)]: 

Die nicht-uniformisierbaren Verzweigungspunkte von t* B(Ap), die einem 
Punkte Q von ¢t-!(M) iiberlagert sind, haben in Q zwei Verzweigungsflachen, 
die sich in Q einfach schneiden (und in bezug auf ein geeignetes Koordinaten- 
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system u,v mit Y= (0,0) durch u= 0 und v= 0 gegeben werden kénnen). 
Der Punkt Q ist Schnittpunkt zweier Sphiren von t-'(P) oder Schnittpunkt 
einer Sphare mit t** D,. 

3.3. In dem Riremannschen Bereich t* B(A,) kommen nur nicht-uniformi- 
sierbare Verzweigungspunkte von einem gewissen Typus vor, den wir lokal 
so kennzeichnen kénnen: 

(1) In einer Umgebung des Nullpunktes des z,, z,-Raumes, P = (0,0), ist 
ein beschrinktes algebroides Funktionselement gegeben, dessen Verzweigungs- 
flichen z, = 0 und z, = 0 sind. 

(2) Definition: A p, Ag seien zwei algebroide Funktionselemente, die wir als 
Punkte in zwei Rremannschen Bereichen B(Ap), B(AQ) auffassen kénnen. 
Ap, Aq besitzen Umgebungen U, U’ in B(A,) bzw. B(Ag), so daB U — Ap, 
U’ — Ag komplexe Mannigfaltigkeiten sind, also von nicht-uniformisierbaren 
Punkten frei sind. Ap, Ag heiBen analytisch aquivalent, wenn es solche Um- 
yebungen U, U’ und eine topologische Abbildung g von U auf U’ gibt, die A p 
auf Ag abbildet und U — Ap analytisch auf U’— Ag abbildet. 

Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heiBe analytischer Homéo- 
morphismus von U auf U’. 

(3) Das algebroide Funktionselement A,_,: w" — z, 23-4 (lsoq<n; n,q 
teilerfremd) ist vom Typus (1). Die zugehérige algebroide Funktion (z, z 


3 Mad 


ie tg 
betrachten wir im (offenen) z,,z,-Raum, sie erzeugt eine n-blattrige "Uber. 
lagerung B(n, q). Im Punkte A, ,¢ B(n, q) hangen alle n Blatter zusammen. 
A,,, ist nicht uniformisierbar. Dies kann man auf verschiedene Weise ein- 
sehen. 

a) In [1], 8.4, wird bewiesen, daB A, , nicht uniformisierbar ist. Dieser 
Beweis la8t sich auch fiir A, , durchfihren. 

b) Der Rand einer geeigneten Umgebung von A,,, in B(n, q) ist der Linsen- 
raum L(n,q). (L(n, q) = Diskontinuitatsbereich der Drehgruppe 
t, = e® train gt = e®*t/"* 4, OS vy < vn, auf der S: |t,|* + |t, * = 1). 

L(n, q) ist nicht vom Homologietyp der 3-Sphare. A,,, besitzt daher kein 
4-dimensionales Element als Umgebung. 

c) Vgl. 3.4. (14). 

(4) Jeder Verzweigungspunkt vom Typ (1) ist uniformisierbar oder einem 
algebroiden Funktionselement A,,, analytisch aquivalent. 

Der Beweis ergibt sich aus [9], 8. 295—300. 

3.4. Wir untersuchen in diesem Abschnitt das algebroide Funktionselement 
A,,, und den Rremannschen Bereich B(n, q). Wir werden eine RIeEMANNsche 
Mannigfaltigkeit [vgl.3. 1.(12)] von (z, z2~%)"" konstruieren. Wir werden dabei 
das folgende Prinzip verwenden: 

N,, N, seien topologische Mannigfaltigkeiten. U, sei eine offene Menge 
von N,, U, eine offene Menge von N, und ¢ eine topologische Abbildung von 
U, auf Uy. 

Wir identifizieren zwei Punkte P, von N, und P, von N,, wenn P, = ¢(P)). 

Durch diese Identifizierung entsteht ein topologischer Raum, aber im all- 
gemeinen kein Havusporrrscher Raum, da das Trennungsaxiom ,,zwei 
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verschiedene Punkte besitzen punktfremde Umgebungen“ nicht erfillt zu 
sein braucht. Damit ein Hausporrrscher Raum entsteht, dieser ist dann 
eine topologische Mannigfaltigkeit, ist notwendig und hinreichend: 

(1) Wenn Q, irgendein Randpunkt von U, ist (Q, € N,) und wenn Q, irgend- 
ein Randpunkt von U, ist (Q,¢ N,), so gibt es eine Umgebung V, von Q, und 
eine Umgebung V, von Q,(V, C N,, V,C N,), so daB V,, V, keine zu identifi- 
zierenden Punkte enthalten. — 

(2) Sind N,, N, komplexe Mannigfaltigkeiten (gleicher Dimension) und 
ist g eine analytische Abbildung von U, auf U,, so ist, wenn die Bedingung (1) 
erfiillt ist, die durch Identifizierung entstehende Mannigfaltigkeit eine kom- 
plexe Mannigfaltigkeit, auf der sich sowohl die zulassigen Koordinaten von N, 
als auch die von N, als lokale zulassige Koordinaten verwenden lassen. 

Wir kommen nun zur Untersuchung von A,,, [vgl. 3.3. (3)]. Wir be- 
trachten einen etwas abgewandelten Euklidischen Algorithmus fiir das Zahlen- 
paar n, q. 

Wir setzen A, = n, A, = q. 


A, =b,4,-A, 0<1,<A, 1<b,, 
A, =6,4,-4A,, 0<14,< A, l<b, 
Ay-y = 0, Ag — Ayas; Aoo, = 0,A,= 1, 1<3,. 


Die Zahlen 4,(0< k= s+ 1) kénnen mit Hilfe der b, induktiv berechnet 
werden: 


(3) Ao =n, Ay =d, hi = b, 1 At i At 2° 
Wir definieren induktiv Zahlen yu, durch: 
Ho= 9, Py= 1, Me = be-1 Me-1 — Me-2 
und Zahlen », durch: 
%™=1, y= 1 Vy = be_, ME-1 — ME-2- 


Man beweist induktiv: 


(4) Ap + (n—Q) pe = 1% 
(5) Ak Misa — Ager pe = 0 
(6) Mesa Ye — Pe Mex = 1. 


Es gilt ferner: 


(7) Mo = 9, O< pe < Mess, Msi =” (0<k<s), 
O< % S M%41, Yeu4p = N—- (O<kss). 


Wir betrachten nun s + 1 Exemplare des (offenen) komplexen u, v Raumes: 
R,,..., R,. Die Koordinaten in R,; sollen mit u, , v, bezeichnet werden. 

Wir nehmen aus dem R; die analytische Ebene u, = 0 heraus und erhalten 
eine komplexe Mannigfaltigkeit, die wir Ri, nennen. Nehmen wir die analyti- 
sche Ebene v; = 0 heraus, so erhalten wir eine komplexe Mannigfaltigkeit P;’. 
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(8) Die Gleichungen 
Up =u, mE, (lskss) 
vg = 1/up_, 


stellen eine analytische und topologische Abbildung g,_, von Rj, auf Rj’ dar. 
Wir identifizieren durch g,_, aufeinander bezogene Punkte von Ri_, und Ry’. 
Die Bedingung (1) ist erfiillt. Es entsteht eine komplexe Mannigfaltigkeit. 
Ausgehend von R, und R, konstruieren wir so eine Mannigfaltigkeit R,,. 
R, kann als offene Menge von R,, aufgefaBt werden. Durch Identifizierung 
von Rj mit R’3 , vermittelt durch die Abbildung q, , erhalten wir aus R,, und R, 
eine komplexe Mannigfaltigkeit R,,.. Die Bedingung (1) war nimlich wieder 
erfillt. Wir gelangen durch Wiederholung dieses Verfahrens schlieBlich zu 
einer Mannigfaltigkeit Ry,...,, die wir R(n,q) nennen wollen. R(n, q) ist 
mit s + 1 zulassigen Koordinatensystemen u, , v;,, 0 < k < s, iiberdeckt. 

(8) ist als Koordinatentransformation in R(n,q) aufzufassen. In R(n, q) 
sind s kompakte analytische Flichen o,,...,¢, vom Geschlecht 0 (d.h. 
Spharen) singularitatenfrei eingebettet : 

(9)o, wird im k-ten Koordinatensystem durch u, = 0 gegeben und 1; ist 
laufende inhomogene Koordinate auf a, , im (k — 1). Koordinatensystem wird o;, 
durch vz_, = 0 gegeben und wu, _, ist laufende Koordinate auf o,,(1< k < s). 


dp A 
k 
(10) a = uro kt 


Durch {z,= u,* ott wird eine Abbildung y von R(n, qg) in B(n, q) 
lv — yk yk +1 definiert. 
k Yk 


Beweis: Zu zeigen ist erstens, daB w" = z, z*—*% identisch in u,, v; erfiillt ist. 
Das folgt aus (4). Zweitens ist zu zeigen, daB der Bildpunkt (z, , z,, w) in B(n, q) 
nicht von dem speziell gewahlten Koordinatensystem von R(n, q) abhingt. 
Dies beweist man mit Hilfe von (3) und (8). 

(11) y bildet alle Flachen o, auf (z, = 0, z, = 0, w= 0) ab, d.h. auf den 
Punkt A,,, von B(n, q). [Man beachte (7), (9).] Man zeigt ferner ohne Schwie- 
rigkeit : 

(12) y bildet R(n, g) — (0, V0,U...Uo,) topologisch und analytisch auf 
B(n, q) — An,q ab. 

Aus (10) bis (12) erhalt man: R(n, q) ist eine Rrzmannsche Mannigfaltig- 
keit von (z,2%— 9)" im Sinne von 3.1 (12). 

(13) Die Flachen o;,, o;.., (0< #< 8) schneiden sich in genau einem Punkte, 
nimlich in dem Punkte u, = v4, = 0, einfach (Schnittzahl 1). Die Flichen o;, 
o, (i < k) schneiden sich nicht, wenn sie nicht aufeinander folgen, d. h. wenn 
k-—i+1. 

(14) Die Flache o, reprisentiert eine (ganzzahlige) Homologieklasse 6, von 
R(n, q). 

Es ist 6, © 6, = — by. (0 bedeutet Schnittzahl.) 

Beweis: Die analytische Fliche u,=0 bezeichnen wir mit o, und v, = 0 
mit o,,,. 2, laBt sich als regulire Funktion in R(n, q) auffassen, die o, als A,- 
fache Nullstellenfliche hat und keine weiteren Nullstellen hat (0 < k < s + 1.) 
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Die Schnittzahl der Homologieklasse G, mit dem Nullstellengebilde 
Ag Gg + Ay Oy ++ + Ay Oo, + Aggy O41 Von 2, ist 0.1) 

Es folgt aus (13): Ay_, + Ag (Gy © Ge) + Aggy = O. 

Aus (3) folgt dann die Behauptung. 

A,,, ist nicht uniformisierbar. Ware A,,, nimlich uniformisierbar, dann 
miBte nach H. Horr [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] o,U---Uo, ein Sphiren- 
baum sein, der einem mehrfachen o-ProzeB entspricht. Das ist unméglich, 
da alle Selbstschnittzahlen der a; < — 1 sind"*). 


(15) Aus dem Euklidischen Algorithmus folgt fiir n/q die Darstellung als 
Kettenbruch : 


bs 
(Vgl. zu diesem Abschnitt [9], 8. 303. Ich wei8 nicht, ob der hier besprochene 
tuklidische Algorithmus in der algebraischen Geometrie bekannt ist.) 

(16) Voraussetzungen: R ist eine Rremannsche Mannigfaltigkeit der Funktion 
z, ze— a) (= kompakte Modifikation von B(n, q) in Ay, q)- Die Modifikations- 
Abbildung von R auf B(n, q) wird mit ¢ bezeichnet. U, U sind Umgebungen 
von A, , in B(n, q) und wist ein analytischer Homéomorphismus von U auf U. 
(w(An,,) = Ang). y bezeichnet wie in (10) die Modifikations-Abbildung von 
R(n, q) auf B(n, q). 

Behauptung: Der analytische Homéomorphismus y~! y t von 


1 0—£1(A,,,) auf y-? U — y"1(A,,,) 


laBt sich zu einer analytischen Abbildung wy von t1U auf y-1 U erweitern. 
t-! U entsteht aus y 1 U durch Einsetzen von Sphirenbiumen y~!(P;) in 
(endlich vielen) Punkten P; von y~!(A,,,) = o,U...\/6,. [Beachte 1.3. (13).] 
Es gilt also: Jede kompakte Modifikation von B(n,q) in Ay, kann aus R,, , 
durch Einsetzen von Sphirenbéiumen erhalten werden. 

Beweis: z,, Z,,w sind regulire Funktionen in y~! U. z,, z,., w lassen sich 
daher als regulire Funktionen in t-? Pas 1( Ay, q) auffassen, die auf t 1(A, «) 
noch stetig sind und dort den Wert 0 haben. t 1(A, ,) ist Vereinigungsmenge 
von analytischen Flachen. 

Aus dem bekannten Satz iiber aufhebbare Singularitaten™) folgt: z,, z,, w 
sind in t-!U regular. — Die Koordinaten u,, v, von R (n, q) (vgl. (8)] kénnen 
als in ganz R(n,q) definierte meromorphe Funktionen aufgefaBt werden"*) ; 
dort wo u, , v, Koordinaten sind, sind die Funktionen u, , v, regular. 

u, , v4; (0 < k <= 8) kénnen also auch als meromorphe Funktionen int20 
aufgefaBt werden. Die Funktionen u,,v, haben in t-10 endlich viele Unbe- 
stimmtheitsstellen, die alle auf t 1(A,,,) liegen. In die endlich vielen Unbc- 

12) Vgl. 1.4. (1). 

18) Jeder nicht triviale [1.3. (13)] Spharenbaum enthalt Spharen mit der Selbstschnitt - 
zahl — 1. Vgl. 1.4. (2). 


‘*) Das ergibt sich aus (10) wegen (6) u, 41k Me es =) 
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stimmtheitsstellen Q; aller Funktionen u;, v;, (0 < k < 8) setzen wir Sphiren- 
biume t>!(Q;) so ein, daB in der entstehenden Mannigfaltigkeit t>? t-1U alle 
u,., Vv, keine Unbestimmtheitsstellen haben. Es ergibt sich dann leicht: Fir 
jeden Punkt P von t>! t-1U sind far wenigstens ein k die Funktionen u, , % 
regular. Ordnet man P jetzt denjenigen Punkt von y~! U zu, der im k-ten 
Koordinatensystem die Koordinaten u,(P), v,(P) hat, dann erhalt man eine 
analytische Abbildung y, von ft; 1¢-10 auf y~1U, die t-} fU — Jy (Ano) 
eineindeutig auf y-'U — y~1(A,,,) abbildet und dort mit y7;?! yp tt, iiberein- 
stimmt. Nach H. Hopr [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] geht t-? t-? U aus yiU 
durch Einsetzen von Sphairenbiumen y>*(A;) in endlich vielen Punkten A; 
ven y~1(A,,,) aus y~!U hervor. t-10 entsteht also aus y-1U, indem man 
in endlich vielen Punkten A; von y~*(A,,,) Sphirenbiume w7;*(Aj) einsetzt 
und indem man dann die Spharenbiume t>1(Q;) aus y;! y~!U herausnimmt: 


t#-10 = prt yU. 


1 1 
Die analytischen Flachen o,,...,¢, von y~!U haben Selbstschnittzahlen 
1. FaBt man o,,...,¢, als Flichen in wy! y~!U auf, dann wird ihre 


Selbstschnittzahl noch kleiner'5). Die ,,zuletzt eingesetzten‘‘ Spharen eines 
Sphiarenbaumes (das sind solche, die durch einen inversen einfachen o-ProzeB 
wieder herausgenommen werden kénnen) lassen sich dadurch charakterisieren, 
daB ihre Selbstschnittzahl — 1 ist. Eine ,,zuletzt eingesetzte‘ Sphire eines 
Baumes ¢t-1(Q;) ist daher stets eine ,,zuletzt eingesetzte“ Sphare eines 
Baumes y;'(A,), da sie mit keiner der Flacheno,,...,0, zusammenfallen 
kann. Nimmt man nun die ,,zuletzt eingesetzten“‘ Sphiren der Baume t;!(Q;) 
aus t-1 ¢-10 yy! U heraus, dann erhalt man eine Mannigfaltigkeit 


; 
t1¢-1 U y;'y 'U, die aus 10 und aus y-1U durch Einsetzen von 
Baiumen t>1(Q;) bzw. w;*(A;) in Punkten Q; bzw. A; von t 1(A,,) bzw. 
y~1(A,,,) entsteht. Aus dieser Mannigfaltigkeit nimmt man die ,,zuletzt ein- 
gesetzten“‘ Sphiren der Baume t;>!(Q;) heraus und erhalt durch wiederholte 
Anwendung dieses Verfahrens schlieBlich 


(17) Voraussetzungen: U ist eine Umgebung von A,,, in B(n,q) und U’ 
eine Umgebung von Ay, in B(n’,q'). y, y’ bezeichnen die Modifikations- 
Abbildungen von R(n, q) auf B(n,q) und von R(n’,q') auf B(n’,q’) [vgl.(10)]. 
y ist ein analytischer Homéomorphismus von U auf U’; 


y (A nq) . A n’,q’* 


Behauptung: 1) Der analytische Homéomorphismus y’~! y y von y~'U 
y 1(Ay,q) auf y’-! U’ — y’-1 (Ay) léBt sich zu einem analytischen Homéo- 
morphismus y von y~! U auf y’~! U’ erweitern. 
2) n= n’ und (q = q’ oder qq’ = 1 (mod n)). 
5) Vgl. 1.4. 
9* 
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Beweis: y~*(A,,,) ist nach (8)—(14) Vereinigungsmenge von Sphiren 
ee 
¥ *(Agq) = %U.-.-UG,. 
Entsprechend y’ (Aw) = G1U...Uay. 
Die Sphiiren o; , oj haben Selbstschnittzahlen 5; , bj, die alle < — 1 sind. Daraus 
folgt mit Hilfe von (16) sofort der 1. Teil der Behauptung"*). — Der analytische 


Homéomorphismus y bildet o,U...Ua, auf ajU...Uay ab. Es ist also s= 8’. 
Aus (13) bis (15) folgt weiter: 
b, = 6b}, b,=63,..., b,= 5; 
oder 
b= 5b;, b= 5,_,,..-., b, = bj. 
Im ersten Falle ist wegen (15) n = n’ und g = q’. 
Im zweiten Falle ist 
l te, 1 
n/q= 6,- es und n’/q'= 6b, phere 
b, b, 


Es folgt n = n’, aus (3) erhalt man q’= wu, und aus (4) fiir k = s : gqq’=1(mod n). 

(18) Es ist leicht zu sehen, daB A, , und A,» analytisch aquivalent sind, 
wenn gq’ = 1 (mod m). Aus (17) erhalt man also: 

A,,, und Ay ¢ sind in den folgenden Fallen und nur in diesen Fallen ana- 
lytisch aquivalent: 

1) n=n' und q=q7 2) n= n’ und gq’=1 (mod x). 

3.5. Wir kommen nun zur Konstruktion einer Rremannschen Mannig- 
faltigkeit [3.1. (12)] einer algebroiden Funktion f. 

(1) f sei eine algebroide Funktion in der komplexen Mannigfaltigkeit MV, 
die sich auf allen Wegen algebroid fortsetzen laBt. B(f) sei der Rrgemannsche 
Bereich von f. In die nicht-gewéhnlichen Punkte P; der Verzweigungsflaiche 
W von f in M werden Sphirenbiume ¢-'(P;) so eingesetzt, daB in t-! M die 
Flache t* W nur noch gewéhnliche Punkte und Doppelpunkte hat. (Anwen- 
dung von 2.9. auf die regulaire Cousinverteilung W.) t-!M werde ,,minimal‘ 
gewiahlt, das soll heiBen: Jede Mannigfaltigkeit t’-' M (Einsetzen von Sphiren- 
baumen ¢’-"(P;)), in der ¢’* W nur gewohnliche Punkte und Doppelpunkte hat, 
geht aus ¢-1 M durch Einsetzen von Sphirenbaéumen hervor. Man erhilt die 
minimale Mannigfaltigkeit 1M, wenn man _ ,,unnétiges“ Einsetzen von 
Spharen vermeidet und also so vorgeht : 

Man setzt in die nicht-gewéhnlichen Punkte von W, die keine Doppel- 
punkte sind, die Sphire ein (einfacher o-ProzeB) und erhilt eine Mannig- 
faltigkeit t>.M. In die nicht-gewéhnlichen Punkte von t?W, die keine Doppel- 
punkte sind, setzt man die Sphire ein und erhalt eine Mannigfaltigkeit t>1t-?M 
usw. Nach endlich vielen (k) Schritten hat t?...¢7W in tj?...t>'M nur 
noch gewéhnliche Punkte und Doppelpunkte. 

t-? M = t,'...t>! M ist die minimale Mannigfaltigkeit. 

(2) f laBt sich als algebroide Funktion ¢* / in t-! M auffassen (vgl. ‘ 

Der Rremannsche Bereich von ¢* f ist t-'!_M tiberlagert und werde suit i” 
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bezeichnet. Jeder nicht-uniformisierbare Punkt A; von t* B(f) ist vom Typus 
3.3. (1) und einem algebroiden Funktionselement An, 4; analytisch aquiva- 
lent!*). In jeden solchen nicht-uniformisierbaren Punkt A; ¢ ¢* B(f) wird nach 
3.4. (11), (12) eine Vereinigungsmenge o* U.. UG, von Sphiren eingesetzt. 
Das Einsetzen von o U...Uo! ist so zu beschreiben: Es gibt eine Umgebung 
V; von A; in ¢t* B(f), eine Umgebung U; von An,¢, in B(n;, q;) und einen ana- 
lytischen Homéomorphismus x; von V; auf U; mit x;(A;) = An,, q;° Die Um- 
gebungen V; der Punkte A; kénnen so gewahlt werden, daB sie paarweise 
punktfremd sind. y; bezeichne die Modifikations-Abbildung von R (n;, q;) auf 
B(n;, q;) [vgl. 3.3 (10)]. 

yi; ist ein analytischer Homéomorphismus von V; — A; auf 
yiU—(oiv.. -UG}). 

Wir betrachten nun die komplexe Mannigfaltigkeit ¢* B(/) — {A;} und die 
Mannigfaltigkeiten y;1U; (fiir alle i; diese Mannigfaltigkeiten sind als punkt- 
fremd anzusehen!) und identifizieren durch yj! x; aufeinander abgebildete 
Punkte von ¢* B(f) — {A;} und y;1 U;. Man erhalt eine komplexe Mannig- 
faltigkeit M (f), deren komplexe Struktur durch t* B(f) und damit auch durch 
die algebroide Funktion f eindeutig bestimmt ist (und nicht von der Wahl der Uj, 
V; und der analytischen Homéomorphismen x; abhingt). Beweis mit Hilfe 
von 3.4. (17). 

(3) 7 laBt sich als meromorphe Funktion f in M (f) auffassen. In die Un- 
bestimmtheitsstellen von f werden nach 2.8 Spharenbaume eingesetzt. Man 
erhilt eine komplexe Mannigfaltigkeit M(f), in der f sich als meromorphe 
und bestimmte Funktion f auffassen laBt. Die Konstruktion von M (f) ist 


wieder eindeutig festgelegt, wenn man genau nach 2.8. vorgeht und keine ,,un- 
nétigen Sphiren“ einsetzt. 


(4) Durch genaue Verfolgung der angegebenen Konstruktion erkennt man: 


1. Die komplexe Mannigfaltigkeit M(f) ist etme Riemannsche Mannig- 
faltigkeit von f [vgl. 3.1. (12)]. M(f) entsteht also aus dem Rremannschen Be- 
reich B(f), indem man in jeden Ausnahmepunkt Q eine Vereinigungsmenge S, 
von endlich vielen kompakten irreduziblen analytischen Flichen einsetzt. 

2. Jede (irreduzible) analytische Fliche von Sg liegt singularititenfrei (d. h. 
hat nur gewohnliche Punkte) in M(f). Zwei analytische Flichen von Sq schneiden 
sich nicht oder haben genau einen Punkt gemeinsam, in dem sie sich einfach 
schneiden. Ein Punkt von Sg liegt héchstens auf zwei analytischen Flachen 
von Sq. Man kann Sq einen Streckenkomplex zuordnen: Jeder Fliche von Sg 
entspricht ein Eckpunkt. Zwei Eckpunkte begrenzen eine Kante des Strecken- 
komplexes genau dann, wenn die zugeordneten Flachen sich schneiden. Dieser Sq 
zugeordnete Streckenkom plex ist zusammenhdngend und zyklenfrei, also ein Baum. 

Wir sagen daher: M (f) entsteht aus B(f) durch Einsetzen von Béiumen ana- 
lytischer Flichen in die Ausnahmepunkte Q. 


18) Vgl. 3.3. (4). 
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3.6. Wir haben in 3.1. (13) bereits darauf hingewiesen, daB ein RreMann- 
scher Bereich einer algebroiden Funktion ein Rremannsches Gebiet im Sinne 
von BEHNKE u. STEIN [1] ist. Wir wollen hier unter einem abstrakten Ruik- 
maNNschen Bereich (von zwei komplexen Dimensionen) ein Rremannsches 
Gebiet verstehen, das folgende zusitzliche Eigenschaft hat: Jeder Punkt des 
RiemMannschen Gebietes besitzt eine Umgebung, die analytisch homéomorph 
ist einer solchen verzweigten Uberlagerung einer ,,Hyperkugel“ (z,|? + |z,? <e, 
die durch ein algebroides Funktionselement im Nullpunkt erzeugt wird. 

Es ist mir nicht bekannt, ob jede ,,analytische Uberlagerung“, [1] S. 6, 
der Hyperkugel durch ein algebroides Funktionselement erzeugt werden kann. 
Ich wei daher auch nicht, ob die beiden Begriffe ,,abstrakter Rrzmannscher 
Bereich* und ,,RreMAaNNsches Gebiet*‘ zusammenfallen oder nicht. 

Das Einsetzen von Baiumen analytischer Flichen in die nicht-uniformisier- 
baren Punkte eines Rremannschen Bereiches ist ein lokaler ProzeB, den wir 
auf jeden nicht-uniformisierbaren Punkt eines abstrakten Rremannschen Be- 
reiches anwenden kénnen. (Der Konstruktionsschritt (3) von 3.5. fallt fort.) 

Wir erhalten dadurch den 


Satz: Zu jedem abstrakten RieMAaNNschen Bereich B gibt es eine komplexe 
Mannigfaltigkeit, die aus B durch kompakte Modifikation in den nicht-uni- 
formisierbaren Punkten von B hervorgeht. 


Die Frage, ob der letzte Satz auch fiir beliebige Rremannsche Gebiete gilt, 
habe ich nicht untersucht. 
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Zur Theorie der Operative und Assoziative. 
Von 
Fritz KiEem-BarMeEN in Wuppertal. 


Einleitung. 

Das Operativ ist der primitivste verkniipfungstheoretische Operations- 
bereich der abstrakten Algebra, aus dem dadurch, daB geeignete Axiome hin- 
zugenommen werden, alle iibrigen Operationsbereiche hervorgehen. Das Asso- 
ziativ'), durch ein einziges Zusatzaxiom erzeugt, ist als Ausgangspunkt einer 
Entwicklung, die einerseits zur Gruppe und zum Korper, andererseits zum 
Halbverband, Verband und Pseudoverband?) fiihrt, zu einer wichtigen Be- 
griffsbildung der Mathesis universalis geworden. 

In § 1 der vorliegenden Arbeit wird das bisher sehr vernachliassigte Operativ 
in dem fiir das folgende erforderlichen Umfang behandelt. In §2 und §3 
baue ich das Teilstiick der Assoziativtheorie aus, dessen Zentrum der Begriff 
der potenzgebundenen Elemente ist. In § 4 wird das Problem der Konstruk- 
tion von eng gebundenen Assoziativen in Angriff genommen und eine Teil- 
lésung angegeben. 

§ 1. Das Operativ. 

1. Grundgegebenheit sei eine Menge M, die endlich oder unendlich sein 
kann. Kleine lateinische Buchstaben — auBer k, m und n — sollen Elemente 
von M, kleine griechische Buchstaben stets natiirliche Zahlen bedeuten. Die 
Elemente von M seien wohl unterscheidbar in dem Sinn, daB fiir alle x, y ent- 
weder x = y oder x + y stattfindet. 

M heiBt ein Operativ*) in bezug auf eine durch © symbolisierte binare und 
einwertige Verkniipfung, wenn das folgende Axiom in Kraft ist: 

I. Zu jedem geordneten Paar (2, y) gibt es ein z derart, daB xo y = z ist. 

DaB I erfillt ist, wird auch durch die Wendung wiedergegeben: Die Ele- 
mente von M sind der Verkniipfung o fiahig. Statt 2oy wird, wenn kein 
MiBverstindnis zu befiirchten ist, einfach xy geschrieben. Fiir je drei Ele- 
mente eines Operativs gilt entweder zy = z oder ry + z. 

Hinsichtlich der Miachtigkeit unterscheidet man endliche und wnendliche 
Operative. Unter der Ordnung eines endlichen Operativs versteht man die 
Anzahl der Elemente, aus denen das Operativ besteht. 








1) Die synonym mit Assoziativ gebrauchten, aus einer einseitigen Betrachtungsweise 
herriihrenden Bezeichnungen Halbgruppe, semigroup und demi-groupe sollte man ver- 
meiden. 

*) Evxis [2] und Kern [N. 1]. 

*) Operativ ist dasselbe wie groupoid. Aus dem in FuBnote ') dargelegten Grund 
ziehe ich die erste Bezeichnung vor. Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, darauf hinzuweisen, 
daB man in Deutschland unter einem Gruppoid auch einen Operationsbereich versteht, 
fiir den das Axiom I nur fiir gewisse, im allgemeinen nicht fiir alle Paare (x, y) in Geltung 
ist; vgl. Maenvs, S. 5. 
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2. Es sei M ein Operativ in bezug auf o. Jede Teilmenge von M, die 
ebenfalls ein Operativ in bezug auf o ist, heiBt ein Teiloperativ von M. Zu 
den Teiloperativen von M rechnet auch M. Der mengentheoretische Durch- 
schnitt zweier Teiloperative von M ist entweder leer oder ebenfalls ein Teil- 
operativ von M. Sind M’, M”,... endlich oder unendlich viele Teilmengen 
von M, so ist der Durchschnitt der Teiloperative von M, die M’, M”’,... zu- 
gleich umfassen, nicht leer. Es gibt also ein engstes, die genannten Mengen 
umfassendes Teiloperativ von M. Dasselbe werde mit E(M’, M’’,...) be- 
zeichnet. Gilt insbesondere 


Z=E (a,,...,@,), 
so sagt man: Z ist das von den Elementen a,, . . ., a,, erzeugte Teiloperativ von 
1 n 


M. Gilt 
Z=E(M',a,,..., an), 


wobei M’ ein Teiloperativ von M ist, so sagt man: Z entsteht dadurch, daB 
dem Operativ M’ die Elemente a,, ..., a, adjungiert werden. Fiir das End- 
ergebnis ist es gleichgiiltig, ob die Elemente zugleich oder nacheinander ad- 
jungiert werden. 

Satz 1. Ist M eine endliche oder unendliche Menge von Operativen in bezug 
auf © derart, daB je zwei Operative aus M Teiloperative eines ebenfalls zu M 
gehérenden Operativs sind, so ist auch die Vereinigungsmenge aller Operative 
aus M ein Operativ in bezug auf o. 

Auf diesem Satz beruht in letzter Instanz ein Satz von Srernirz aus der 
K6rpertheorie. Da der Srerirzsche Beweis sich leicht so abandern 1aBt, 
daB er fiir unseren Satz paBt, geniigt es, darauf zu verweisen‘). 

3. Ein Element e aus M heiBt ein linkes bzw. rechtes Hauptelement erster Art 
(Hi- bzw. H)-Element), wenn fiir jedes x 


ex=2z bzw. ze=2 


ist; e heiBt ein linkes bzw. rechtes Hauptelement zweiter Art (j'- bzw. $;'-Ele- 
ment), wenn fiir jedes x 

ex=e bzw. re=e 
ist. 

Man beweist sofort: 

Satz 2. Wenn M mindestens ein 9j-Element und mindestens ein ;-Element 
hat, so hat M genau ein $)-Element und genau ein $;-Element und diese beiden 
Elemente sind identisch. Entsprechendes gilt fiir ;'- und $7, -Elemente*). 

Ein Element, das sowohl §j- als auch §;-Element ist, wird als $’-Element 
bezeichnet; entsprechend wird das §’’-Element definiert*). Wegen Satz 2 
hat M héchstens ein §’- und héchstens ein §’’-Element. 

Ein Element z heiBt idempotent, wenn xx = x ist. Zwei Elemente z, y 
heiBen vertauschbar, wenn xy = yx ist. Drei nicht notwendigerweise ver- 

*) Srerirtz, 8. 12. 

5) Vgl. [H. 4], S. 479. 


*) Statt §’- bzw. H”-Element werden auch die Bezeichnungen Einheits- bzw. Null- 
element verwendet. 
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schiedene Elemente 2, y, z heiBen assoziativ verkniipfbar — in dieser Reihen- 
folgze — wenn (xy) z= x (yz) ist. M heiBt ein kommutatives Operativ, wenn 
je zwei Elemente vertauschbar sind. M heiBt ein assoziatives Operativ, wenn 
je drei Elemente in beliebiger Reihenfolge assoziativ verkniipfbar sind. Ein 
assoziatives Operativ wird Assoziativ genannt. Ein kommutatives Assoziativ, 
dessen Elemente simtlich idempotent sind, heiBt Halbverband’). Die Menge 
der Teiloperative eines Operativs M ist ein Halbverband mit M als $’’-Element 


in bezug auf die durch X — Y = E(X, Y) definierte Verkniipfung —. 


§ 2. Potenzgebundene Elemente. 
Es sei M ein Assoziativ in bezug auf o. Setzt man 
v=2, z*ti=z02", 
so gilt fiir die so definierten Potenzen 
x™ xP = oP gt = tt 8 (x7)6 = (xF)* = x28, 
Ist x mit y vertauschbar, so auch jede Potenz von x mit jeder Potenz von y; 
dabei ist 
zt of = ¥* z*§ = (xy)*. 
Fiir jedes x bilden die Potenzen von xz ein kommutatives Teilassoziativ von M. 
Ist a mit x und mit y vertauschbar, so auch mit zy. Fiir jedes a bilden die 
mit a vertauschbaren Elemente von M ein Teilassoziativ von M. 


Erklirung. Ein Element x heiBt potenzgebunden, wenn es zwei Zahlen 
a, 8 gibt derart, daB 


(1) a* = xf (« + f) 
stattfindet. 
Ist a < B und 6 = 8 — a, so laBt sich (1) ersetzen durch 
(2) z* = git, 
Wegen (1) gilt fiir jedes x 
(3) zite = ght 
und wegen (2) fir jedes »y die von D. Rezs angegebene Relation®) 
(4) Se ax ett, 
Ist x gemaB (2) potenzgebunden, so laBt sich 6 bei festem « so wihlen, 
daB « + 6 die kleinste auf « folgende ganze Zahl ist derart, daB (2) stattfindet. 


Wir wollen (a, 6) in diesem Fall ein ausgezeichnetes Exponentenpaar fiir x 
nennen. 


Satz 3. Ist (a, 6) ein ausgezeichnetes Exponentenpaar fiir x, so ist 

(5) so” dp 2" 

fiir alle der Ungleichung « < v'< v'’< a+ 6 geniigenden Zahlen v' und v"’. 
Beweis. Wire (5) falsch, so wiirde nach (3) 


gtt+o— yr’? + a at +6 


*) Naheres iiber Halbverbande in [H. 1}. 
’) Nach einer Bemerkung bei DuBreIL-Jacotty, S. 1174. 
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folgen, was wegen d 
ax<at+déd—v’+W<at+d h 
nicht sein kann. 
Satz 4. Mit (a, d) ist auch (a + 1, 6) ein ausgezeichnetes Exponentenpaar 
fiir x. 
Beweis. Nach Satz 3 ist « + 1 + 6 die kleinste auf « + 1 folgende Zahl 
derart, daB 
a*  . 
ist. 


Erklirung. Potenzcharakteristik (x) eines potenzgebundenen Ele- 


ments x heiBt das ausgezeichnete Exponentenpaar (a, 6) fiir z, bei dem « ‘ 
den kleinsten Wert hat. 
Satz 5. Ist B (x) = (a, 4), so sind die Potenzen x,..., x**+*~-* alle ver- 


schieden. 
Beweis. Es sei a+ 6>2. Ware die Behauptung falsch, so gibe es zwei 
Zahlen v’ und v”’ mit 
ls vW'< ws a+d6-—1 


derart, daB x” = x””’ ist. Das kann aber nicht sein, denn die letzte Gleichung 
kollidiert fiir »’< « mit der Minimaleigenschaft von « und fiir v’> « mit der 
Minimaleigenschaft von 6. 

Ohne Schwierigkeit vervollstandigt man Satz 5 zu dem folgenden Kri 
terium: x ist dann und nur dann potenzgebunden mit $ (x) = («, 6), wenn die 


é6 é ist : 


Potenzen z,..., 4 r*+°—! alle verschieden sind und x* = 2** 
Satz 6. Sind x und y potenzgebunden und vertauschbar, so ist auch xy 
potenzgebunden. Ist dabei 
R(x) = (a, d), B(y) = (a’, 6’), B(xy) (%. Oo) ; 


so ist 


(6) % < max (a, a’), do/k, 


unter k = k(6, 6’) das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 6 und 6’ verstanden. 
Beweis. Es sei « < «’. Alsdann ist 


(zy) a gt tO? gates Ce ft 2 > Fe 
Fiir 
k , k 
° oO . &’ 


geht daraus 
(x y)* = (ay)*** 

hervor, womit (6) bewiesen ist. 

Unmittelbar folgt: 

Satz 7. Ist x potenzgebunden, so auch jede Potenz von x. Ist dabei 

B(x) = (a, 6), Pl(x*) = (ay, do), 

80 ist a < a und d,/0. 

Das aus den Potenzen eines Elements x bestehende Teilassoziativ von M 
ist endlich oder unendlich, je nachdem x potenzgebunden ist oder nicht st 
im Fall der Potenzgebundenheit (2) = (a, 6), so ist das Teilassoziatiy \on 
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der Ordnung «+ 6—1. Die zugehérige Kompositionstafel laBt sich sofort 
herstellen. Beispiel: Diagr. 1 fiir $(2) = (3, 2). 


z z z z Zz 
2 a 
v z Zz z 
3 4 3 4 3 
Zz Zz z z Zz 
4 Se a 
z ses s 
Diagr. 1. 


Ein Assoziativ heiBt potenzgebunden, wenn alle Elemente potenzgebunden 
sind. 

§ 3. Tief gebundene und eng gebundene Elemente. 

1. Unter den potenzgebundenen Elementen eines Assoziativs sind die- 
jenigen besonders wichtig, fiir die « = 1 oder 6 = 1 ist. 

Erklairung. Ein Element zx heiBt tief gebunden mit der Periode w (x) = 0. 
wenn %(2) = (1, 6) ist, d.h. wenn 6 die kleinste positive ganze Zahl ist derart, 
da8B x = z' T° ist. 

Das Kriterium in § 2 liefert hierfiir: z ist dann und nur dann tief gebunden 
mit w(x) = 6, wenn die Potenzen z,..., x alle verschieden sind und x 
ist. 


gi+e 


Satz 8. Sind x und y tief gebunden wnd vertauschbar, so ist auch xy tief 
gebunden. 


Beweis: Satz 6. 
Satz 9. Ist x tief gebunden, so auch jede Potenz von x. 
Beweis: Satz 7. 
Ein Assoziativ heiBt tief gebunden, wenn alle Elemente tief gebunden sind. 
Satz 10. Ist M ein tief gebundenes Assoziativ in bezug auf © und gilt 
(7) MONS) == yy 
fiir alle x und y, so ist M eine Gruppe in bezug auf 
Beweis. Das durch e = x” *) definierte Element ist wegen 
ez= zea Pt+e*%) =z 
das §'-Element von M. Zu jedem =z gibt es ein x’ derart, daB 
vz’ = 2'2= e 
ist; denn fiir 2 = e ist x’ = e, und fiir x + e, also w(x) > 1, ist 
2 = ge), 
Der letzte Satz laBt sich in gewisser Weise umkehren: 
Satz 1l. Ist M eine potenzgebundene Gruppe in bezug auf ©, so ist M sogar 
tief gebunden und es gilt (7) fiir alle x und y. 
Beweis. Es sei $(x) = (a, 6). Aus z* = x**° folgt, unter e die Gruppen- 
einheit verstanden, der Reihe nach 
eae, r= 2't+?, §=@(z) 


und damit (7) fiir alle x und y. 











Fritz KvLetn-BARMEN: 


2. Ahnlich wird der Fall 6 = 1 behandelt: 
Erklarung. Ein Element z heiBt eng gebunden mit der Potenzhdhe | 
xy (x) = a, wenn (x) = (a, 1) ist, d.h. wenn « die kleinste positive ganze 
Zahl ist derart, daB 2* = x**? ist. 
Das in § 2 angegebene Kriterium besagt in diesem Fall: x ist dann und nur 
dann eng gebunden mit y(z) = a, wenn die Potenzen z, . . .,2* alle verschieden 
sind und 2*¥= 2**! ist). 
Satz 12. Fiir « = 2 ist dann und nur dann x (x) = a, wenn 
a*—14 x7, 2 gztl 
ist. 
Beweis: Klar. 
Satz 13. Sind x und y eng gebunden und vertauschbar, so ist auch xy eng 
gebunden. Dabei ist 


lA 


zy (zy) < max (xz (zx), x(y))- 


Beweis: Satz 6. 
Satz 14. Ist x eng gebunden, so auch jede Potenz von x. Ist dabei 


u(x) =a, 4(x*) = a, 
80 ist a die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als - ist. 

Beweis. DaB x’ eng gebunden ist, folgt aus Satz 7. Was den zweiten 
Teil der Behauptung anbetrifft, so unterscheiden wir zwischen 2 > a und 4 < «. 
Im ersten Fall ist z*= z?*, also, wenn y = x gesetzt wird, y = y* und a,=1. 
Im zweiten Fall ist « > 2. Nach dem obigen Kriterium sind die Potenzen 
(8) 2, #,...,8°-* 
voneinander und von 2* verschieden, wahrend die Potenzen 
(9) z* g@ti ... 
alle gleich sind. Infolgedessen kommt y**, d. h. x**? in (9), dagegen y**~?, d. h. 


a'%—1)4 in (8) vor, was besagt, daB 


a ASa, (a —lhA<a, 


also 
(10) 7S%< A+! 
ist, womit alles bewiesen ist. 
Da mit (10) auch 
a < a c a 
ao ~ ae—l 


gilt und umgekehrt, gibt es mindestens ein J, wenn a, ein Teiler von «& ist. 
Insbesondere gibt es mindestens ein A fiir «= 1. 
Ein Assoziativ heiBt eng gebunden, wenn alle Elemente eng gebunden sind. 
3. Ist M ein eng gebundenes Assoziativ, so existiert eine endliche oder un- 
endliche Menge von natiirlichen Zahlen n, , n., ... von der folgenden Beschaffen- 


*) Das spezielle Kriterium ist bekannt; vgl. Dusrem-Jacotriy, 8.1174. Ubrigens 
macht dasselbe den in [N. 1] mitgeteilten Satz 4 iiberfliissig. 
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heit: Zu jedem z gibt es genau ein n,, umgekehrt zu jedem n, mindestens ein.z, 
beidemal derart, daB y (x) = n, ist. Die nach wachsenden Gliedern geordnete 
Folge (n,, 2, ...) mége die Héhenzahlenfolge von M genannt werden. Stets 
ist nm, = 1. 

Die Menge der z, fiir die 7(x) <n ist, werde mit T'(n) bezeichnet. 7'(n) 
ist, wie auch » gewahlt wird, nicht leer. Mit 7'(n’)c T'(n’’) ist n’< n”; umge- 
kehrt kann man aus der letzten Relation nur auf 7'(n’) ¢ 7'(n’’) schlieBen?®). 

Ist M iiberdies kommutativ, so ist jedes T'(n) nach Satz 13 ein Teilasso- 
ziativ von M, wobei insbesondere 7'(1) ein Halbverband in bezug auf o ist. 
Infolgedessen ist die durch die Héhenzahlenfolge mitbestimmte Folge 7'(n,) , 
T(n,), ... ein Assoziativturm. 

Ein endliches, kommutatives und eng gebundenes Assoziativ besitzt ein 
§’-Element. Dasselbe kann, wenn 2,,..., Z, die Elemente des Assoziativs 
sind und y(zx,) = a, ist, auf die Form 2%... aim gebracht werden"), 


§ 4. Konstruktion eines speziellen eng gebundenen Assoziativs. 

1. Zunichst ein Hilfssatz. Es sei M ein kommutatives Operativ in bezug 
auf o. Es sei, unter a ein festes Element aus M verstanden, M’ eine a ent- 
haltende Teilmenge von M. Die beiden folgenden Zusatzaxiome seien in Kraft: 

(x) Fir alle x, y gehért zy zu M’. 

(8) Gehért z zu M’ und ist y beliebig, so ist zy = a. 

Satz 15. Das Operativ M ist ein Assoziativ in bezug auf 0. Dasselbe ist 
eng gebunden mit x (x) < 3 fiir alle x. Es ist T (1) = {a}; a ist das "’-Element 
von M. 

Beweis. Fiir alle z, y, z ist 


(xy) z= a, x(yz) = a. 
Fiir jedes z ist 
=a, 2= 4. 


Fiir jedes von a verschiedene z ist y (x) > 2; wegen () ist az = a fiir alle z. 

M hat im allgemeinen, d.h. wenn mindestens zwei Elemente vorhanden 
sind, kein §’-Element. Sowohl fiir M’= {a} als auch fir M’= M reduziert 
sich das obige Axiomensystem auf ein einziges Axiom: 

(y) Fiir alle x, y ist ry = a. 

2. Es werde nun dargelegt, wie eine beliebig vorgegebene Menge M zu 
einem dem Satz 15 geniigenden Assoziativ hergerichtet werden kann. Wir lésen 
die Aufgabe dadurch, da8 wir eine Kompositionstafel herstellen, wobei wir 
uns auf den Fall beschrinken, daB M endlich ist. Das Verfahren werde an 
einem Beispiel durchgefithrt, das so gewahlt ist, daB alles Wesentliche daraus 
zu ersehen ist. 

Es sei 

M = {a, b, c, d, e, f, g}. 

1°) Durch AC B bzw. AC B werde ausgedriickt, daB A eine echte bzw. echte oder un- 
echte Teilmenge von B ist. 

1) Vgl. (N. 1], S. 311. 
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M’ sei von {a} und von M verschieden; es sei etwa M'= {a, b,c}. Wir besetzen 
die Rander eines CayLEyschen Quadrats von m?, hier von 49 Feldern in der 

‘ iiblichen Weise. Durch die schwicher ausgezo- 
_i genen Linien wird die Leerform in vier Teile 
abcidefg zerlegt (vgl. Diagr. 2). Die Felder des linken 
oberen Quadrats sowie die Felder der beiden 














; Rechtecke werden mit dem Buchstaben a aus- 
‘ gefiillt, wahrend die Felder des rechten unteren 

Quadrats — symmetrisch zur Hauptdiagonalen, 
d sonst aber ganz beliebig — mit Buchstaben 
e aus M’ belegt werden. Dabei wird nicht ver- 
/ langt, daB alle Buchstaben von M’ verwendet 
gy werden; auch k6énnen mehrere Felder mit 














demselben Buchstaben besetzt werden. Zwei 
passende Ausfiillungen bringen die Diagr.3 und 4. 
Man erkennt ohne weiteres, daB die so priparierte Menge M ein Assoziativ 
im Sinne von Satz 15 ist. 


Diagr. 2. 


























abe|ldefg abetdefg 
a a a a a a a a a a a a a aaa 
bla aalaaaa blaaataaaa 
claaaltaaaa claaajaaaa 
dijijaaajbobobob diaaajtjtabobe 
ela aatb bob b ele@eetlbecee 
fia aajtbobobob flaaajbeoba 
giaaajsbbob b giaaajtjecaec 

Diagr. 3. Diagr. 4. 
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Konstruktion Jacobischer und mehrfachperiodischer 
Funktionen zu gegebenen Nullstellenflachen. 


Von 


W. Srout in Tiibingen. 


Im Raum §?? der komplexen Vektoren u = (u,,..., u,) sei eine abge- 
schlossene Nullstellenfliche der Vielfachheit »(u) gegeben'). Wenn der Vek- 
tor a = (a,,...,@,) von Null verschieden ist und wenn die Nullstellenfliche ® 
keine nichtleere Nullstellenflache M, enthalt, der mit jedem Punkt uy¢ 2, auch 
cin Kreis [u= ug+ ua mit |u| < ry] angehért, so heiBe die Nullstellenfliche N 
beziiglich des Vektors a nichtzylindrisch. Ist die Nullstellenfliche M beziiglich 
jedes Vektors nichtzylindrisch, so heiBe sie kurz nichtzylindrisch. Die Null- 
stellenfliche R mit der Vielfachheit v(u) habe die Periode p = (@,,..., @p), 
wenn 9% bei der Parallelverschiebung u’= u + p in sich itibergeht und » (u + p) 

vy (u) ist. Eine im Raum i?? meromorphe Funktion f (u) hat die Periode p, 
wenn fiir alle Vektoren u ¢ ?? die Beziehung f (u +p) = f(u) besteht. Sind 
die 2p Perioden p,=(@,,,..., @p,») der in R?? meromorphen Funktion f(u) 
(bzw. der Nullstellenfliche 2) iiber dem Korper der reellen Zahlen linear un- 
abhingig, so heiBt f(bzw. MN) 2p-fach periodisch, und zwar echt 2p-fach 
periodisch, wenn f bei beliebiger Wahl des Koordinatensystems von keiner 
Verinderlichen u, unabhingig ist. Unter einer Jacobischen Funktion zu den 
Perioden p,, ..., Pep» versteht man eine ganze Funktion h, die den Funktional- 
gleichungen 


» 
2at le, . : Duy (u, . ; ny) 
(1) h(u+p,) =A(uje w=l 
fir v=1,...,2p und alle u geniigt?). Sie heiBe eine echte Jacobische 


Funktion, wenn h (u) nicht identisch verschwindet, aber doch eine Nullstelle 
besitzt. Nach S. Lerscuetz [6] Kap. VI gilt dann der Satz: 

Hat die nichtzylindrische Nullstellenfliche N die Perioden },,..., Po» und 
sind diese tiber dem Kérper der reellen Zahlen linear unabhingig, so gibt es wenigstens 
eine echte Jacopische Funktion h zu den Perioden ),,..., Pop und eine mero- 
mor phe, nichtkonstante, 2 p-fach periodische Funktion { mit den Perioden p,,..., Pop; 
so dap die Nullstellen von f sowie die von h gerade die Nullstellenfliche N und nur 
sie erfiillen. 

1) Hier wird dieselbe Ausdrucksweise wie in meinen Arbeiten ,,Mehrfache Integrale 
auf komplexen Mannigfaltigkeiten“ Math. Z. 57, 8. 116—154 (zitiert als I) und ,,Ganze 
Funktionen endlicher Ordnung mit gegebenen Nullstellenflachen“, Math. Z. 57, S.211—237 
(zitiert als II) gewahlt. Eine in §R?? abgeschlossene Nullstellenflache ist dasselbe wie die 
Menge der Nullstellen einer Cousinschen Verteilung (IJ. Art.) auf *?. Wahlt man die 


Verteilung geeignet, so ist die Vielfachheit ihrer Nullstelle u gerade y (u). 
*) Vgl. Fropentvus [3]. 
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Als Anwendungsbeispiel zu den in II gewonnenen Satzen soll in der vor- 
liegenden Arbeit ein neuartiger und einfacher Beweis dieses Satzes gegeben 
werden. Weder die Theorie der Thetafunktionen noch die speziell topologische 
Betrachtungsweise von §8.LEFscHETZ werden gebraucht werden. Dariiber hinaus 
wird sich zeigen, daB die Knesersche Integralformel*) (13) fiir jede Jacobische 
oder 2 p-fach periodische Funktion gilt. Die Sitze von II ergeben umgekehrt, 
daB durch die Knesersche Integralformel*) eine echte Jacobische Funktion (33) 
definiert wird. Durch den bekannten Ansatz einer zweiten logarithmischen 
Ableitung erhilt man daraus 2p-fach periodische, meromorphe Funktionen, 
die das Doppelte einer 2p-fach periodischen Nullstellenfliche zu Polstellen 
haben. Die Integraldarstellung (46), die sich hierfiir ergibt, kann als eine sach- 
gemaBe Ubertragung der Partialbruchzerlegung fiir die WeierstraBsche 6- 
Funktion im Gebiete mehrerer Verinderlicher gelten. 


§ 1. Jacobische Funktionen. 
Die Bezeichnungen der Arbeiten I und II werden wieder benutzt. Die 
wichtigsten seien hier noch einmal kurz erklart. Mittels einer positiv definiten 
Pp 
Hermiteschen Form > g,,u,%, wird das skalare Produkt zweier Vektoren und 
ur=1 


der Betrag eines Vektors durch *) 


P 
(2) (ujw)= DS” gue%,%,, jul =y (uju) 

“4% 1 
erklart. Mit dem Vektor du =(@u,,...,@u,) werden die alternierenden 
Differentiale*) 

1 1 
Av, (u) = 5 (Ou | au) » B ven= 5 (8 m4)", 
(3) _ 

t (uju)(@u!'eu)—(@uju)(u du) 1 

0 w,(u) 9 (ul uy? » 8Wo,= jy (2 2)" 
eingefiihrt. Es werde*) 
. n?—1 4 - ae x? 

(4) Wep-2 “pont? Vap-s(?) hi 1, Vep(r) = = r2P 


sowie %,,,-= NO [ro < |4| S v7] abgekiirzt. Die Nullstellenfliche MN mit der Viel- 
fachheit y (tv) hat die Anzahlfunktion®) 


(5) n (r) = 2 f v(t) OWep-2 + ¥ (0) = > : J v(t) .Avep-2, 
Wap-s Ro, Vep-2(r) Ri, 
6) N¢r)= fat. 
%, 
Von den Integralen 
az vy (1) - 2 2° Nib 
(7) Jf n OWep-2; f a1 @, f a4 at 
Ny, co w ‘ t ‘ é 


*) Vgl. H. Kneser [5]. Zum Fall zweier Verianderlichen siehe auch H. > 
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konvergieren fiir « > 0 alle drei oder keines. Divergiert fiir 4 = 0 das erste, 
so heiBt « Divergenzexponent, sonst Konvergenzexponent. Die untere Grenze 
aller Konvergenzexponenten ist der Grenzexponent. Setzt man a = — = , 80 

2 
hat die meromorphe Funktion g die Schmiegungsfunktion*) 


x 1 F = g|* V a, * + | a/* 
(8) m(r, a) = Vap-al?) dt log waa 7 O Ugp-1- 
Ist N (r, a) die Anzahlfunktion der a-Stellenfliche von g, so gilt nach H. Knz- 
SER*) der erste Hauptsatz 


(9) T (r) = N(r, a) + m(r, a) — m(ry, a). 


Die Charakteristik T(r) = T(r,g) ist von a unabhingig. Die meromorphen 
Funktionen g und g~! haben dieselbe Charakteristik. Die Charakteristik eines 
Quotienten laBt sich durch 


(10) r(r, r) < T(r, f)+ Trg) +e=T(r, f) + T(r.9) +e 


mit einer von r unabhangigen Konstanten c abschitzen. 
Ordnung, Klasse und Typ einer monotonen, nicht abnehmenden Funktion 
werden wie iiblich*) definiert. Eine meromorphe Funktion g habe dieselbe 
Ordnung, Klasse und Typ wie ihre Charakteristik. Ist g sogar eine ganze 
Funktion, so hat 
(11) log M (r) = log Max |g(u) 
julsr 

dieselbe Ordnung, Klasse und Typ wie g. 
Sf 2’ 

v 


y=] 


Der WeierstraBsche Primfaktor EH (x, q) = (1 — 2) exp ) dient zur 


Definition von 

. l e~" 
ae (2) = Gm ae 
Die Nullstellenfliche 9 (0) mit der Vielfachheit v(tv,0) und die Polstellenfliche 
MN (coc) mit der Vielfachheit v(tv,oc) der meromorphen Funktion g mégen 
nicht in die Kugel [|| < r,] eindringen. Ist die ganze Zahl g + 1 > 1 Kon- 
vergenzexponent von 9%(0) und Y(co) und strebt 7'(r)-r-¢-1+0 fiir r+co, 
so gilt nach H. Kneser*) in der Kugel [|u| < 79] die Integraldarstellung 


{x?-1 log E(x, q)}. 


(10 | 1) 


1 ) (u | 1) 
* Wep-2 J r(00, ets 1) 11) Bey 2: 


N (oo) 


1 | , 
log g (u) = Q(u) + y— [ »(w, 0) e( ke 14) 8 Ors 
(13) 2p-2 Rio) 


wobei Q(u) ein Polynom héchstens q-ten Grades ist. 
Mit q = 2 gilt diese Darstellung fiir jede Jacobische Funktion. Denn es 
zelten die Satze: 


*) R. Nevantinna, Eindeutige analytische Funktionen, Kap. VII, §1, 8. 208—211 
Mathematische Annalen. 126. 3 
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Satz 1. Ist die Nullstellenfliche N mit der Vielfachheit v(w)2p-fach perio- 
disch, so hat N die Zahl 2 als Divergenzexponenten und panache asa Die 
Anzahlfunktionen N (r) und n(r) haben die Ordnung 2, gehéren in die Divergenz- 
klasse und sind vom Mitteltyp. 

Beweis. Der Raum werde in die kongruenten Periodenparallelotope 
} ma p= (U x" (t,+ my) p, mit O<t< 1), mit m,,...,mg,=0,4+1,... 


— 


ual 

zerlegt. Es sei F,...,= F. Die Vereinigung der Parallelotope mit einer Ecke 

im Nullpunkt, d. h. die Vereinigung aes . oe ee mg, habe 
m,=0,—1 mM, » 0,—1 

die abgeschlossene Hiille F*. Der Radius der gréBten in F* enthaltenen, abge- 

schlossenen Kugel um den Nullpunkt sei 6. Zu jedem Radius r > 6 wird die 

ganze Zahl k=>1 durch 6k <r< (k+1)6 eindeutig bestimmt. Dann gilt 


n(r) ies [ 
' v(tw) Ovep_. 
re V5, alr) WO) Otap-s 
2p--2 x 
~"or 
k+1 
r-*p ’ p 
(14) sy p> J v(10) A vep-¢ 
Givin Moy k—-1 ® Fn,, +19 My y 
] (2k + 3)?P 
: » (to v. Ss c, = const. 
as (Sk)? J v(10) Ovgp-2 1 ons 
NAF 


Der Radius der kleinsten, F* umfassenden, abgeschlossenen Kugel um den 
Nullpunkt sei 7. Zu jedem r > 7» sei die ganze Zahl k > 1 durch nk<rs 
n(k + 1) eindeutig bestimmt. Dann gilt 


n(r) r~? P 
x ; v{to) 0 vo,» 
r Vep-2(r) | . sp-3 
Nor 
r-2p FE 1 » 
(15) lie v J v(10) 0 Vep~¢ 
HW SP? : m =. re m Fy, m 
oe we = 
l (2k)*p 


/ v (1D) Ovep-2=Cg>O0 (cy=const.). 


W ep-s a N°? os» 


Daher hat n(r), also auch N(r), die Ordnung 2, den Mitteltyp und gehért zur 
Divergenzklasse, w. z. b. w. 

Satz 2. Eine Jacobische Funktion hat hichstens die Ordnung 2. Eine echte 
Jacobische Funktion hat die Ordnung 2, den Mitteltyp und gehért zur Divergenz- 
klasse. 


Beweis. Eine Jacobische Funktion Andert sich in der Gestalt 


(16) h(u + p,) = h(u) e”™, 


wobei L,,(u) eine lineare Funktion ist. Setzt man = = 0 fiir m = 0, so besteht 
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fiir beliebige ganze Zahlen m, die Beziehung 


2p 
h(u+ 3’ m, py) 
1 


4 
9 ‘ 1 
2p ™ m 1 1 m m u 
; ~ . L juti«+ - ~ * rer +. mM,?P, 
p=1 |™, - 0 # 2 2\m m # y= | 


Die Bedeutungen von F, Fy. . 


(17) 


‘map? 6, n, k und k seien dieselben wie im Beweis 
von Satz 1. Zu jedem Vektor y in der Kugel ['y; <r] gibt es eindeutig be- 
py 
stimmte ganze Zahlen m,, so daB y=u-+ >’ m, p, mit ucF gilt. Die Fy ..ca 
1 es | 


mit |u,|<k+1 wtiberdecken die Kugel |[|y|< (k 4 1) 6}, also auch die. 


° r r ~ . r - ‘ 
kleinere Kugel {|y|< 7] ganz. Es ist |m,|<k+l1< 5+ 1. Die linearen 
t 
Funktionen L, werden durch 
(18) L,A(u)| S ¢y + ¢,\u (cy, ¢, konstant) 
abgeschatzt. Mit geeigneten Konstanten c,, c,, c, gilt daher 
‘ =~ 
2p mu l u—l 
5) ™u y © (u 4 (x , my Me ws 
y c+ - {- m,) 
Ge cue - . 2 2 \my My Put SS my», 
(19) < 2(k + 1) ¢9+ 2 p(k + 1)\ule, 
se (e+ 1) (E+ 2) - oe 
T z Pu! P 9 Cy * c,(k Tr 1)? > = |P, 
u=1 é p=le=] 


< car? + gr + Cy. 
Setzt man Max |h(u)|= M(r), so folgt aus (17) und (19) sofort: 
ulsr 


(20) log |h(y)| < log M(n) + ¢, + ¢37 + cy 7? fiir |y| <r. 


Daher hat die Funktion h héchstens die Ordnung 2. Eine echte Jacobische 
Funktion hat eine 2p-fach periodische Nullstellenflache. Nach Satz 1 und dem 
ersten Hauptsatz hat dann h mindestens, also genau die Ordnung 2; nach (20), 
Satz 1 und dem ersten Hauptsatz hat h den Mitteltyp und liegt in der Diver- 
genzklasse, w. z. b. w. 

Nach Satz 1 und Satz 2 gestattet jede Jacobische Funktion h, die in der 
Kugel {|u|} < 79] nicht verschwindet, fiir |u| < r, die Integraldarstellung 


log h(u) = log h (0) 


Ps A@log A(r) % -£ 3 log A(x) | 
9 + 2% 95 +5 2 o5,0e, | 
(21) w=l Hu = uv=1 pre ‘28 
I F (ujm) 4 


N (0) 
Ist eine 2,p-fach periodische Nullstellenfliche % mit der Vielfachheit v(t) 
gegeben, so kann man umgekehrt fragen, ob durch das Integral (21), also durch 


on 
oy ay emf, | nme (Si2) 8) 2am 


3* 











36 W. Sroit: 


eine Jacobische Funktion gegeben wird. Die Nullstellenflache 2 meide die 
Kugel [|u| = 7,]. Dann hat das Integral in Gl. (22) fiir alle |u| < r, einen Sinn 
und gibt nach (22) fiir |u| < r, eine analytische Funktion h, die sich zu einer 
ganzen Funktion fortsetzen laBt, welche auf N und nur auf R verschwindet, 
und zwar mit der Vielfachheit v(m). Diese Funktion A hat die Ordnung 2 
und gehért zur Divergenzklasse (siehe dazu II, Satz 5). Dies gilt, wenn p + 0 
ein beliebiger Vektor ist, wie aus II § 2 folgt, auch von der Funktion h(u + p). 
Ist insbesondere p eine Periode von %, so stellt der Quotient “te 
ganze Funktion ohne Nullstellen dar. Mit einer geeigneten Funktion Q gilt also 


eine 


Qiu) A(u+p) 
9 - 
(23) 7 A(u) 


Da die Funktionen h (u + p) und h (u) die Ordnung 2 haben, ist Q ein Polynom 
héchstens 2-ten Grades. Kann man beweisen, da® fiir jede Periode das zu- 
gehérige PolynomQ héchstens den Grad | hat, so ist h eine Jacobische Funktion. 
Dieser Beweis ist sehr einfach, wenn die Nullstellenfliche N bei der Spiegelung 
rt 
am Nullpunkt in sich ibergeht. Nach (22) ist dann h, also auch y,, = i a 
u v 
eine gerade Funktion. Ist ; b,, der Koeffizient von u, u, in Q, so folgt aus (23) 
die Identitat 
Du» -_ Lur(u sa p) a Yur(U). 
Fiir u = - : p erhalt man 


l l 
= = Ane(U + P)— Yur(u) tow( 3 r) — tu» (— ; r) 0, w.z.b.w. 


Gestattet jedoch N keine solche Spiegelung, so ist der Beweis etwas schwie- 
riger. Er kann beispielsweise nicht aus (22) abgelesen werden, da diese Inte- 
graldarstellung nur in einer Umgebung des Nullpunktes gilt. 

Hilfssatz 1. Die ganzen Funktionen f, und f, mégen dieselben Nullstellen 
mit der gleichen Vieljachheit v (10) haben. Es sei f, (0) = f, (0) = 1 vorausgesetzt. 
Fiir eine nichtnegative Funktion s (r) mégen die Abschitzungen 


(24) log |f,(u)| < s(r), log |f,(u)| < s(r) fir |ulsr 
bestehen. Dann gilt 
(25) log am: <= 96 s(il r) + 45 fiir |u| sr. 


Beweis. Zunichst werde der Fall einer Verinderlichen erledigt. Es 


werde g(u) Il (1 — = und h, (uw) = f, (uw) g(u)-! sowie h,(u) = f,(u)g(u) 
zisr 

gesetzt. Durch die Festsetzung log h, (0) = 0 wird log A,(u) im Kreis [|u| < r| 

eindeutig erklairt. In ihm gilt 


1 1 1 
(26) f log |h,(r u)' dr= f log \f,(t u)| dt— f log |g(ru)| dr. 
é 0 6 
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Mit x ~ >1 und wu) =r erhilt man die Abschitzung 
1 
f log |g(ru)\ dr > v(z) f log 1— =* dt 
0 ziar 0 
1 
=> J v(z) f log\l1—ra2\dr 
zisr 0 


ae ie v(z) + {(2—1) (log x—1 —1)—1]}. 


zisr 


Nach den Regeln der Differentialrechnung bestimmt man das Minimum der 
Funktion (2 — 1) - (log (2 — 1) — 1) fir x > 1 zu—1. Also gilt 
1 
(27) { log|g(tu)\dt=> 3» v(z) - {— 2} >—2n(r). 
0 zisr z 


Aus (24), (26) und (27) folgt fiir |u| < r die Beziehung 


u 1 
(28) Re [1 f log h,(y) dy\ f log |h,(r u)| dt < s(r) + 2n(r). 


|* 6 j 0 


Fir u < @r<r gilt dann nach CARATHEODORY') 
LF log ly) dy| <2 fo(r) +2 
+ | og h(y) dy) S| —>% {8 (r) + 2 n(r)}. 


Fir u, < #r<r gilt also 


l 1 2é@r 
Sy +2 
log h,(u)| < id br 1-8 {s(r) + 2n(r)}, 
(29) 


log h,(u)| < a = 5 {s(r) + 2n(r)}. 


In einem Kreis [|u < 79] mit ry > 0 verschwindet die Funktion f, nicht. Fiir 
dieses r, gilt nach (6) und dem ersten Hauptsatz 


er 
(30) n(r)s f nf dt< N(er)< T(er) + m(rg, 0). 
Fiir a = co gibt der erste Hauptsatz 


(31) T (r) = m(r, 0) — m(rz, ~) — f log V 1+ |f(re'%) ? dp—m(rg,%) 
31) XG 


< s(r) + log 2— m(ry, 0). 
Fir u| < #*r gilt also 
(32) log h,(u)| < a — {s(r) + 2s(er) + 2log2—2 m/(ry,~) + 2 m(ry,0)}. 
LaBt man r,+0 streben, so streben m(r,,0o) + log V 1 4 7(0) ’ : log 2 und 
m(r4,0) + log V 1+ \f(0)|-? = ; log 2, wie man sofort aus (8) abliest. Ersetzt 


°) Vgl. Lanpav, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funk- 
tionentheorie, 8. 89, Berlin 1916,1. Auflage. 
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, : l , 
man au®erdem in (32) noch r durch 4r und wahlt @ =~ , so wird 


log h,(u) S48s(1lr)+ = fir w<sr. 
Da eine entsprechende Abschatzung fiir h, gilt, folgt insgesamt: 
log | — log hy (u)| — log |ha(u)|! << 96 # (11 r) + 45. 
f.(u) 
Der Fall mehrerer Verinderlichen wird mittels f,(u) = f,(ua) mit a 1 auf 


den Fall einer Veranderlichen zuriickgefiihrt. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Nun kann man den folgenden Satz beweisen: 

Satz 3. Die Perioden ),,..., Pg, der abgeschlossenen Nullstellenfliiche N 
mit der Vielfachheit v (10) seien iiber dem Korper der reellen Zahlen linear unab- 
hiingig. Die Nullstellenfliche N meide die Kugel |\u| < rq) fiir ein ry > 0. Dann 
gibt es eine Jacobische Funktion h, fiir die in der Kugel [u' < rq] die Integral- 
darstellung 

% 
gilt. Es verschwindet h auf N und nur auf N, und zwar mit der Vielfachheit v(vw). 
Zusatz 1. Hat ®% die Periode » +0, so transformiert sich h in der Form 


(34) A(u +p) = h(u) e&™ 


mit einer linearen Funktion L(u)®). 

Zusatz2. Geht bei der Transformation u'’=au die Nullstellenfliche N 
mit ihrer Vielfachheit in sich iiber, so gilt h(a u) = h(u). 

Beweis. Nach dem oben Gesagten [GI. (22) bis (23)] braucht nur noch die 
Periodeneigenschaft, also (34), bewiesen zu werden; denn die Aussage des 
Zusatzes 2 liest man sofort an (33) ab. Mit c,,c,,c,,... werden positive Kon- 
stanten bezeichnet. Da nach II, Satz 5 die Funktion A die Ordnung 2 hat, 
gilt fiir u: <7 und jede ganze Zahl m > 0 die Ungleichung 


(35) log h(u) Sey ri 4 C, < 6 ey r? + ¢, + |log |h(mp) 
Fiir alle u <7 und |mp <r gilt mit denselben von m unabhiangigen Kon- 
stanten 
5 ‘ 

log h(u+ mp) Se(2r)?+¢,<6er'+¢, 

oder 
. h(u+ . 3 

(36) log a < 6ce,r° + c, + \log |h(mp) 


h(mp) 
Hilfssatz | liefert wegen h (0) = 1 die eaten 


h(u+ mp) 


an og h(u) < 96(6c, (11 r)? ¥ +) + 97 log |h(mp) + 45 
< a + ¢,+ 97 \log |h(m p) 


*) Das Transformationsgesetz (34) gilt also nicht nur fiir die Perioden des von p,,..., Dep 
erzeugten Periodenmoduls, sondern iiberhaupt fiir jede Periode der Nullstellenfliche X. 
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Dabei sind c, und c, von m unabhingige Konstanten. Da die Funktionen 
h(u +) und hk (u) die Ordnung 2 und dieselben Nullstellen haben, gilt (23) 
mit einem Polynom Q héchstens 2-ten Grades, woraus 


= Q(u+-up) 


(38) h(u + mp) = h(u) e”~” 
folgt mit 
(39) Q(u) = D+ L,(u) + £,(u). 
Es ist LZ, konstant, L,(u) homogen und linear, |Z,(u) <c. u , und 
P 
(40) E(u) = 2) pe %p %- 
“,? l 


Se - man h(u + mp) -_ h(m ) aus (38) in (37) ein und spaltet die Summen 


m m 


2 Qu + up) baw. my Q(m>) nach (39) auf, so erhalt man 
= p 


7 


m—1 - m 


1 
Re S' Lolu+ up) Ser? +eo,+97| DS Re(L,+ uw Lp) + pn? L(p)) 
u=0 u=0 


— Re 4 L, — Re * 4 L,(u + up) 
(41) = 


5 


" : — 
<¢,r* + ¢,+ 98 m|L,| + 98 


IL i(P) 


197 m (m - yee —1) 


L,(p) +me,u. 


Wegen |u, sr undms : erhilt man aus (41) und (40) mit zwei neuen, 


von m unabhangigen Konstanten c, und c, und mit p = (@,,..., wy) die Un- 
gleichung 


5 
2 o7 
Cg +cgr* + 97 


m (m ne m —1) L,(p) = 
(42) > Re Im * Ky Uy Uy + = “- 1) e ; Huy (Uy WD, + Uy Wy) 
a see: 1) 2 tee, ort 
In (42) werde u = ™ 7 4 gesetzt. Dann geht (42) iiber in 
tear +7 SE—NBe-» nes 
sian > Re | oo Ly (§ + p) + a a, 2(b)}. 


Die Abschitzung (43) gilt nun fiir jeden Vektor 4, jede natiirliche Zahl m und 
jeden Radius r, zwischen denen.die Beziehungen 
m—1 
2 
bestehen. Zunachst wird nun der Vektor 4 beliebig gewahlt. Dann werden 


a sr, O<mi\pisr 
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dazu die Radien r = m (|| + |p|) fiir m = 1, 2,3, ... bestimmt. Es ist | ™ ‘ , 3 
-mi3i<r, O<m'\p|sr. Die GI. (43) gilt. Teilt man sie durch m?, so 
liefert der Grenziibergang m - co die Abschatzung 
97 ee i ae 
(44) 3 Lalp)| >Re 7 Ly (5 + p) + Re 5, Lely) 
fiir jeden beliebigen Vektor 3. Daher ist die ganze Funktion L, (3 + ), also 
L,(4) konstant, was nach (40) aber L,(4) = 0 bedeutet, w. z. b. w. 


§ 2. Mehrfach periodische Funktionen. 
Entsprechende Satze lassen sich nun fiir 2,:p-fach periodische Funktionen 
leicht beweisen. Ohne Schwierigkeiten ergibt sich der bekannte Satz’) 
Satz 4. Jede 2p-fach periodische Funktion f ist der Quotient zweier teiler- 
fremder Jacobischer Funktionen. 


‘ ‘ 0» , 
Beweis. Ist f= 0, so ist f = i diese Quotientendarstellung. Andernfalls 


besitzt f eine Nullstellenfliche M (0) mit der Vielfachheit y (w,0) und eine 
Polstellenfliche (co) mit der Vielfachheit yv (iv, co), die dieselben Perioden 
wie { haben. Der Punkt a werde auBerhalb der Vereinigung (0) UR(co) ge- 
wahlt. Es seien 


R, (0) = [u = w — a mit w EN (0) |v, NR, (co) = [u = w — a mit w ERN(co)]y 
die um den Vektor —a parallel verschobenen Nullstellenflichen %(0) bzw. 
RN (co). Nach Satz 3 bestimmt man durch (33) zu 9, (0) mit der Vielfachheit 


y(u+a,0) die Jacobische Funktion h, und zu §,(co) mit der Vielfachheit 
h,(u) 


v(u+a,co) die Jacobische Funktion h,. Der Quotient f(u + a) he(u) ist 
0 
eine Jacobische Funktion ohne Nullstellen. Daher gilt f(u + a) cay = 2) 


wobei Q ein Polynom héchstens 2-ten Grades ist. Setzt man h,(u) = h,(u) e2™, 


so ist f(u) = ee 


Nach diesem Beweis hat jede 2p-fach periodische Funktion /, die fiir 
u| <r, regular und von Null verschieden ist, in der Kugel [|u| <7,| die 
Integraldarstellung 


die gesuchte Quotientendarstellung, w. z. b. w. 


y,, @log f(r) 1 # log f(r) 
] ( 5 ! ‘ 
log f(u) 6 10) + 2 oz, a wae fata lene 
I / (u | 1) 2) 
+—, , 0)e |—— ,2)@ . 
i. m ate v(m, O)e (1 | 1) Dep—2 
l / (f Ww) 2) 
— - 1p, e (|-—_—. ,2]@ =e 
Wenn > digs , 00) (ro 1) Dep-2 


Satz 5. Jede nichtkonstante 2p-fach periodische Funktion hat die Ord- 
nung 2, ist vom Mitteltyp und liegt in der Divergenzklasse. 


") Der Satz wurde fir p = 2 von P. Appett [1], fiir p> 2 von H. Porncaré [7] 
bewiesen. Neuere Darstellungen des Beweises geben z. B. C. L. Srecrn [8] und F. Con- 
FORTO [2]. 
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Beweis. Nach dem Beweis von Satz 4 und Gl. (10) ist Ord { = Ord 
h, h~'< Max (Ord hg, Ord h,) = 2. Nach Satz 1 gilt fiir die Anzahlfunktion 
N (r, 0) von %(0) umgekehrt 2 = Ord N (r, 0 < Ord T(r) = Ord f. Es ist Ord 
f = 2. Ebenso schlieBt man bei Klasse und Typ, w. z. b. w. 

Ist eine 2p-fach periodische Nuilstellenfliche % gegeben, so kann man 
umgekehrt fragen, ob es eine 2p-fach periodische Funktion f gibt, deren Pol- 
stellenfliche gerade % ist. Die Antwort ist nach Satz 3 nicht mehr schwer 
und werde in Satz 6 gegeben, indem man in der iiblichen Weise die zweite 
logarithmische Ableitung bildet. 

Hilfssatz 2. Die im Gebiet G analytische Funktion g sei im Punkt uy¢ G 
irreduzibel. Es set g(ug)=0 vorausgesetzt. Die Nullstellenfliche N = [g(u) 

O|}AG von g sei nichtzylindrisch beziiglich des Vektors a. Dann sind im 


P 
Punkt u, die Funktionen g und »° a,g, teilerfremd. 


— 
v= 


P 
Beweis. Entgegen der Behauptung werde angenommen, da8 >’ a, g,, 


p 
durch g in up geteilt wird. Dann verschwindet )’ a, g, auf % in einer Um- 


oe 
v=1 


gebung U von uy. nN UV gibt es einen gewohnlichen Punkt u, von NR. Eine 
partielle Ableitung, etwa Guy? ist in u, von Null verschieden. In einer Umgebung 
U, von u, kann man die Gleichung g(u) = 0 durch u,= gp (u,, . . ., Up—,) nach 
u, auflésen. Dann gelten die Gleichungen 


g(U,,..-,Up_y, p) =O, 
2 Iu, (Ma ee ey Upy— > 7) a, = 0, 
Gu, (Ur, -+ +» Up—r» P) 
Pu, (Uy; ee «> Uy-}) — 


“Green 
Daraus folgt fiir jeden Punkt (u,,..., up) € U; AR mit up= y(uy,...,Up-1) 
die Gleichung 

p—1 

b Pu, (Uy + t,,...,Up-yt+ tay_3) 4, = ay 

v=1 
identisch in ¢, d. h. 

Pp (Uy + ta,,..-,Up-yt+ tay) = Upt+ta, 
oder 
g(u+ta)=0 


identisch in ¢ fiir alle Punkte u € 9% U,. Das ist ein Widerspruch zur Voraus- 
setzung, w.z.b.w. 

Satz 6. Die Vektoren a = (a,,...,@,) und b = (b,,..., by) seien von Null 
verschieden. Beziiglich der Vektoren a und b sei die 2p-fach periodische Null- 
stellenfliiche N mit der Vielfachheit v (vo) nichtzylindrisch. Die Kugel |\u| < 79] 
werde von der Nullstellenfliche R gemieden. Dann gibt es eine 2 p-fach periodische 
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Funktion f, die in der Kugel | u < r,| die Integraldarstellung®) 


"= | y (to) e” | 


) v) (6 
f(u) Ms = 2) (a w) (bw) a 
2 x ww) 


a 2P-2 


1D 


zulapt. Sie wird auf N und nur auf N unendlich, und zwar mit der Vielfach- 
heit 2 v,(1w). In jedem gewohnlichen Punkt von N ist v,(10)= 1. Genauer bestimmt 
sich y, (1) so: Zu woe N gibt es eine Umgebung U und eine in U regulire Funk- 
tion go, die in jedem Punkt von UX in einfache Primfaktoren zerfillt und 
deren Nullstellen in U gerade N\U = [gg(u) = O)yU geben. Dann ist v, (105) 
die Vielfachheit der Nullstelle to, von gp. 

Zusatz 1. Ist h durch (33) definiert, so ist f 4 a, b, oa oe ; 

Zusatz 2. Ist N beziiglich jedes Vektors nichtzylindrisch, so ist f eine echte 
2 p-fach periodische Funktion. 

Zusatz 3. Hat N die Periode p, so auch f. 

Zusatz 4. Geht N bei der Transformation u'= a u in sich iiber, so ist f (a u) 

a® f (u), wobei iibrigens |a 1 folgt. 

Beweis. Zu M wird nach Satz 3 die Jacobische Funktion h durch (33) 


bestimmt. Leitet man (33) ab, so erhalt man in [u' <7r,| die Integraldar- 


stellung 
D 
: : @ logh 
f(u s” a,b, 
P(u) me OUy 2 Uy 
(47) ‘ 
vf (uw) (a w)(b ww) 
| »(w) , 2) ——- 9 ddgy—s- 
Wsp-s ‘ (vw) 1D 


Die Funktion / ist auBerhalb M analytisch. Sie ist im ganzen Raum mero- 
morph. Hat % die Periode p, so gilt h(u + p) e“ h(u), wobei L eine lineare 
Funktion ist. Leitet man nach u, und u, ab, so folgt f(u + p) = f(u). Ebenso 
beweist man Zusatz 4. Im Punkt u,¢R habe A die Primfaktorzerlegung 


h=ug’.. _. Ist »(u, g,) die Vielfachheit der Nullstelle u von g,,, so ist v (ug) 
Z 8, (Ug, J.) und », (Up) y- v(Ug, J.) Mit g werde irgendeiner der 
Primfaktoren g,, mit s > 1 seine Vielfachheit s, bezeichnet. Mit einer zu g 
teilerfremden Funktion R gilt 
h=g' R, 
hu, =sg'' g,, R mod ¢, 
hu, wy, = 8(8— 1) g*~* Gu, Ju, R mod g*~?. 
Das gibt 


(48) t a ay b,(h hy, 


— 


v Pp 
—_ 28-2 P2 a 28-1 
4 ty hy, h,.) =— 8g R -, ay Ju, =, b, gJu,mod g ’ 
» 


uev=l “ 


p P 
Da g teilerfremd zu a 4u9u,° , Ju, in Ugist, wird in uy die regulaére Funktion 
rm v=1 

ad 


*) Es ist e” die zweite Ableitung: e’’(x, g) = axe ¢(%,9)- 
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2 


h?- f durch g**-*, aber nicht durch g**-! geteilt. Daher gibt es eine zu gy= 9, .. . 9x 
teilerfremde, in uy regulire Funktion 7’, fiir die in einer Umgebung von uy, gilt: 


a 
(49 

/ a 
Nach der Definition der Vielfachheit in I § 3c ist 2 »,(1w) die Vielfachheit der 
Polstelle. Hiangt bei einer geeigneten Wahl des Koordinatensystems die 
meromorphe Funktion f nicht von der Verinderlichen u, ab, so ist ihre Pol- 


stellenfliche beziiglich des Vektors (0,...,0, 1, 0,..., 0) zylindrisch. Ist also 
(#) 

® beziiglich jeder Ebene nichtzylindrisch, so ist f eine echte 2 p-fache periodi- 

sche Funktion, w. z. b. w. 
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Die Differentialgleichungen in der Theorie 
der Sircetschen Modulfunktionen. 


Von 
Hans Maass in Heidelberg. 


Einleitung. 

Es hat sich gezeigt, daB eine angemessene Kennzeichnung der automorphen 
Formen in der analytischen Zahlentheorie der indefiniten quadratischen 
Formen durch Differentialgleichungen erfolgen kann. Fiir die elliptischen 
Modulfunktionen ergaben sich bereits abschlieBende Resultate!). Der vor 
liegende Aufsatz soll die in Aussicht gestellte Verallgemeinerung dieser Unter- 
suchungen auf die Stegetschen Modulfunktionen vorbereiten. Ich beschranke 
mich hier auf die Ubertragung des formalen Teils, der sich auf das Rechnen 
mit den Differentialoperatoren griindet, und verwende demgemaB nur einen 
vorlaufigen Formenbegriff. Dieser ist bei einem funktionentheoretischen Aus- 
bau der Theorie durch eine besondere Vorschrift iiber das Verhalten der Formen 
in den ,,Spitzen‘‘ des Fundamentalbereichs der zugrunde liegenden Gruppe zu 
prazisieren. Es handelte sich zunachst einmal darum, die in’) eingefiihrten 
Differentialoperatoren K, und A, sinngeméB auf Formen n-ten Grades zu 
verallgemeinern. Das kann und muB auf zwei verschiedene Weisen geschehen 
entsprechend der Tatsache, daB die Operatoren zwei voneinander unab- 
hangigen Aufgaben dienen: Einerseits sind aus K, und 4, die Differential- 
gleichungen fiir die E1sensTE1N-Reihen abzuleiten, andererseits vermitteln K, 
und A, den Ubergang zwischen E1senstern-Reihen zu verschiedenen Ge- 
wichten. Es ist eine Besonderheit des Falles n = 1, daB hier K, und A, beides 
zugleich leisten. Da auBer einer bescheidenen Analogie keine besonderen An- 
haltspunkte vorlagen, so muBten die verallgemeinerten Operatoren zum Teil 
erraten, zum Teil errechnet werden. Uberraschend war dabei, wie glatt sich 
die Operatorenrechnungen in den Matrizenkalkiil einfiigen. 

Im folgenden seien X = (x,,) und Y = (y,,) n-reihige symmetrische Ma- 
trizen. Die Elemente z,, und w,,(u< v) der Matrizen Z= X +i Y und 
W = X —iY ké6nnen als unabhingige komplexe Variable angesehen werden. 
Im eigentlichen Operationsgebiet sind jedoch X, Y reell und Y>9O. Wir 
betrachten nun analog zum elliptischen Fall die Ersenstern-Reihen n-ten 
Grades 


(1) G(Z, W; «, B)= SY y(C, D) |CZ + D\-*|\C W + Dis, 
CD 
wobei C, D, etwa ein volles System nicht assoziierter teilerfremder symmetri- 
scher Matrizenpaare durchlaufen mége und 
CZ + D\—*=e—*e\CZ+D| |CW + D|—# = e—BlogicW+D 


1) Maass, H.: Die Differentialgleichungen in der Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen. Math. Ann. 125, 235—263 (1953). 
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sei. Da die Mannigfaltigkeit W= Z, Y > einen einfach zusammenhingenden 
Bereich darstellt, in welchem |CZ + D| und |CW4- D| nicht verschwinden, 
so lassen sich die vieldeutigen analytischen Funktionen log|C Z + D| und 


log |CW+ D\ in W=Z, Y> 0 eindeutig erkliren und zwar so, daB 
log|C Z + D\+ logi\CW+ D fir WZ 


reell wird. Eine derartige Auswahl der Funktionszweige denken wir uns im 
folgenden irgendwie realisiert. 

Es ist nicht zu erwarten, daB zur Kennzeichnung der Formen vom Typus (1) 
eine Differentialgleichung ausreicht; man wird hierzu vielmehr eines Systems 
von Differentialgleichungen bediirfen. Man erhalt ein solches in folgender 
Weise : Es bezeichne 4,,, das KRONECKER-Symbol und E£ die n-reihige Einheits- 
matrix. Mit e,,= }$(1+ 6,,) wird 


(2) Ds= (exe g,-)+ Dax (eer 55) (lsu, ¥<n) 
und 
(3) K,=ak+(Z—W)D,, Ags=—fPE+(Z—W)D, 
gesetzt. Sodann stellt 
(4) Qp-A 4. Kta(p—"t*)E 
F 2 


ein System von n* Differentialoperatoren zweiter Ordnung dar, welche die 
EIsENSTEIN-Reihen (1) simtlich annullieren. Wird die Transposition einer 
Matrix in der iiblichen Weise durch einen hochgestellten Strich angezeigt, 
so gilt 


(5) Q,,=(Z— W)((Z — W) D,)’D, + «(Z — W) D,— B(Z—W) D,. 


Die Umrechnung des Operators Y-' Q_, auf die Elemente von X, Y fihrt 
zugleich zu einer Zerlegung der Matrix in einen symmetrischen und einen 
schiefsymme:rischen Bestandteil. DemgemaB ist das Differentialgleichungs- 
system 


(6) Q.,/=0 
mit dem System 
7) «CF Da)’ De + (¥ Dy)’ D,+ 4(8 — @) Det (a + B)D,}/=0, 


{(¥ D,)’D,— (Y D,)’ D,} f 0 


aiquivalent. Die Operatoren D, und D, sind hier analog zu D, zu bilden. Es 
zeigt sich noch, daB Q,, und 


7 +1 
(8) S.,=K nar Apt B(a— 75 jz 


dieselben Funktionen annullieren. Invarianzuntersuchungen ergeben zudem 
den LapLace-BeLTramischen Differentialoperator fiir die symplektische Me- 
trik in der Gestalt 


(9) A= — Sp(Z— W)((Z —W) D,)’D,. 
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Es sei {a, 8} die Schar der in W = Z, Y>0 regulir-analytischen Funktionen 
{(Z,W), die durch Q,, annulliert werden. Fiir symplektische Substitutionen 


(4 = und {(Z, W)C {a, 8} wird 


o 
(10) 1(Z,W)\o CZ+D\-*\CW+D-*f(¢Z,o W) 
mit 


(ll) o@Z=(AZ+ B)(CZ+D)y', cW=(AW+ B)(CWH+ DD)" 
gesetzt. Die vorgenommenen Bildungen sind durch die Tatsache der In. 
varianz von {«, 8} gegeniiber symplektischen Substitutionen: 
(12) {a, B} |o = {a, B} 
hinreichend gerechtfertigt. 

ts sei G eine Gruppe von symplektischen Substitutionen und v(¢) ein 
fiir o C Gerklirtes Zahlensystem mit gewissen multiplikativen Eigenschaften. 
Unter der Formenschar {G; «, 8, v} ist die Gesamtheit der Funktionen /(Z, W) 
zu verstehen, die den Bedingungen 


l. {(Z,W) Cc {a, B} 


2. {(Z,W)\o = v (co) f(Z, W) fir oC G 
geniigen. Die Transformationsformel 
(13) {G; a, B, v} |o = {o-1Go; a, B, v} 


fiir eine beliebige symplektische Substitution o ist unmittelbar zu priifen. 
Dabei ist v’ nach bestimmter Vorschrift aus v und o abzuleiten. 

Die Frage nach den funktionalen Beziehungen der Formenschar {G; «, £, v} 
zu den Scharen {G; «+1, 6 $1, v} kann anscheinend nur mit Hilfe von 
Differentialoperatoren n-ter Ordnung befriedigend beantwortet werden. Eine 
Behandlung dieses Problems ist durch die Formel 


(14) D,! |Z! a(a+$)---(2+"5") |Z" 


angeregt worden, die M. KOcHEr in seinen noch nicht publizierten funktionen- 
theoretischen Untersuchungen iiber nicht-analytische Modulformen n-ten 
Grades angegeben hat. Herr K6cuer war so freundlich, mir hiervon Kenntnis 
zu geben. Der entscheidende Schritt bestand nun in der Verallgemeinerung 
von (14) auf beliebige Unterdeterminanten von |D,| an Stelle von |D,|. Die 
weiteren Bildungen waren dann einfach zu iibersehen und fiihrten schlieBlich 


zu folgender Konstruktion. Fiir beliebige Teilsysteme 1 <i, <---<i,on 
und 1l<k,<-:-<k, <n sei 
. i; »th\ - 4 rs r] 
(15) Napeae rd | “ty ky une heated | - “i,k, O2,,k, 
Wird 
16 a 7 ms. v het Seger < 
( ) 8), ( ) 1s ic igen \Ei> e+ Bh Sw ilas +++, Mais 


ISki<+--<kysn 
fir h=—1,2,...,2” und 


17) 8)(Z — W, D,) = 1 
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sowie 
(18) & (a) 1, &,(a) a(x — 5)(a— 5). «(a - h 


gesetzt, so erhalt man in 
n 


(19) M,= ¥° £9) , (Z—W, D,) 


a 8) 2 
h—=o &\%) 


cinen Operator n-ter Ordnung, der auf die E1isenstTern-Reihen die gewiinschte 
Wirkung hat: 


(20) M, G(Z, W; «, B) = e,(a) G(Z,W;a+ 1, B—1). 
Mit dem durch 

(21) X f(Z, W) = f (—W,-—Z) 

erklarten Operator X bilden wir noch 

(22) Nz =X Mz X. 

Als unmittelbare Folge von (20) ist dann 

(23) N; G@(Z,W; a, B) = en(8) G(Z,W; a — 1, B+ 1) 
zu notieren. Damit ergibt sich auch 

(24) (Ng_, M,— €n(a) &n(8 — 1)) G(Z,W; «, 8) = 90, 

(25) (M,_, Ng— €n(B) en(a — 1)) G(Z,W; a, B) = 0. 


Die Vermutung liegt nahe, daB die in (20), (23), (24), (25) fiir die Schar der 
EISENSTEIN-Reihen ausgesprochenen Eigenschaften auch den allgemeinen 
Formenscharen {G; a, 8, v} zukommen. Doch konnte ich dies bisher nur fiir 
n = 2 beweisen, wenn man vom Fall n = 1 absieht, der in ') erledigt wurde. 
Es bleibt zu hoffen, daB man den Beweis bei etwas besserer Beherrschung des 
Operatorenkalkiils auch fiir die Formen héheren Grades wird erbringen kénnen. 
Fiir n = 2 gilt also 


(26) (Ng_1 M,— €n(a) €n(B — 1)) {G; a, B, v} = 0, 

(27) (M,_, Ng— €n(B) enla — 1)) {G; a, B, vy} = 0, 

(28) M,{G; a, 8B, vx} C{G; a+ 1, B—1, ve}, 

(29) N,{G; a, B, vx} C{G;a—1, B+ 1, »}. 

In den beiden letzten Relationen ist das Zeichen Cc durch zu ersetzen, 


wenn &,(a) &,(8 — 1) +0 baw. e,(f) e,(a — 1) +90 ist. Die durch M, bzw. Ng 
vermittelte Abbildung von {G; «, 8, v} ist dann umkehrbar eindeutig. 

Das Problem der Fourter-Entwicklung periodischer Formen bereitet er- 
hebliche Schwierigkeiten. Es geniigt natiirlich, die in {a, 8} gelegenen Funk- 
tionen vom Typus 

a(Y, 7) ei SpTx 
zu ermitteln, wobei 7’ eine beliebige n-reihige symmetrische reelle Matrix 
bezeichnet. Die lineare Schar {«, 8; 7} der in Frage kommenden Funktionen 
a(Y,T) ist durch ein System von Differentialgleichungen bestimmt, das sich 
aus (7) unmittelbar ergibt. Dieses System ist fiir den Fall n = 2 vollstindig 
gelést worden. Die Endlichkeit des Ranges der linearen Schar {a, 8; 7} fiir 
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T +0 ist wohl das wesentlichste Ergebnis der umfangreichen Rechnungen. 
Im einzelnen konnte im Fall n = 2 folgendes festgestellt werden: Es sei 
" = (z?+ 2\)y-! xry-'\ 

zy y~ 


u=SpYT, v=(SpYT)-—4|YT'. 


(30) 


Dann gilt 
1. fir 7 =O: 


(31) a(¥,0) = o(z, y) |¥|#°-*-" + | ¥/8-*7-" +e, 
wobei y(z, y) eine beliebige fiir y > 0 regulire Lésung der Wellengleichung 
(32) y"(Prz T Pyy) —(a+ p Ll) (a + B — 2) yp 0 


darstellt und c,, c, willkiirliche Konstanten bezeichnen. Die Fille « + 6 = 1, },2 
erfordern geringfiigige Modifikationen und sind hier auszuschlieBen. 
2. fir Rang 7 = 1, T>0: 
(33) a(Y, 7) = p(u)|¥|3-*- + p(u), 
wobei g(u) und w(u) konfluente hypergeometrische Funktionen bezeichnen, 
die den Differentialgleichungen 
(34) ug’ +(3—a— fs) qg’'+(a-—P-—u)p=0, 
up’ + (a+ B) yp’ +(a—f—u) p=0 
geniigen. Die Schar {a, 8; 7} hat also den Rang 4. Wegen {a, 8; T} = 
{B,a;— 7} ist die Voraussetzung 7’ => 0 hier unwesentlich, doch muB 
a+ p+ } angenommen werden. 
3. fir 7’ > 0: 
(35) a(Y,T)= x g,(u) v” (iv, < wu). 
r=0 
Die Funktionen g,(u) sind hier rekursiv durch 
(36) 4(v+ 1) ug,,,+ugi+2(2¥+a+ B)git+ (2(a—8)—u)g,=90 (v=0) 
und 
Jo(u) = ul—*-Fy(u), y'(u) gp (u), 
9” (1 , 2(6—a) , (2+ B—I)(a+b ») ‘ 


u u® 


(37) 


bestimmt. Jede zulassige Funktion g,(u) fiihrt zu einer in Y >0 konver- 

genten Reihe. Die Schar {a, 8; 7} hat also den Rang 3. 

4. fiir Rang 7'= 2, T indefinit: 

(38) a(Y,T)= J h,(v) uw’ (u? < v). 
=0 


Die Funktionen A,(v) sind hier ebenfalls rekursiv zu berechnen. Es gelten die 
Formeln 
(39) (v+ 2)(v+ lA. + 40h +4(a+ B+ wv) hp —h,=0 (vy => 0) 
und 

8 vw ho’+ 4(2+3a4+ 3 B)vho'+ 
(40) + (4(a + B+ 2(a+ B—1)—2v)ho— (a+ Bp hyg=(a— A)h,, 
2vhy + (a+ B)h, = (PB — a) hy. 
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Jede Lésung hy, h, des Systems (40) fiihrt zu einer in Y > 0 konvergenten 
Reihe. Mithin hat die Schar {a, 8; 7} den Rang 4. 

Es wire wiinschenswert, etwas iiber das asymptotische Verhalten der 
Funktionen (35) und (38) bei Annéherung an den Rand des Bereiches Y > 0 
zu erfahren. 


§ 1. Die Operatoren K, und A,. 
Das Ziel der ersten Betrachtungen ist der Nachweis, daB die E1sENSTEIN- 
Reihen (1) den Differentialgleichungen 


(41) 2.,G(Z,W; a, B)= 0 


geniigen, wobei Q,, durch (4) erklart ist. Es geniigt natiirlich zu zeigen, daB 
Q., das allgemeine Glied |C Z + D~-*|\CW+ D\-?* annulliert. Fir C, D ist 
hier die zweite Matrizenzeile einer beliebigen symplektischen Substitution zu 
nehmen. Da die Paare C, D mit |C| = 0 eine Mannigfaltigkeit niederer Di- 
mension bilden, bedeutet es keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir 
C|+0 voraussetzen. Ziehen wir aus dem allgemeinen Glied den Faktor 
C\-*~-* heraus, so bleibt |Z + S|-*|W + S\-* mit S=C-'!D iibrig. An- 
dererseits ist der Operator Q, , gegeniiber der Substitution Z+Z+S,W+W+S 
invariant, so daB nur noch 


(42) Q,,|\Z\-*|Wi-*?=0 
bewiesen zu werden braucht. 


Wir bestimmen zunachst zwei Operatorenhilfsformeln : 
n+1 


D,(Z a W) = 9 E = ((Z oui W) D,.)’; 


(43) 


bo + b 


D(Z—W)= “tt! #+(Z—W)D,. 


Eine einfache Umformung ergibt in der Tat 
n 
D.(Z—W)=( ¥ 


Cue a (z w )) 
1 Fe OWno e e 


e 


n 3 ’ n 
) (z Wy je y (3 a é 
—_ t e/ “ev . MY hw “Hh 
( 1 He Ke a Wo» 1 e 


((Z—W)D,)'— 2+" gz. 


2 


Durch Vertauschung von Z mit W erhalt man die zweite Formel. Es folgt nun 
1 , , , + 
Q.5= |—(6— “> )E+ (Z— W) Del {B+ (Z—W)D,} + a (6— "3 )E 
- (Z—W)D,(Z—W) D, + «(Z—W) D, — (6— ot. )(z W) D, 
(Z —W) ((Z —W) D,,)’ D,+ « (Z — W) D,, — B (2 — W) D, 
ebenso 


o., {(«— " $+) B+ (Z—W)D,} {BE + (Z—W) Dy} + B(a— "+ ")s 
= (Z—W) ((Z —W) D,)’ D,, + «(Z—W) D,— B(Z—W) D,. 


Mathematische Annalen. 126. 4 
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Es sei A = (a,,) eine quadratische Matrix mit Elementen aus einem . 
kommutativen Ring und A,, das algebraische Komplement zu a,,. Allgemein 
werde dann A* = (A,,,) gesetzt, so daB A A*=|A|E gilt. Man bestatigt sofort 
(44) D, |Z|-*= — a |Z|-*-1Z*. 
Damit ergibt sich ( 
(Z —W)-1Q,, |Z|-* |W|-8 
—a B \Z|-* |W|—°-! W*+ a« B Z|-*-! |Wi-#Z* 
a |Z|-*-1((Z—W) D,, |W|-*)’ Z* 
a B\Z\-*|W\-§-! W*+ « BIZ|-2-! |W |-#Z* 4 ‘ 
+a Pp iZ|-*—-! |W|-'-1Ww*(Z—W) Z*=0. : 
Die Beziehungen (42) und (41) sind nunmehr bewiesen. Da die Matrizen 
((Z—W)D,)'D, und ((Z2—W)D,)'D, durch Transposition auseinander 


hervorgehen, so folgt noch | 


(45) 2.3 = (2Z—W) ((2—W)-* Q, »)’. 
Die Operatoren Q,, und So. annullieren demnach dieselben Funktionen. 
Die Umrechnung des Operators Q,, auf die Elemente von X und Y ist mit 
Hilfe von 
(46) D.= 4(D,—iD,), D,=}(D,+7D,) 
auszufiihren : 
Q.3 Y(Y(D,+#D,))’(D,—iD,)+iaY¥Y(D,+iD,)—if ¥(D,—iD,), 
Y-*9., (Y D,)’D,—(Y¥D,)'D,+ i (a — B) D,— (a + B) D, + 
+ «(¥Y D,)'D,—i(YD,)' D,. 

Die ersten vier Terme auf der rechten Seite dieser Gleichung sind symmetrisch, 
die letzten beiden schiefsymmetrisch. Die Differentialgleichungssysteme (6) 
und (7) sind daher gleichwertig. 

Wir untersuchen nun die Transformationseigenschaften der eingefiihrten 
Operatoren bei symplektischen Substitutionen : 
(47) Z=(AZ+ B)(CZ+D)!, W=(AW+ B)(CW + Dy. 
Bekanntlich ist 
(48) Z—W=(ZC'+D’) 1(Z—W) (CW+ D)*=(WC'+ D’)" (Z—W)(CZ+D) 
und 
(49) dZ=(Z0'+ D’)dZ(CZ+ Dy, dW=(WC' + D') dW(CW+ D> 
Das vollstindige Differential einer Funktion f = f{(Z, W) ist in der Form 

df = Sp (dZ D, f) + Sp(d W D,, f) 
darstellbar. Die Transformationsinvarianz dieses Ausdrucks hat 
Sp (dZ Dz f) = Sp(dZD,f), Sp(d W Daf) = Sp (dWD, f) 

zur Folge. Andererseits ist 
Sp(dZ Dz f) = Sp {dZ (CZ + D)-* (Dzf) (Z 0" + D’}, 
Sp (d W Daf) = SpidW(CW-+ DD) (Def) (WC’+ D’)}, 
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mithin 

(CZ + D)- (Dz f)(Z C’+ D’)" =D, f, 

(CW+ D)-! (Daf) (WC’+ D’)* =D, f. 
Hieraus ergeben sich die Operatorengleichungen 
(50) De=(CZ+ D)((CZ+ D)D,)’, Dge=(CW+ D)((CW+ D) D,)’. 

Beim Beweis der Invarianz des Operators 
A =— Sp(Z— W) ((Z2—W) D,)’ D, 

gegeniiber symplektischen Substitutionen sind folgende allgemeine Regeln 


zu beachten: Es seien M,, M,, M, n-reihige quadratische Matrizen. Die Ele- 
mente von M, seien mit denen von M, vertauschbar. Dann ist 


(51) Sp M, M,= Sp M, M,, 
(52) (M, M,)' = Ms M;, 
(53) (M,(M, M;)') = M,(M, M3)’. 


Geht A bei der Substitution Z, W+Z,W in A iiber und bezeichnet f = f (Z, W) 
eine willkiirliche Funktion, so gilt also 
A f = —Sp(Z—W) ((Z —W) Da)’ (Def) 
— Sp [((Z C’ + D’) (Z— W) (CW+ Dy’ x 

< {(Z 0’ + D’) (Z—W) ((CW+ D) D,)'} (CZ + D) (D, f) (7 C’ + D’)}. 
Die duBeren Faktoren (Z C’ + D’)-! und (Z C’ + D’) in der eckigen Klammer 
fallen nach (51) heraus. Der Faktor (Z C’+ D’)-! in der geschweiften Klammer 
fallt mit dem rechten Faktor (C Z + D) der geschweiften Klammer heraus 
wenn man auf diese (52) anwendet. Es bleibt dann 

Af Sp ((Z — W) (CW + D)-? {(Z — W) (CW + D) D,,)’}' (D, f)]. 

Dies ist mit Hilfe von (53) in Af itiberzufiihren. Damit ist A =A bewiesen. 
Um die Ubereinstimmung von A mit dem LapLace-BELTRamischen Operator 
zu priifen, geniigt es wegen des Invarianzcharakters beider Operatoren, wenn 
wir uns auf die Stelle Z = — W =i E beschrinken. In diesem Punkt fiihren 
wir das beziiglich der symplektischen Metrik [s. *)] geodiatische Koordinaten- 
system 
(54) Z=(Z—ik)(Z+i£),W=(W+ik)(W-iz)? 
ein. Analog zu (50) gilt 
(55) D,=—+(Z— EB) ((Z — £) Dy,D. = 5 (W — BE) ((W — E) Dy’. 
Mit der angebenen Methode erhalt man sodann 


(56) A = Sp(E —Z W) ((E — Z W) Dz)’ D>. 
Setzt man hierinZ = W =O und bestimmt man an dieser Stelle den LaPLace- 
BELTRaMischen Operator, wofiir nur die Koeffizienten der metrischen Funda- 
mentalform 
ds*=4SpdZ(E—WZ)-'dW(E-—ZW)* 
2) SteceL, C. L.: Symplectic geometry. Amer. J. Math. 65, 1—86 (1943). 
4* 
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an der betreffenden Stelle benétigt werden, so erhalt man dieselben Opera- 8 


toren. Damit ist schlieBlich gezeigt, daB A iiberhaupt mit dem Lapiace- Z 
Be_traMischen Operator identisch ist. 


Die Transformationsformel fiir den Operator Q,, erfordert langere Rech- 
nungen. Entsteht 9,, aus Q,, durch Ersetzen von Z,W durch Z, W, so gilt 


(57) CZ+D\"* CW+D\-* &,, |\CZ+D\" |cW+D? 
(Z C’+ D’)-* ((CZ + D)Qi,)’. 
Der Beweis fiir diese Operatorengleichung wird zweckmaBig in mehreren I 


Schritten gefiihrt. Gilt die Transformationsformel (57) fiir zwei symplektische 
Substitutionen, dann ist sie auch fiir das Produkt richtig. Das ist relativ 
einfach einzusehen, so da8 wir hierauf nicht einzugehen brauchen. Es geniigt 


also, die Substitutionen 
ot vi*°o O -E 
OE} \o >) E 0) 


zu betrachten, aus denen die symplektische Gruppe bekanntlich erzeugt 
werden kann. Im Falle Z = Z + 8S, W= W+ S wird Q.5 = Q,, behaupt. e 
Das ist evident. Wir wenden uns dem zweiten Fall 
Z=U'ZU,W=U'WU 
zu. Mit Hilfe von (50) ergibt sich sofort 
9,,= «(Z—W) Dg — B(Z—W) D; + (2—W) ((Z — W) Da)’ D> 
= U’ {a(Z— W) D,, — B(Z— W) D, + (2— W) ((Z2— W) D,,)’D,} U’ 
= U’Q,,U’-! = U'(U- 5)’, 
also (57). Im dritten Fall 
Z=--Z2,W=- Ww 
erhalten wir 
9,,=«(Z — W) Da — B(Z — W) D, + (Z — W) ((Z — W) Dg)’ D; 
=aZ-1(Z — W)(W D,,)’— 8B W-1(Z — W) (ZD,)’ + 
+Z-*(Z — W) W-1 {Z-" (Z — W) (W D,,)’}' Z(Z D,)’ 
oder, wenn noch 
W-*{Z-*(Z — W) (W D,)'}’ Z = {Z-* (Z — W) D,,}’ Z = ((Z — W) D,,)’ 
beachtet wird, 
os =aZ-1(Z — W) (W D,)’ — B W-1(Z — W) (Z D,)’ + 
+ Z-*(Z — W) ((Z — W) D,)' (Z D,)’. 
Mit 
(Z D,)'|Z|"=|Z|*(Z D,)’ + a|Z|Z, 
(W D,)’ |WP= |W\?(W D,)' + BWP Ee 
ergibt sich nun 
aZ-*(Z —W)(W D,)’|ZP |WP 
a|Z\* |W i? Z-"(Z — W) (W OD,,)' + « B\Z\* |W iP Z-1(Z — W), 
B W-*(Z — W) (Z D,)’|Z|= |W |F 
B\Z\* |W \PW-? (Z — W) (Z D,)’ + « B\Z|* |W iP W-1 (Z — W) 
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sowie 
Z*(Z — W) ((Z — W) D,,)’ (Z D,)’ |Z |= |W \P 
Z-*(Z — W) ((Z — W) D,,)’ 1Z|* |W F(Z D,)'+ «!Z'* WP BR} 
Z\* |W |? Z-1(Z — W) ((Z — W) D,,)’ (2 D,)’ 4 
+ B\Z\= |W \F-! Z-"(Z — W) W*(Z — W) (Z D,)’ 
+ a|Z|* |W iPZ-1(Z — W) ((Z — W) D,,)’4 
+a B\Z|*|WlF-1Z-1(7 —-W) W*(Z—W). 
Nach geeigneter Zusammenfassung resultiert 
2, 5|Z\* |W | = a|Z\* |W |? Z-2(Z—W) (Z D,,)’ 
— B\Z\* |W\? Z-* (Z —W) (Z D,)' + |Z |* |W FP Z-* (Z — W) ((Z — W) D,,)' (Z D,)’ 
Z\* |W \8 Z-* {a(Z — W) (Z D,,)’— B(Z— W) (Z D,)’ 4 
+ (Z—W) ((Z —W) D,,)' (2 D,)’} 
=|Z\* |W \*Z-* [a Z ((Z — W) D,,)’ — BZ ((Z — W) D,)’ + 
+ Z{(Z— W) ((Z— W) D,)’ D,}’)’ 
Z\* |W \?Z-"(Z O25)’. 
Damit ist (57) fiir ein Erzeugendensystem der symplektischen Gruppe, also 
allgemein bewiesen. o bezeichne die Substitution Z,W -Z,W. Wir wenden 
den Operator (57) auf f(Z,W)|o an, wobei f(Z,W) der Schar {, 8} angehére. 
Wegen Q.5 1(Z, W) 0 folgt dann Q,(f(Z,W)|a) = 0. Es gilt also {x, B} o 
c {a, B}. Wird hierin o durch o—! ersetzt, so ergibt sich schlieBlich 
(58) {a, B} | o = {a, B}. 
Wir bestimmen noch die Wirkung der symplektischen Substitutionen o 
auf die Formenscharen {G;«, 8, v}. Das Multiplikatorsystem v geniigt ge- 
wissen Bedingungen, die hier kurz genannt werden sollen. Es seien 


A, B, 
Y y ' 9 * 
o, i? D,) (y = 1, 2, 3) 
gegebene symplektische Substitutionen, dabei o, 0,= o,. Bei geeigneter Fest- 
legung der Funktionszweige [vg]. hierzu ')] ist dann 
C, 6,(Z) + D,\* |C, o,(W) + D, 8\C,Z + D,|*\C, W+ D,* 
n (01, 02)|\C3Z + Ds\*|\C, W + Dg}? 


mit gewissen Faktoren 


(59) 


n (01, 2) = n°*—”) (ay, de). 
In der iiblichen Weise ist nun 
(60) (1, G2) (f|O,)\F2 = f 0, 2 
fiir f C {ax, 8} beweisbar, auBerdem 
(61) v (0, 3) = 4 (1, Fg) V(G,) v (G9) fiir o,. 0, ¢ G, 
falls in {G; a, 8, v} eine nicht identisch verschwindende Form f liegt. Wir 


setzen voraus, daB (61) stets erfillt ist. Beriicksichtigen wir (58). so folgt 
mit (60) leicht 


(62) {G; a, B, v}io = {o-! Go; a, B, v’}, 
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wenn v’ durch 
(63) v’ (0) 


erklart wird. 





n(ooa0-',a) - 
= v(a oa") fir 9coa-!'Go 
7 (o,0) - - 


§ 2. Die Operatoren M, und Nz. 
Fiir die Unterdeterminanten von | Z| und|D,| verwenden wir die durch (15) 
eingefiihrten Bezeichnungen. AuBerdem sei 


firs eo th las algebraische Komplement zu <p + | 
(77777) das alg sraische Komplem “hier 


Es unterscheidet sich von der Unterdeterminante, die aus|Z| durch Streichen 


der Zeilen und Spalten mit den Indices i,,..., i, baw. k,,..., k, entsteht, 
um das Vorzeichen (— 1)" sa h. Im Falle h =n soll das alge- 


braische Komplement den Wert 1 haben. Die Verallgemeinerung der von 
K6cuer gefundenen Formel (14) lautet dann 
(64) ete Zi a (2 3 )---(a , &-) \\z " 4 heptane! 
rr 2 . 4 LBs, «0, Mass 
Sie l4Bt sich durch vollstandige Induktion nach h beweisen. Fiir h = | er- 
kennt man sofort die Richtigkeit der Behauptung. Der allgemeine Schritt 
von h —1 nach h erfordert zahlreiche Determinantenumformungen, die hier 
nur skizziert werden kénnen. Das Verfahren ist deswegen etwas umstandlich, 
weil diejenigen Indices, die in den Zahlenreihen i,,...,%, und k,,..., ky, 
gleichzeitig vorkommen, aus beweistechnischen Griinden in besonderer Weise 
ausgezeichnet werden miissen und weil der Nachweis gewisser Identitaten 
eine weitgehende Zerlegung der auftretenden Determinanten erfordert. 


Es seic,,...; c, das System der gemeinsamen Ziffern in den Zahlenreihen 


i,,...,%, und k,,...,k,. Von der Reihenfolge abgesehen seien 
er Th) er mit oo 
und 
innts Dy, Cy, - sy Ge mit Boy Be 


identisch. SchlieBlich sei 


SS ae ee 


Pp? 


das System aller natiirlichen Zahlen von | bis n; es ist also 2p+q+r=n. 
Wir verwenden nun die genaueren Bezeichnungen 





; , as sole ‘ : Dikensalll 

ee ‘ py es * a 

RE a tt) |) A 4 ae 
Dy, ++, bp By y+ 205 dp 


Ersetzt man jedes Element z;, durch sein algebraisches Komplement, so gehe 


By 00098 is +s opt 
(eo-sse ee 
"ae ORE 
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iiber. Nach einer bekannten Regel ist dann 


eS Dy, 2 os Oy 
: ' O+-**+G,+b,4+°°-+b, ([12*°°> Op 
eee (—1) 4 * (d= de] 


a * 
Rina cee 
a ae PE > 
By, oon by 


G1, +++,Ap 


so daB (64) in 





Gy, +++,Ap Qy,+++5Qp 
(65) Cyst shihy Pr ee ee 

Di csinfis Sl Seid 
mit 


v;, (a) =a (a+ 3) (a+ >S 4) 


iibergeht. Zu einem Ansatz fiir die Induktion kommen wir nun, wenn wir die 
(p + q)-reihige Operatorendeterminante auf der linken Seite von (65) nach 
den Elementen irgendeiner Zeile entwickeln und wenn wir simtliche p + ¢ 
Entwicklungen dieser Art addieren; letzteres geschieht nur, um Failunter- 
scheidungen zu vermeiden. Wendet man (65) auf die (p + q— 1)-reihigen 
Unterdeterminanten an, die bei diesem ProzeB erscheinen, so ergibt sich nach 
einer langeren Rechnung fiir 

yy +++ Ap 

(p + q) | ers-- +s eg ||Z|* 

es 
eine Zerlegung in mehrere ein- und zweifache Summen, die sich mit einer 
Ausnahme alle zu der mit einem gewissen Faktor versehenen Determinante 


My» ++ +9 Gp) 
Cap cccy Cg) 
on lel 


zusammenfiigen. Das endgiiltige Resultat lautet 





Q,,-+++,Qp , . 
(p + q) | Grr +++» q | |Z|* = — 5 Up g—g(a)|Z[*—- 9-4 O + 

EC r 

(66) A Qy,+++9Ap 
+ (#3 i paqt F +(e— 1) (p+ 9)) tp s4-a(@)|Z\2-?-* Lene ve 

. . Batcoc tel 

mit 
P 

QD: x 1+" (a,|b,,..., By) (0,|a,,..-5 Gp) > 

(67) “eat paca he iets oe 
"4 


C Uag voc coves cosecressens oC}, 
lo,. ee, by-1> Dyas eee bp, al 

wobei allgemein 

(68) (a|6,,...,6,) = (— 1)" 


gesetzt wird, wenn es unter den b, genau o Zahlen gibt, die kleiner als a sind. 
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Aus der Formel (66) ergibt sich sofort (65), wenn 


pire > + oe Op 
(69) @D = — p{e,,...5 0% 
lo, aia 


bewiesen ist. Die Differentiationsformel (65) ist damit auf die Identitat (69) 
zuriickgefiihrt. Wir beweisen (69) durch vollstandige Induktion nach p + q. 
Fiir p = 0 oder 1 ist (69) offenbar richtig. Sei also p > 1. Dann kommen in 
den Determinanten, aus denen sich ® zusammensetzt, Elemente vor, die auf 
der rechten Seite von (69) nicht erscheinen. Man hat zunichst zu zeigen, 
daB sich diese Glieder in ® gegenseitig aufheben. Zu dem Zweck entwickelt 
man die zu yw, vy gehérige Determinante in ® nach den Elementen der b,-ten 
Zeile und der a,-ten Spalte, sodann hat man die einzelnen Bestandteile von ® 
wieder geeignet zusammenzufassen und die Symmetrie der z;, zu beachten. 
® iandert sich also nicht, wenn man diejenigen Elemente durch 0 ersetzt, 
die auf der rechten Seite von (69) nicht vorkommen. Weiter ist zu beachten, 
daB beide Seiten der Gl. (69) von den Elementen 

(70) >°% 


* 
“4,.Cy? Cyby? “a,b, 


jeweils nur linear abhingen. Nimmt man nun (69) fiir (p + q— 1)-reihige 
Determinanten als richtig an, so laBt sich zeigen, daB jede der Variablen (70) 
auf beiden Seiten von (69) jeweils mit demselben Faktor versehen erscheint, 
so daB also 

[* peeey yp 
(71) D+ pics, .- 50 

bee 
von den Elementen (70) unabhiingig ist. Der Ausdruck (71) andert sich also 
nicht, wenn man 


z z z =z =2Z — 
a,% Cy b, a, b, a, 4, “b,, b, 


setzt. Andererseits verschwinden bei dieser Spezialisierung alle Determinanten, 
aus denen (71) gebildet ist. Mithin ist der Ausdruck (71) identisch gleich 0, 
q. e. d. 

Wir verwenden (64) mit — « an Stelle von «, um die Wirkung des durch (16) 
erklarten Operators s,(Z — W, D,) auf|Z|—* zu bestimmen. Man erhalt 


8,(Z —W, D.) Z\~* = (-— 1) &,, (a) are" > Di,i,...iz 
Isic <igpsn 
mit 
YL ee a Sabet (= "*S)- 
i,i,...% Isk<<kysn Bepccog tt z—w Begs sop Mss 


Auf Grund des Lapraceschen Zerlegungssatzes ist Dj,;,..;, mit der n- 


i 
h 
reihigen Determinante identisch, die aus |Z| hervorgeht, wenn man hierin die 
Zeilen mit den Indices i,, i,,..., i, durch die entsprechenden Zeilen in | Z— W | 


ersetzt. DemgemaB kann Dixiy...ig additiv in 2* Determinanten zerlegt 


werden, so daB — vom Vorzeichen abgesehen — jede Zeile entweder eine 
Zeile von |Z| oder |W| ist. A; ;,.;. bezeichne die Determinante, die aus |Z 
_ r 
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entsteht, wenn man die Zeilen mit den Indices j,,j,,...,j, durch die 
entsprechenden Zeilen in |W| ersetzt. Lassen wir bei festem h die Ziffern 
1<t,<+++<% <n alle méglichen Systeme durchlaufen, so tritt in den 
additiven Zerlegungen der Determinanten D, ;,_. i, eine feste Determinante 
- G 
. n-—rfr ° - ° 
1;.;....4. Insgesamt (" ) mal auf und zwar mit dem Vorzeichen (— 1)’. 
tlaseeDp -r 

Folglich ist 

n 

’ ’ a—f 

‘ Dy. P 5 ‘ (— 1)’ A; ; 
ty tg. n F h r ji \y 
lst, i, an r=O01s/, <i, \ 
n 
u—r 
a (— 1)’ (" vi A, 
r=0 
mit 
A, > 1;,; fiir r > 0 und A, =(|Z). 
lsh i,s n 


Wegen A, = |W| ist also 


n 
M,\Z\2= 3° £8) . (Z— Ww, D,)|Z|-« 


ao eh(&) 
eq(a)|Z|-2-1 57 (— 1) 3° y(” "Ar 
ex(a)|Z|-2-? ¥ ( Y(— 1p" 7) Ae 
€,(a)|Z\-*-! |W 
oder etwas allgemeiner 
(72) M,|Z\—* |W|-* = e,(a)|Z|-—*-1 |W|-F +?. 
Ahnlich wie beim Beweis von (41) ergibt sich hieraus sofort 
(73) M, G(Z,W; «, B) = en(a) G(Z,W;a+ 1, B—1). 
Mit den durch (21) und (22) erklirten Operatoren folgt noch 
N,|Z|—* |W|-8@ = X Mg X|Z|—* |W|-*# = X Mg|— W|-* 
€,(B) X|— W|-2+1|—Z|-#-1 = e,(B)|Z|—-= +" |W\-F-! 
und damit auch 


(74) N, G(Z, W; a, B) = ex(8) G(Z,W;a—1, B+ 1). 


NS 
a 


Das Differentialgleichungssystem (7) ist offenbar invariant gegeniiber der 
Substitution X +— X, wenn man zugleich « mit f vertauscht. Diese Tat- 
sache kommt in 


(75) X {a, B} = {B, a} 

zum Ausdruck. Es folgt dann auch leicht 

(76) X{G; a, B, v} = {G*; B, a, v*} 
mit 


G*=.1Ge', v*(o)=v(tor) u(tor), 
, Gry s , , — . 
wobei ¢ (6 a) ist und u(o) ein gewisses von v unabhingiges Faktoren- 
system bezeichnet, das von der Auswahl der Funktionszweige log |CZ + D\, 
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log|CW + D| wesentlich abhingt. Beim Beweis von (76) ist von der allge- 
meinen Transformationsformel 
(X f(Z, W))|o=u(eor) X(f(Z, W)\ cor) 


Gebrauch zu machen. Im Falie n = 1 ergibt sich, wenn man die Hauptwerte 


log (cz + d)=log|cz + d\+iarg(ez+d), —a<arg(ez+d)<z2, 
log (cw + d) = log|\cw + d|+ iarg(cw+d), a <arg(cw+ d)< a2, 
zugrunde legt, das Faktorensystem 
ab fi fir c+0, 
u(? i) | (a — Byix(1 —sgnd) fiir c = 0°). 


Wir zeigen noch, daB (27) aus (26) folgt, auch wenn n beliebig ist. Wendet 
man auf die Relation 
(Np-1 M,— én(a) en(B — 1)) {G; a, B, v} = 0 
den Operator X an, so ergibt sich wegen (76) und Ns-, = X Mg_, X sofort 
(Mg_, N,— &n(a) &n(B — 1)) {G*; B, a, v*} = 0. 
Ersetzt man hierin G*, v* durch G, v und vertauscht man auBerdem « mit £, 
so erhalt man in der Tat 
(M,_, Ng— én(B) &n(a — 1)) {G; «, B, vy} = 0. 
Analog folgt (29) aus (28), ebenfalls fiir beliebiges n. Aus der Definition von 
N, geht iibrigens hervor, daB der Operator in der Form 


n 
(77) N,= ¥ (—1 4 , (Zz —w, D,) 
h=0 &,(B) 
darzustellen ist. 
Wir beweisen nun die Relationen (26) und (28). Dabei machen wir die 
Voraussetzung n = 2, die wir bis zum Ende des Paragraphen beibehalten. 
Um Indices einzusparen, werde 


oe _ (% 2 ,_ [t» w,) 

(78) odin * *) Se w,) 

gesetzt. Ferner sei 

- r\_ _ {Wo @, 

(79) (Z—W) 1 2,p= (ee). 

Die Relation 

(80) (Ng_, M,— &2(«) €.(8 — 1)) {G; «, B, v} = 0 


erweist sich als unmittelbare Folge der Operatorenidentitat 
Ng, M,— &o(a) €2(8 — 1) 


(81) a— - ~ 3) gp Q.e+ : Z— W| (Gg Ge — @, Ws + We Wy — Wy @) 
2 9} ME sr > 0 De 1 3 0 

— a {/ 2 a Q a wre a : 

sr alte (a5, ~ F;) Mot (Ga — am) 2+ 2 (Sen, = aa) (a+ as) >, 


wenn man 
2.5{G; a, B, v} = 0 
*) In }), Hilfssatz 4 ist das Faktorensystem uw irrtiimlich vergessen worden. Demzu- 


folge sind in *) die Multiplikatorwerte v* simtlich durch die angegebenen korrigierten 
Werte zu ersetzen. 


Die Differentialgleichungen in der Theorie der Stecreischen Modulfunktionen. 59 
beachtet. Zu der Identitat (81) gelangt man in folgender Weise: Fiir 
Np-1M,—eq(a) €9(8 — 1) ~ a (a >) (b 1) (B- >) + 
(82) + {(B— 1) (6 >) (° , >) SP((Z W) Dy) +|Z—W||Dyl} x 
{a (a 3) +(« >) Sp ((Z zZ —W) D,) +|Z—W ||, 


bestimmt man zuniichst durch gliedweises Ausmultiplizieren und Anwenden 
der Vertauschungsregeln 


Sp ((Z — W) D,,) Sp ((Z — W) D,) 


5” (z,—w,) (2,—w,) -—--—— Sp ((Z—W) D,), 
oo ae 0 Wy 0%, 
D,,.| Sp ((Z — W) D,) 
Sp ((Z —W) D,)|D “ ~ Bee 
Sp ((Z — W) D,)|D,.|— Ow, 22% Wy B25 + 2 dw, dz,’ 
Sp ((Z —W) D,) |Z —W ~ W|Sp((Z —W) D,) —2|Z—W 
D,.||Z—W| = > — Sp((z- gd: +|Z—WII|D, 


eine gewisse Normaldarstellung. Man erkennt nun leicht, da8 die Glieder 
héchster, d. h. vierter Ordnung in (82) mit den Gliedern héchster Ordnung in 
Wy We — @, Wz Oder auch w, Ww, — w, @, tibereinstimmen. Fiir die erste Re- 
duktion ist also mit 


ra) 0 


Mo . Cw, p Cz . 
0 “0 
a FD 1 a2 
Zy— W, + z,—w ( Ze “ Zo — Ws , 
(70 0) We 22 2 (% i) Ow, O2 ata) 4 (2 2) Ow, 02, 
a @ B @ 
o . - 
. 2 dw, 2 dz, 
l a a 1 @ 1 a 
+ 29 — Wo) =— + (z,—w : , + —w : 
2 (% 0) Ow, 02, (% Vi; W,2z, 4 Ow, d2,) 2 (2 2) Ow, 22, 
C) a 
Ws = a - 4 
OW, Oz, 
l 2 l oz oe? o2 
Z— We) = + Z4— Ww meee of z + (Z2— We) = , 
4 (% 0) Ow, 02, 2 (4 i) Ow, 02, Ow, 22, (23 2) Ow, 02, 
a @ pa. 
w. - — +— + 
> 3 8a, .3 
l a a 1 2 l e 
+ Zg— Ww 7 + (25 — Ww ome ie ror gd Ie 2g Ws) =; 
2 (2 0) Ow, 22, + (% i) Qw,2z% | 4 Ow, 22, 2 (22 2) Ow, 2, 


der Ausdruck 


l 
5 (Wo Wy — @, Wg + We Wy— Ws Oy) 


Z—W|\|(D,,||D,|+ «?|D,,| + 6#|D,|+ 


_(a+B a we "i 
+( 4 yy Tw 22% 


1 
+ («—{) Sp (Z—W) D,) |De|—(8 —¢) SP (Z—W) Dy) [De 
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zu berechnen. Die Reduktion der Glieder dritter Ordnung wird dann durch 


I {/ ‘ ‘ a ; ) 

4 1 bi 2~ OW, ) orn + ( , é eng) , = (oe, dz, ) \o, @s)j 
8 o yy ¥ a2 a2 1 oe \ 
/ 
9 D, 2 Di T 4 8 Wy O22 dw, 0% 2 ¢ w, 22, ) i 
l 


4 SP ((Z W) D,,) | D, F Sp ((Z W) D,)|D,, 
geleistet. SchlieBlich bleiben noch Glieder erster und zweiter Ordnung iibrig, 
die man auch durch Multiplikation von 


Sp 2,,> xSp((Z— W) D,,) — B Sp((Z — W) D,) + 
vi F —\2—WI( 5. oe + oc , eee) 


(2, w,,) (Zz w,) 
* Sak , , . Ow, Czy OW, C2, OW, 02%, 2 Ow,é 


mit (a >) (8 >) erhalt. 


Zum Beweis von (28) benétigen wir die beiden Aussagen 
(83) M,{a, B} C{a +1, B— l}, 
(84) M, (f|o) = (M, f) |e fiir fC {a, PB}. 
Die erste folgt aus der Operatorenidentitat 
(85) 2.4.9; Me=M.Qeet {(« >) E+ DE(Z—W)*} (B.p— 2.4), 
die zweite aus der Transformationsformel 
(36) M,=|CZ+ D\**1M)\CZ+ D\-*|Cw+ Di-'. 
Der Operator M, entsteht aus M,, wenn man Z, W durch 
oZ=Z=(AZ+ B)(CZ+ Dy, oW=W=—(AW+ B(CW+ Dy? 
ersetzt. 
Die Identitat (85) erhalt man wie folgt: Bildet man mit den Operatoren M, , 
Q.9, 224, ¢-, im ihrer urspriinglichen Bedeutung den Ausdruck Q,., s-, M, 
M, &,, so gelangt man durch Ausmultiplikation zu einer gewissen Normal- 
darstellung, wenn man auf die von Q,,,,-,M, herriihrenden Produkte er- 
forderlichenfalls eine der Vertauschungsregeln 
(Z — W) D,, Sp((Z — W) D,) 
Sp((Z — W) D,) (Z — W) D,, — (Z — W) D, — (Z—W)D,,, 
(Z —W) D,. |Z —W)|D, 
Z —W|'|D,|(Z — W) D,, —|Z — W| DF D, Z—W)|I|D,' E£, 
(Z — W) D, Sp((Z — W) D,) = Sp((Z — W) ? .) (Z —W) D,, 
(Z —W) D,|Z —W\\D, Z—W||D,|(Z - W) D,. 
(Z —W)((Z —W) D,,)’ D, Sp ((Z — W) D,) 
Sp((Z— W) D,) (Z—W) ((Z —W) D,,)’ D,— (2 —W) ((Z — W) D,)’ D,- 
(Z —W) ((Z — W) D,,)’ D,, 
(Z —W)((Z —W) D,,)’ D,|Z — W||D, 
Z —W||D.|(Z — W) ((Z — W) D,,)’ D, 4 Z—W||D,'E - 
Z —W\iD,\(Z — W) D, — |Z — W| D¥ ((Z — W) D,)’D. 
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anwendet. Beriicksichtigt man auBerdem 
Z—W|D? {((Z — W) D,)’D,, — ((2 — W) D,)’ D,} 
= (D3 (Z — W)* — BE) (&,5 — 2,5) 


und 

Sp((Z — W) D,) (Z — W) D,, — (Z — W) D,, = (Z — W) Sp((Z — W) D,) D,,, 
Sp((Z — W) D,) (Z —W) D, — (2 —W) D, = (Z — W) Sp((Z — W) D,) D,, 
so ergibt sich schlieBlich 

Q..¢-1M,— M, Sept (E — D3(Z — W)*) (8,5 — 2.5) 

a— 3) (2 W){—(Z—W)*|D,|+ Sp((Z—W)D,)D 


~W) D,,)’D, + Sp((Z — W) D,) D, — ((Z “heen 
Z —W)* DF Dy} 


— ((Z 
~(Z 
es )(Z—W) {((Z —W) D,)' D, — ((Z — W) D,)' D,} 


_ 
co| = 20| 


Qu Q. 4); 


denn es ist 
Sp ((Z — W) D,) D, — (Z — W)*|D,| = ((Z2 — W) D,)’D 
Sp((Z W) D.) D,, (Z Ww)* D? D,, ((Z = W) D.)’ D 
Damit ist (85) bewiesen. 

Ist die Transformationsformel (86) fiir zwei Substitutionen richtig, dann 
gilt sie auch, wie man leicht sieht, fiir das Produkt. Wir kénnen uns also 
auf das schon oben verwendete Erzeugendensystem der symplektischen Gruppe 
beschrinken. Fiir affine Substitutionen (C =O) ist M, = M, zu beweisen, 
was keine Miihe bereitet. Wir kénnen uns gleich dem Fall 


Z=—2,W=—W- 
zuwenden. Nun ist zu zeigen, daB der Operator 
M,—|Z|*+1.M,|Z|-2 |W |-3 


verschwindet. Die Umrechnung von M, auf die Elemente von Z ist mit Hilfe 
von 
D-= Z(Z D,)’ 

auszufiihren und ergibt 

i, = a(x — 5) + (x— 5) {Sp@W>Z D,) — Sp(Z D,)} 

1 /Z—W||W|" Sp(Z D,) +|Z| |W" |-"|Z — W||D,). 

Bei der Umrechnung des Opies \Z|*+1M,|Z\—*|W)\-? ist von den Ver- 
tauschungsregeln 


Sp((Z —W) D,)|Z|-* =|Z|-*Sp((Z — W) D,) — a|Z|-*-1 Sp((z — W) 24), 
D,||Z|-* =|Z|-*|D,|— «|Z|-*-1 Sp(Z D,) 4 a (a = 2 2-1 
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Gebrauch zu machen. Man erhalt schlieBlich 


~ 


M,—|Z|**+1M,|Z|—* |W|-! 

a(x— 5) {1—|2| |W )*+ |W Sp(Z—W) 2+) —|Z—W| |W 4 
+ (a >) Sp[Z{W4Z—E Z| |W | (E—Z-'W) +|Z—W| |W £} D,). 
Die beiden geschweiften Klammern kénnen durch die charakteristischen 
Werzeln der Matrix W Z-! ausgedriickt werden. Fiihrt man dies aus, so 
sieht man, daB die Klammern verschwinden. Damit ist die Transformations- 
formel bewiesen. 

Bei der Abbildung von {G; «, 8,v} durch M, in {G; a+ 1, 8 —1, v} tritt 
im Falle ¢,(«) e,(8 — 1) +0 jede Funktion fc {G;«+1, B—1, v} als Bild 
auf; denn es ist 

l - ° ? 
tda)edB 1) Ns_,/ C{G; @, B, v}, 

Ist 9 C{G; a, 8, v}, M.g=9, so folgt 


] 
\ -caaeas 1) 


Nyif)=f. 
Ne_iM,g = €2(x) eo(8 —1)g = 9, also g= 0. 
Das heiBt M, ist auf {G; a, 8,v} umkehrbar eindeutig. Analog zeigt man, 
daB Ng, im Falle ¢,(f) (a — 1) +0 die Schar {G; «, 8, v} umkehrbar ein- 
deutig auf {G; «—1, 8 + 1, v} abbildet. 
§3. Fourter-Entwicklungen. 

Mit {«, 8; 7'} haben wir die lineare Schar der Funktionen a( Y, 7’) bezeichnet, 
fiir die 
(87) a(Y,T) et SeTx - {a, B} 
gilt. Kennzeichnend fiir die Schar {a, 8;7} ist das Differentialgleichungs- 
system 
{(YD,) D,+ (a + £)D,+ («— ~) T—TYT}a(Y,T)=9, 

{(¥D,) T—TYD,}a(Y, T)=0. 

Es ergibt sich aus (7), wobei 


(89) D, eiSpTxX iT ei SpTx 


(88) 


zu beachten ist. 

Da {a, 8} gegeniiber symplektischen Substitutionen invariant ist, so folgt 
aus a(Y,7)C{a, B; T}, wenn U eine n-reihige reelle Matrix mit |U| + 0 
darstellt, 

a( Y(U |, T) eiSpT XU) a( Y[U |, T') e SpT[u xX - fa, B} - 


also 

a(Y(U],T) c{a, B;T(U'}}. 
‘Vir bezeichnen diese Funktion sinngemaB mit 4(Y,7[U']). Durch 
(90) 4(¥,7) =a(¥,T) mit f= Y¥(U-~), T=T[U’] 
wird die Schar {a, 8;7} umkehrbar eindeutig auf {«, 8;7'} abgebildet. Die 
Matrizen YT und YT haben dieselben charakteristischen Wurzeln, insbe- 
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sondere ist also 
(91) Sp(¥T)=Sp(¥YT), |¥7\=|YT). 

Im Fall xn = 2, auf den wir uns fortan beschranken wollen, ist nun folgendes 
festzustellen: Ist T+0, T=T[U'], |U\+0 und gestattet a( Y,7) C {a, 8; T} 
entsprechend dem Charakter von 7’ eine Entwicklung der Art (33), (35) 
oder (38), so trifft dies auch fiir die zugeordnete Form 4(Y, T) C{a, B; T; zu; 
denn die durch (30) eingefiihrten Variablen u,v sind gegeniiber der Trans- 
formation Y,7’+ Y,7 invariant, wahrend sich |¥| nur um einen positiven 
konstanten Faktor andert. Es geniigt also, die in der Einleitung zusammen- 
gestellten Entwicklungssatze fiir die speziellen Matrizen 

1 0) l 0) 
0 , B, | 
T ‘ “ o) E 0 1) 


za beweisen. Zur Abkiirzung wird 


(93) (YD,)' Dy+ (a+ B)D,=(" ™), (yD, T—TYD,=(_° ) 


\O, Ws o 0 
gesetzt. Es sind nun fiir die speziellen Matrizen (92) die in Y > 0 reguliren 
Funktionen {f = a(Y,7') zu bestimmen, die von den Operatoren m und 

W@W, @ r 

e ‘) + (a—p)T—TYT 


WM, Ws 


annulliert werden. Wir beginnen mit der Diskussion. 
T=0O. 
An Stelle von Y werden die Variablen u, x, y durch 
Ss (22+ 2%) y-! ay} 
} u y*)y y 
xy-* " 
eingefiihrt. « wird in dieser Bedeutung nur voriibergehend verwendet. Eine 
Umrechnung ergibt 
1 a 
? 


oe : 
Yy Wo + Yo @ > (™ je t#+ b—1)5,. 


Y l a a 
hint voor = (ug, + 2+ B—1)(3 Wa) Z, 2995): 
a 2 7 a 
2uyoy=(ys—zy 7 au Fa) (u au +a+f—1)+ 


zi (/@ , @& . 
+3 | ¥(s5+ +utsat2usc}. 


Die zu lésenden Differentialgleichungen 
{=a f=o,f=90 
sind daher mit dem System 
a a a a 
(u ou tet p—1)5-1=(w Ou +a+B—1)5 ily 
a a a a ‘ 
2 = —_— — 2 — — 
{u ws ee 2(a+ f8 lhu= +y (a3: + na} 0 
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iiquivalent. Die ersten beiden Differentialyleichungen rechtfertigen den Ansatz 
i, = e(2, y) w'-*—*, f, = a(2, y) a! -*- 8. 
Es folgt dann 
f= p(a, y) u'-~*-F + p(u) 
mit g, = 0, p, = 4. Die dritte Differentialgleichung fir f ergibt die Bedingung 


, 


ur p+ 2(a+ Bp l)u p'+ 
+ {y¥*(Ger+ Pyy)— (a+ B—1) (a+ BP—2)p}ut—*-#=0. 
Mit einer Konstanten c ist also 
(u? wp’ + 2(a + B—l)uy’)u*t?-! =e, 
y* (Pzex + Pyy) (a+ p I)(a+ Bp 2) 4 c. 
Wir setzen « + 6 + 1,2 und im folgenden auch noch 4 : voraus. Da 4q 


nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, kann durch geeignete Wahl 
von @ erreicht werden, daB c verschwindet. Es ist dann 


¥( Per + Pyy) —(a+ B—I) (a+ P—2) p= 
und 
up’+2(a+ P—1) y’=9, 
also 
yp(u) = cu t Cg, 


wobei ¢,, ¢, konstant sind. Mit u | \Y| ergibt sich das gewiinschte Resultat 


- (l1—a— 8) - a—Bp 
f = p(x, y) |Y\" + ¢, |¥ |” + Co. 
Es sei noch bemerkt, daB 
n+l F 
y| * , 1c {a, B;O} 
fiir alle n gilt. 
10 
T (4 0): 


Im vorliegenden Fall ist das Differentialgleichungssystem 
(m+ a—B—y)f=mf= af =9%, 
l C) a 
4 + 4 0 
'e Yo ay, "1 sa) 


zu lésen. Wir verwenden hier und im folgenden die Bezeichnung 

, y 4 

} - ~ 

" Ye 

Die drei partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden durch 
drei weitere ergiinzt, die man aus der Differentialgleichung erster Ordnung 
durch Differentiation nach y,, y,, yg gewinnt. Das so bestimmte System wird 
mit den Methoden reduziert, die zur Auflésung linearer Gleichungen dienen. 
Es ergibt sich, daB das gegebene Differentialgleichungssystem mit dem fol- 
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genden aiquivalent ist: 


a e 1 a ( F a ) f=-0 
{Me a y? 7 Y% 2 Yo an — 4 Ye ay? T (e+ I ) 24 ; o= B : Yor! ? 
a l 


, y? 4 a 7] ] 
{(v Yo Woy Yo B 7) ay f! 0. 


1 a a 
(5 Yo ay, + n3,-)f 0. 
Die zweite Differentialgleichung liefert 
P sae 
au 9 (Yo. ¥) \Y |" 
Aus der dritten, die auch fiir xt an Stelle von f gilt, ist zu entnehmen, daB 


2 
9 (Yo, ¥1) = 9 (Yo) Von y, unabhingig ist. Sodann ergibt die dritte Differential - 
gleichung 
1 


af 2 9(%) »y2~*~? 
a”, Yo 
. 3 
Im Falle «+ £4 A kann also 
re 
9 (Yo) ae 
f 3 ° } 7 W (Yo) 
w( “a ie p) 
geschlossen werden. Geht man nun mit dem Ansatz 
3 


9 


z—p 
f = (yo) \Y | + p (Yo) 
in die erste Differentialgleichung ein, sé ergeben sich fiir g und yw die Be- 
dingungen 
Yo P + (3—a— B) y'+ (2—B—H) p=9, 
Yoy + (a + B) y'+ (a— B— yo) p= 9. 
Hier ist noch yy= u zu setzen. 
T= £. 
Das vorliegende Differentialgleichungssystem 
(@y+ a— B—y)f = (m—H)f = (o.+ a—B—y)f=of=90 
ist zundchst in geeigneter Weise zu reduzieren. Man ergiinzt das System durch 
drei weitere Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man aus der Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung durch Differentiation nach yo, y,, y erhilt. 
Sodann eliminiert man die Glieder, in denen partielle Ableitungen nach y, 
vorkommen. Man stellt dabei fest, daB die Differentialgleichungen nicht un- 
abhingig von einander sind. Eine von den urspriinglich gegebenen Differential - 
gleichungen zweiter Ordnung kann also entbehrt werden. Man kommt schlieB- 
lich auf das folgende System: 
(Yo Ya v(5 54 )—((5 —2—B) 92+ 5 Yo) a 


CY> | CY 


c 


/ , ] 7 . 
+((5 ~—B)Y¥o+, Ya) oy, + (a — B) (Y2— Yo) f =, 
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a yi ) 
— —— + —— — + - + 
(yo %—ye) Oy2  ta—te Oyey, \22* y—y) dy? 
1 2y3 14 (3 2y3 ) af 
+le+ 4——— - + {—_—a—f+ + (yo— yo) f = 9, 
(« B 2 (Y2— Yo)* } 2Yo \ 2 B (Y2— Yo)* ] Ys (Ya— Yo) f 
of 1 of of 
ae weil ( 
% Oye v 2 (Ye— Yo) Oy, " Oy, ). 


An Stelle von y,, y;, ¥2 fihren wir nun die Koordinaten 


U=Yot Yo, V=(Yo—Y2)*+4Y1, W= Y2— Yo 

ein. u und v haben die in (30) angegebene Bedeutung. Die Einfiihrung ist im 
Bereich Y >0O nur dann singularitatenfrei méglich, wenn die Lésungen f 
gerade Funktionen von y, sind. Das trifft aber zu, wie die folgende Betrachtung 
lehrt. Es sei f eine in y, ungerade Lésung. Wir kénnen dann f = y, g (u, v, w) 
mit einer in —u < w< u,|v|< u? reguliren Funktion g setzen. Die letzte 
Differentialgleichung fiir f ergibt fiir g die Bedingung 

gy 
) aw 


9 C 9 9 
wg+ (w’?—v - 0 oder — ((w?— v) g?) = 0. 
Mithin ist 

(w* — v) (g(u, v, w))? = A(u, v). 

Bei gegebenen u, v kann die linke Seite durch Wahl von w zu 0 gemacht werden. 
h(u, v) verschwindet also identisch; folglich ist auch g(u, v, w)=0. Es sei 
nun {(¥%, ¥1, Ye) eine beliebige Lésung. Dann geniigt, wie man unmittelbar 
sieht, auch f(y, — y,, Ya) den Differentialgleichungen. Es ist also f (yo, y,, Yo) 

f (Yo. — Y1> Ye) eine in y, ungerade Lésung; sie muB, wie eben gezeigt wurde, 
identisch verschwinden. Jede Lésung kann also als Funktion von u, v, w 
angesetzt werden. Die letzte Differentialgleichung besagt, daB f von w un- 
abhangig ist, so daB mit f = f(u, v) weitergerechnet werden kann. 

In den neuen Variablen nehmen die Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
die relativ einfache Gestalt 
2(v— u*) fuyt+ (a + BY i, + 201 -a— B)uf,+ (a — B)f 0, 
| +4ufy,+4vf,, + 4(a+ B) f,- f 0 
an. Wir lésen das System im Bereich 
vi< u* 


mit einem Potenzreihenansatz: 


f= J 9,(u)v’. 
r=0 
Es ergeben sich die Rekursionsformeln 
2 u?(v + 1) 9444+ 2(a + B—1) (¥ + 1) ug,4,— 
—(2v¥+a+ B)g,+ (B—a)g,= 9, 
4(y+ l)ugiyst 4(ey tat B)(¥+ 1) g.1+9)'—-% = 9, 
die mit dem System 
u? go’ + (3a+3 B—l)uggt+ {2(a+ B) (a+ B—1)+ 2(a— B)u—wu*} 99+ 
+ {(lL—a— B)u+2(a+ B—1)(«—A)}g=9, 
4(v+ 1lPug.,+ug/+ 2(2¥+a+ B)g+ (2(a—f)—u)g,=9 (v0) 
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gleichwertig sind. Die Differentialgleichung dritter Ordnung fiir g, ist mit dem 
Ansatz 
Jo = ul—-*-Py(u), y'(u) = 1 9) 
auf die WuitrakErsche Differentialgleichung 
” 2(B — a) (a+ B—1) (a+ B—2) 
pra (14 Mae, + A— ‘ 
zuriickzufiihren. 
Es braucht nur noch gezeigt zu werden, daB die Potenzreihe fiir f im Be- 
reich |v|< u® konvergiert. Zu dem Zweck werden g,,,, 9341 9+'4, mit Hilfe 
der Rekursionsformeln durch g,,g/,,g;' dargestellt: 


C3 .= Yalig” (x=0,1,2; »=0,1,2,...) 
4 ) 
Das ist méglich, da g, der Differentialgleichung dritter Ordnung 
wu gi’+ (4v—14+32a+4+3 B)ugi+ 
+ {2(2v+a+ B)(v—l+a+ f)+2(a— f)u—w*}9g) +4 
+ {(l—a— B)u+2(v—1+a+ B)(a— f)}g,=0 
geniigt, die aus den Rekursionsformeln abzuleiten ist. Einfache Abschaitzungen 
der Koeffizienten a‘”) geniigen, um zu jedem é > 0 eine positive Konstante C 
zu finden, so daB 
i. | ee i{l+ey\’ re ,(1+e\’ 
g,|< c( -" ), ,\<c( ~" ), J» <o( ~ ) 
fiir alle » gilt. Aus diesen Ungleichungen folgt die Konvergenz der Potenz- 
reihe fiir |v|< u*®. Es gibt also genau drei linear unabhingige Lésungen des 
zugrunde liegenden Differentialgleichungssystems, die im ganzen Bereich 


Y > 0 regular sind. 
1 0 
T=() _ - 


Der vorliegende Fall ist durch eine komplexe Transformation auf den 
vorangehenden zuriickzufiihren. Wendet man (90) auf U = ({ ‘) und 7=£Z 
an, so erkennt man, daB durch a ((,%° te 

, tH — Ys 


), E) alle Funktionen der Schar 
1a B;(, _ geliefert werden, wenn a(Y,H) die Funktionen der Schar 


{a, 8, H} durchliuft. Wegen des invarianten Charakters der Variablen w, v 
kénnen also die im Fall 7’ = # gefundenen Differentialgleichungen hier iiber- 
nommen werden: 


2 (v — u*) furt (a + B) fut 2(l—a— B)uf,+ (a— p)f=9, 
fuut 4% fuot 4vuf,»+4(a+ B)f—f=9. 


Nach (30) ist jetzt w= yy — y2, 6 = (Yo + Ya)? — 4 y?. Wir haben also die in 
uw<v 


regularen Lésungen zu ermitteln. Das geschieht wieder mit einem Potenz- 
5* 
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reihenansatz : 
f= J A,(v) wu’. 
v=@ 
Die Funktionen h,(v) geniigen den Rekursionsformeln 
(y+ 2)(v+ LA, t+ 4v0he+4(v+a+ Ph,—h, =O, 
2(v +1) 0h, 41+ (a+ B)(v+ 1) hyg, + (@— B) hp + 2(2—v—a—f)hi_,=0. 
Ein gleichwertiges System hat man in 
8 Ao’ + 4(24+3a+3 B)vhj+ {4(a + BP + 2(a+ B—1)—2v} ho 
—(a+ B)hy = (a— B)h,, 
2vhi+ (a+ Bh, (B— a) hy, 
(v+2)(v+ lh, .+4vhf+4(a+ B+ rv hi—h,=0 (v=). 
Die Konvergenz der Potenzreihe im Bereich u? < v ergibt sich wieder mit 
der im Fall 7 = EZ skizzierten Methode. Mit Hilfe von 
Sv hy’+4(84+38+4+29+ 2) vhi'+ 
+ {4(a + B) (a+ B+ vy) + 2(¥4+ 1) (a+ B+ »—1)—2v}h; 
(a+ P)h,+ (v+ 1) (B—a)hy,=90 
lassen sich Darstellungen 
hiss a‘ h, + a‘) h’,+ a‘) ty 
| a‘) h, + a\’) hi a\’) h’! = lh 


v+1> 
hy',.2 = af h, + af hy + a hy’+ OYA, + OF t MAL, 


bestimmen, die fiir e > 0 eine Abschatzung 
A+e\" ., It+e\" yn) (14 

h, <o(—y): hy <e| ~), h' < ¢ ~) 
yv yu ye 


mit C = C (e) gestatten. Daraus folgt die behauptete Konvergenz. 


y 


(Eingegangen am 20. September 1952.) 


NrrscHe, JOHANNES und JoacHIM 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 69—74 (1953). 


Bemerkungen zum zweiten Randwertproblem der 
Differentialgleichung 4 ¢ = 7: + ¢;. 
Von 


JOHANNES und Joacuim Nirscue in Berlin. 


T sei ein einfach zusammenhiangendes Gebiet der x, y-Ebene und S seine 
dreimal stetig differenzierbare Randkurve. Es werden Funktionen (z, y) 
gesucht, welche in 7' zweimal, in 7 + S einmal stetig differenzierbar sind und 
welche das folgende Randwertproblem lésen: 


A p= 92+ % in? 
(Rt) es f (8) auf S. 


0/én bedeutet die Ableitung nach der inneren Normalen von S, und f(s) ist 
eine vorgegebene stetig differenzierbare Funktion der Bogenlinge s des Randes. 

Die in Rede stehende Differentialgleichung soll als Beispiel dafiir dienen, 
daB die Formulierung (R) der zweiten Randwertaufgabe nichtlinearer Diffe- 
rentialgleichungen nicht immer zweckmaBig ist. Es zeigt sich nimlich, daB 
im allgemeinen keine Lésung existiert, sondern nur dann, wenn die auf dem 
Rand vorgegebenen Funktionen gewisse Integralbedingungen erfiillen. Auch 
bei linearen Differentialgleichungen liegt oft der gleiche Sachverhalt vor. Dort 
sind jedoch die fraglichen Integralbedingungen von vornherein, d.h. ohne 
Kenntnis der Lésung des Randwertproblems angebbar. Das ist hier anders. 
Eine Formulierung der Randbedingungen wird aber nur dann als sachgemaB 
bezeichnet werden kénnen, wenn die Entscheidung iiber die Lésbarkeit des 
Problems bzw. die Aufstellung der notwendigen und hinreichenden Integral- 
bedingungen ohne Bezug auf die gesuchte Lésung selbst méglich ist. 

In unserem Falle (R) gibt es eine derartige Bedingung; sie lautet’) 
(1) Sf (pit pj) dady = $f(s) ds. 

T Ss 

Man gelangt erst zum Ziele, wenn man auf dem Rande nicht f (s) selbst, son- 
dern eine Funktion f(s) = f(s) + ¢ mit einer geeignet zu wihlenden additiven 
Konstanten c als negative Normalableitung von g vorgibt. Die Bestimmung 
von c erfordert aber die Kenntnis der Lésung gy. Wir betrachten von vorn- 
herein die Schar R,, von Randwertproblemen : 


| Ag= i+} in T 
(M,) hes (f (a) j c) auf 8. 
on 


1) Ihre Notwendigkeit folgt schon aus der GREENschen Formel. Sie kann jedenfalls 
nur erfiillt sein, wenn f f(s) ds => 0 gilt. 
Ss 
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Dann ergibt sich, daB bei geeigneter Beschrinkung von df/ds genau eine Zahl c 
existiert, so daB das Randwertproblem (R,) eindeutig lésbar ist. Alle anderen 
Randwertprobleme i, (d + c) sind unlésbar. Man wird also die Funktion f (s) 
zweckmaBig nur bis auf eine additive Konstante festlegen, oder mit anderen 
Worten: man wird nicht f(s) selbst, sondern die Ableitung 0 (s) = df/ds als 
Randbedingung vorgeben. o (s) muB dann natiirlich der Integralbedingung 


(2) 6 o(s)ds =0 
S 


geniigen. Wir formulieren demgemaB den folgenden 

Satz): Bei geeigneter Beschriinkung von df/ds ist das Problem R eindeutig 
lésbar, wenn auf dem Rande die der Bedingung (2) geniigende Ableitung o(s) 

dj/ds der Funktion f(s) gegeben ist. 

Lésungen g, welche sich nur um eine Konstante unterscheiden, werden 
nicht als verschieden betrachtet (g@ = const ist nur im Falle f(s) = 0 Lésung). 
Wegen dieser trivialen Vieldeutigkeit ersetzen wir die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir g durch ein elliptisches System erster Ordnung: 

U.— v, = 0 


(3) 


' 2 92 
U,+v, = u* + v*, 


dessen Funktionen u(z, y) und v(x, y) mit p(x, y) gemaB 


(4) u= Py, V= Pz 


zusammenhangen. Unter Einfiihrung des Tangentenwinkels y der Randkurve 
ergibt sich 
oe 


u cos y—vsin y. 
an 


é 


Wir legen also von nun an das neue Problem 


uy — v, = 0 : 
; git “rage in T 
(Re) Uy + 0g = ue + vo 
ucos y—vsin y - (f(s) + ¢) auf § 


zugrunde, welches wir noch folgendermaBen in eine aquivalente Integral- 
relation umschreiben: Zuniichst gilt fiir ein Lésungspaar u,v von RZ und 
beliebige in 7’ + 8S stetig differenzierbare Funktionen a(x, y), b(x, y) stets 


p {fa(jvudx+udy)+b(udzx—vdy)} 
©) LS {a(us vy) — b(u, + vz) + u(a, — b,) — v(a, + b,)} dady 
bzw. . 

f¢ a(usin y + veos y)ds— $bf(s)ds—ce $bds 
x if tu (a, — b,) — v(a, + be) ~ b(u® + v*)} dx dy. 


Fir a und 6 wihlen wir nun spezieller Funktionenpaare mit den folgenden 
*) Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit von f(s) wurde nur wegen der 


Formulierung des Satzes gewahlt. Sie ist nicht erforderlich und kann durch die schwichere 
Annahme ersetzt werden, /(s) solle Hélder-stetig sein. 


Zum zweiten Randwertproblem. 71 


Eigenschaften: 

se { 1) a, bin T + S zweimal Holder-stetig differenzierbar, 

1) | 2) a= 0 auf 8S. 

Dann geht (6) iiber in die Integralrelation 

(8) ff {u(a, — b,)— v(a, + b,) — b(u? + v*)} dady+ g b(f(s)+c)ds=0. 
. $ 


Diese ist, angeschrieben fiir alle nach (7) zugelassenen Funktionen a,b, dem 
Randwertproblem R; aiquivalent. Zum Beweis hat man nur partiell zu inte- 
grieren: 
[J {a(—u, + v,) + b(u, + vo, — uw? — v*)} dxdy + 
dz dy 


+ gb eG Ho tede—o 


und die Willkiir von a und b zu beachten. 

Zunichst beweisen wir (ohne Beschrinkung von f’) die folgende Eindeutig- 
keitsbehauptung: 

In der Gesamtheit der Lésungen u(x, y; c), v(x, y; c) aller Randwertprobleme 
i, existiert hichstens ein nicht identisch verschwindendes Paar u,v, d.h. es gibt 
hichstens einen Wert der Konstanten c, fiir den Rt’, lésbar, und zwar dann ein- 
deutig lisbar, ist. 

Fiir die Differenzen 

U =u(2,y;c)—u(x,y;d), V=v(2, y;c)—v(z2, y; d) 

zweier verschiedener Lésungspaare dieser Gesamtheit folgt aus (8) die Inte- 
gralrelation 
Sf {U (az —b, — (u + u) b) —V (a, + 6, + (v + 0) b)} dady+ 
T 


(9) 
+(c—d) fbds=0. 
Ss 


Die Ausdriicke u + % und v + 3 sind dabei als bekannte Funktionen anzu- 
sehen. Der Beweis wird erbracht sein, wenn es gelingt, fiir beliebige in 7’ + S 
Hélder-stetig differenzierbare Funktionen A(z, y), u(x, y) die Funktionen a 
und 6 gemaB (7) als Lésungen des linearen Randwertproblems 


a, —b,—(u+ ti) b= A(z, y) in T, 
(10) a, +b, + (v + 3) b=p(z, y) 


a=0 auf 8, ¢ bds=0 
zu bestimmen. Dann wird aus (9) nimlich die Bedingung 
(11) {[f(UA—V pw) dxdy=0, 
welche wegen der Willkiir L A und yu die Gleichungen 
U=0,V=0 
nach sich zieht. 


Mit der Substitut:on 
(12) b = b- e- P (av) 














72 


JOHANNES und Joacum™ NITSCHE: 


geht das System aus (10) tiber in 


eP a, —b, + {py —(u+ %i)} b = ,e?, 


(13) a heady 

ePa, + b, —{pr—(v + )}b=pe. 
Wegen 
(14) (u + %), = (v+ 0), 


kann man p (2, y) als Lésung der Differentialgleichungen 

Py—(u+u)=0 

Pz — (v + v) = 0 

bestimmen und erhalt dann aus (13) durch Elimination von 6 die selbstad- 
jungierte elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(16) (€? az)z + (€? ay)y = (Ae)z + (ue &)y. 

Die Randbedingung fiir a ist die gleiche wie in (10). Die Lésung a ist also bei 
beliebiger Wahl von A und yu eindeutig bestimmt. 56 ergibt sich dann durch 
Quadratur bis auf eine Integrationskonstante, iiber die wir durch die Forderung 
(17) f bds=0 


(15) 


verfiigen. Damit ist die oben behauptete Eindeutigkeit bewiesen. 

Nun zum Nachweis der Existenzaussage des Satzes! Wir betrachten jetzt 
das folgende mit zwei in T'+ S Hélder-stetig differenzierbaren Funktionen A, x 
angeschriebene lineare Hilfsproblem: 

a, — b, A (z, y) 
(18) a, + b, = (2, y) 
a=0 auf 8, ¢bds=0. 
§ 


in T, 


Seine eindeutig bestimmten Lésungen lauten 
a(x, y) = ff {G2 (x, y; &, n) ACE, n) + Gh (x, y; &n) w(&, n)} dé dn 
T 
19) : as 
( b(x, y) = ff {— G(x, y; €, n) ACE.) + GE(x, 5 &,n) w(&,)} dé dn. 
T 
Dabei bedeuten G! = G1 (zx, y; &, 7) und G* = G*(z, y; &,y) die Greenschen 
Funktionen erster und zweiter Art der Potentialgleichung fiir den Bereich 
T +- 8.3) Einsetzen in (8) liefert 


Sf {urs—vop — (w+ ew) (ff ( + G? uw) dE dn)} dx dy + 
7 i 


(20) 
+ $ (f(s) +¢) Us ( Gi A+ Gi uw) dé dn} ds 0 


oder, nach Vesteusseen der Saneeetieneniie nfolgen wegen der Symmetrie- 
eigenschaft der GrreENschen Funktionen: 


ff A(z, y) {u(x, y) 


1 if Gy (x, y; &, 9) (u® + v®) dE dn) $ Gy (x, y;8) (f(s) + ©) ds} dx dy 
T 8 


(21) - 
~ JJ wl, y) (v(x, y) 
T 


+ (ff G@2(ax, y; &, n) (u®+ v*) dé dn) —g Gi (x, y; 8) (f(s) + ¢) ds} da dy = 0. 
T $ 


) Vgl. P. Frank und R. vy. Mises, Differentialgleichungen der Physik Bd. 1, Braun- 
schweig 1930, S. 700. 
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A und yu waren beliebig wihlbar; die Funktionen wu, v miissen also Lésungen 
der Integralgleichungen 


u(x, y) — Sf Gz, y; &,) (u®? + v*) dé dn + $ G(x, y; 8) f(s) ds 
§ 

v(x, y) =- ff Giz, y; E,n) (u® + v*) dE dn + $ Gi(z, y; 8) f(s) ds 
T 8 


(22) 


sein. Wegen ¢ G?(zx, y; s) ds = 0 konnten die beiden Glieder 
¢ G(x, y;s)ceds und § Gj (x, y; s)ceds 
Ss Ss 


weggelassen werden. 

Wir nehmen nun zunichst an, wir wiren im Besitze der in 7' + S stetigen, 
in 7' stetig differenzierbaren Lésungen u, v von (22). Sie sind offensichtlich 
unabhangig von c. Die Konstante c wird vielmehr erst jetzt durch die Gleichung 


(23) C= ay Uff (ut w) dx dy— $f (o) ds} 
8 

festgelegt. w und v sind, da sich alle Schliisse umkehren lassen, zugleich Lé- 
sungen der Integralrelation (8), in welcher man a und b aber auf die Klasse 
der Lésungen von (18) beschrinken mu8. Die Gesamtheit aller nach (7) zu- 
gelassenen Funktionen erhalt man, wenn man zu den Funktionen 6 dieser 
Klasse noch beliebige Konstanten addiert. Fiir a= 0, b = const geht (8) 
aber in 
(24) ff (w+) dady+ ¢(f(s)+c)ds=0, 

T s 


d. h. die Bedingung (23) iiber. Diese ist somit auf Grund der oben erfolgten 
Bestimmung von c erfillt. Wir kénnen nunmehr sagen, daB u, v bei der ge- 
troffenen Wahl von c Lésungen des Randwertproblems §, sind. 

Wir versuchen zum SchluB, die Integralgleichungen (22) durch sukzessive 
Approximationen, ausgehend von der Anfangsniherung 
(25) u(x, y)=90, v(z,y)=0, 


+* . . . n n . . 
zu lésen, indem wir allgemein u, v nach der Iterationsvorschrift 


u (x, y) ff G(x, 958. n){("u 2? +('v }dédn+$G3 (zx, y;8) f(s) ds 
Ss 


(26) n be n—l n—1 
v(z,y) = —ff Gi(x,y;éEn){(u 2+ (v0 )*}dédn+ G2 (zx, y;s) f(s) ds 
T 8 
bestimmen. Zum Zwecke der Abschatzungen fiihren wir eine Norm 
(27) u,v|= Max (u(z, y)|, \v(z, y)!)) 
(a, y)¢T+S8 


ein. Weiterhin sei die Zahl K so bestimmt, daB in 7’ + 8 
(28) Sf \Gi(x, y; §,)|d& dn sk, ff \Gy(x, y; &,n)\d&dn sk 
T T 
gilt. Nach den von A. Korn‘) gegebenen Abschitzungen gibt es eine von der 


‘) A. Korn, Uber Minimalflachen, deren Randkurven wenig von ebenen Kurven 
abweichen, Abh. Kénigl. PreuB. Akad. der Wissensch., Berlin 1909. 
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speziellen Wahl der Funktion / unabhangige Konstante K, so dab 
(29) G G2(zx, y; 8) f(s) ds\ < K- Max |’ 
f Gy (x, y; 8) {(s)ds < K-Max f’ . 


Dann findet man die Ungleichungen 


..2 1 ° 1 °°. +s 

u,v u—u,v—v|\s K- Max /f’ 
(30) n n—-l n n—1 ‘ n—in—l n-2n—2 m—1 n-2n-1 n-2 
‘ u u,o—vi's2K(iu,vit+iiuw,vi)iiu—w,v—v 


fir n = 2, 3,.. 
Wir zeigen, daB bei hinreichend kleiner Wahl von Max |f’| sich die fiir alle 
n = 2,3,... giiltige Ungleichung 


3 n-1 n-1 n—2 n—2 1 
(31) 2K(iiu,o +i u,v pss 
erreicien laBt. Dazu beschrainken wir Max |/'| gemaB 
1 

32 Max |/’| < =<. 
(32) "s 16KA 
Unter Beriicksichtigung von 

aon Ld y y—l1 » y—l1 
(33) u,viis DS \l\u— uw ,w— vo 

v=1 


ergibt sich dann durch vollstandige Induktion tatsichlich, daB 

nn l 
(34) u,v Sex’ e=1,2,... 
und damit (31) gilt. Die Iteration (26) konvergiert also und liefert eindeutig 
bestimmte Lésungen u, v der Integralgleichungen (22), welche in T + S stetig 
und in 7 stetig differenzierbar sind. Hiermit ist alles bewiesen. 


( Eingegangen am 30. Juli 1952.) 


DrIxMIER, J. 
Math. Annalen, Bd. 126, 8S. 75—78 (1953). 


Sur une inégalité de E. Hernz. 
Par 


J. Dixmier & Dijon. 


Dans un mémoire récent ({[{1], Satz 1 et Satz 4), E. Hernz a démontré le 
théoréme suivant: 

Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints => 0 dans un espace hilbertien 
complexe H. Soit Q un opérateur linéaire continu tel que \\Q x\|<|| B x|| et 
QO*y|\S\|A y|| pour x€H et y<H. Alors, quels que soient x <H, y<H et 


le nombre réel vy, OS »y <1, ona: 
KQ xz, y)| = (1+/|2 »—1))|| B’a||||A'-” yl. 


En outre, lorsque Q est auto-adjoint, on peut supprimer le facteur 1 +\2 »y — 1). 

(En fait, E. Herz énonce son théoréme pour des opérateurs non néces- 
sairement continus; mais le passage 4 ce cas plus général est facile, et nous 
nous limiterons dans ce qui suit 4 des opérateurs continus.) 

Nous allons montrer que le facteur 1 + |2 »— 1| peut étre omis méme si 
Q n’est pas auto-adjoint. La méthode, entiérement différente de celle de [1] 
et un peu plus rapide, conduit d’ailleurs 4 une généralisation du théoréme de 
E. Herz aux formes multilinéaires. 

Aprés la préparation de ce mémoire, E. Hemnz m’a communiqué un mé- 
moire de T. Kato [2], dans lequel l’auteur montre également que le facteur 
1+/2y—1| peut étre omis. La méthode, plus longue que celle du présent 
mémoire, ne semble pas se généraliser aux formes multilinéaires; par contre, 
elle conduit 4 d’autres extensions (cf. la Remarque finale de [2]) que ne peut 
donner notre méthode. 

Nous notons R l’ensemble des nombres réels, et R*. l'ensemble des nombres 
réels > 0, munis de leurs topologies usuelles. 


Lemme 1. Soit f (z,, 2, ..-, Zn) = 0 wne fonction entiére de n variables com- 
plexes. Soit K un ensemble borné dans l’ espace produit (R*.)". Soient A,, Ag, .--, An 
des constantes > 0. Pour tout systéme (r,,72,.--; r,) de nombres réels, soit 
M (r,, 1%, ---,1%n) la borne supérieure, évidemment finie et > 0, de |f| quand le 
point (A;'|z,|, As'|z|,..-, 1," \z_\) appartient 4 K. Alors, log M (r,, 12, -- +; Tn) 
est une fonction convexe de (1r,, T2, - - -; Tn): 


Ce lemme résulte aussitét du théoréme général de THortn [4] (& condition 
de noter, ce qui est évident, qu’on peut, dans [4], remplacer les applications 
linéaires homogénes L par des applications linéaires affines). Pour étre com- 
plet, nous donnerons & la fin de l’article une démonstration élémentaire du 
lemme 1, qui suit pas a pas celle de [3] (cas particulier, d’ailleurs, de celle de 
THORIN). 
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Lemme 2. Soient H,, H,,..., H, des espaces hilbertiens complexes de di- 
mensions finies. Soit A, un opérateur auto-adjoint = 0 dans H,(1 < p< n). 
Soit F(a,, 2%2,..., %,) une forme multilinéaire dans H, x H,x...x H,. Pour 
tout systéme (r,,1,...,%) de n nombres = 0, soit M(r,,72,..., Tn) la borne 

r 
supérieure de |F\ lorsque x,, %,..., %, varient de telle sorte que \\ A,’ x,\|< 1 
(lspsn). Alors, log M(r,,r,,..., rp) est une fonction convexe (éventuelle- 
ment infinie) de (r,, 72, - - «5 Tn)- 

En effet, choisissons dans chaque H, une base orthonormale (ef, eb,...,&) 

P 
4 D +s 
telle que A, e=-Me(lsas @,;lspsn). Soient (zt, Ze,-- +» Zor) les 


P D ° on. 2.8 
coordonnées de x, par rapport aux e2. Alors, F est une fonction multilinéaire 


ie . 
S*((An)’P 2h}? 


—_ { * i 
1 


des variables complexes z%. La condition A ty||S 1 s’écrit 
a 
1. Si tous les A? sont > 0, les conditions du lemme 1 sont remplies 
(a condition que F + 0; mais si F = 0, le lemme est immédiat), de sorte que 
log M(r,,72,-.-.-,1%,) est une fonction convexe de (r,,7.,...,7%,). Dans le 
cas général, soit e un nombre > 0, et soit M(r,,7r,,..., 1%, €) la borne supé- 
rieure de | F| lorsque 2x, , ,,..., %, varient de telle sorte que ||(A,+ e)'? Ly|| S 1 
(lspsn). Alors, log M(r,,7r,,...,17,,€) est une fonction convexe de 
(71, T2,--+, Tn); et log M(r,,7r2,..., 7) est la limite de la suite croissante 
des fonctions log M (r,, 72, ..-.,%,, 1/k) (k= 1, 2,...). 


Lemme 3. Supposons que, H,, A,, F ayant les mémes significations qu’au 


lemme 2, on ait, quels que soient x, < H,, x, < H,,..., %,€ Hy 
FP (x, , Sas + + +5 Sa)| Se Ay Sai Sell -- - Sen 
P(x, Say - +s Sq)i BU 4e Zell - - - Sn 
P(x, , Zqy - - +5 Sm)| S| 2q|||| Zel|- - - An Se 
Alors, 81 r,, f2,..., Tn sont des nombres = 0 tels que r,+12+°*++7,=1, ona 
F (x, , %_,---, 2)| S|] Ai’ z,|I|| AZ zql|.- . As Zn|| 
En effet, on a, avec les notations du lemme 2, M(1,0,...,0)s 1, 
if 9 eee, Ft lL ee ae Oe ee Ea 
rp 2O(LS pSn) et r,+7,+...+7,=1. Par suite, si || Aj z,||< 1,|| Az 2, 
ia acid A” Z,_\|S 1, on a |F(2,, 2,..., 2%,)|S 1. Le lemme s’en déduit 


aussitét par linéarité. 
Théoréme: Soient H,, H,,..., Hp des espaces hilbertiens complexes. Soit Ay 
un opérateur auto-adjoint >0 dans H,(lsp<n). Soit F(x,, %,..-, Ln) 


une forme multilinéaire dans H, x H,x ... x Hy, telle que 
FP Sg Say «+ +> Sa) BAS Seall- + - Sen 
F (2,, %,-- +, ®q)| S|] %|||] Ag%el]- - - |i Zn 
PF (x, , %,-- +; Zm)| S| 2%|||| Zqll . - - || Anta 
Alors, si r,, To, ..., T, sont des nombres = 0) tels que 7, + fot +++ +7 l,ona 
1>/2 n q 1 2 n 


+ r ls Tn 
FP (x, , %y,-- +, Zp)| S| Ay %,|||| Ag tell- > * || An Zn 
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En effet, d’aprés ta théorie spectrale, A, est limite uniforme d'une suite 
décroissante d’opérateurs auto-adjoints A,, permutables 4 A, , dont le spectre 
se réduit 4 un nombre fini de points. On a 


al 
4 See En)| S || Ay, %|| || Wali. - - || ey 


Pig, Mes. >; Ln)| S || 2, !||| eel]. . - || Ane tn 
pour tout vy. Pour |= p<vn, » fixé, il existe un sous-espace H), de H,, de 
dimension finie, contenant x,, et stable pour A,,. Appliquant le lemme 3 aux 
espaces H),, aux restrictions des A,, aux H), et a la restriction de F a Hj 
H>x... Hj), on obtient 


7 ry Ys Tn 
a et Ln)| S || Ar’, 2|||| As’, %q||..- || Anv 2p 
Faisant tendre y vers l’infini, on arrive a l’inégalité du théoréme. 
Remarque 1. Il est facile de passer ensuite au cas ott A, fa d EY, peut 
0 
étre non continu. On considére, pour 1 < p < 2, les restrictions des A, aux 


E* (H); on leur applique le théoréme, et on fait tendre 4 vers ©, 
Corollaire: Soient H un espace hilbertien complexe, A et B deux opérateurs 

auto-adjoints =0 dans H, Q un opérateur linéaire dans H tel que ||\Q x\\<||Ba 

t || Q*¥ y||<||A y|| pour x< Het y<H. Alors, quels que soient x¢ H, y<H 


et le nombre réel v, OS y= 1, ona 


(Q x, y>| S| B’x||||A'~"y 

En effet, soit H* l’espace hilbertien ,,conjugué“ de H, c’est-a-dire l’espace 
H muni des opérations (x, y)>x+ y, (A, x)+Ax2, et du produit scalaire 
(x, y)><y, x). Alors B (resp. A) est un opérateur auto-adjoint > 0 sur H 
(resp. H°), et (x, y)>+ <Q x, y) est une forme bilinéaire sur H x H*. On a 
(Qa, y)\S\\Qx\\\\y||S\|Baxi\\\y), et (Qa, y) (x, Q* y)| S|\a\|||Q* y 

x\|||A y|| quels que soient « < H et y<H°. Ii suffit done d’appliquer le 
théoréme précédent. 

Remarque 2. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints => 0 sur un es- 
pace hilbertien complexe H, et supposons A <= B. On a|| A! 2)?= (A a, 2): 
(B 2, 2) B'2z)\\?, et ||(A'/*)* y|| < || B'*y)|| pour tout z <H et tout y<H. 
Appliquant le corollaire, avec vy = 1/2, on obtient: 

(Al2z, 2) S|| BY 2)||| BY4ax (B'2 x, 2) 
done A'/? < B'?. Ce résultat est un cas trés particulier du Satz 2 de [1]. 

Démonstration du lemme 1: Supposons d’abord que les différentes fonctions 
coordonnées aient, dans K, une borne inférieure > 0, et que K soit fermé. 
Alors, l’application (x;)— (log z;) de (R*.)" dans R” transforme K en un en- 


semble compact K’. Posons 4,=e? (lS psn). Soient 2, 2,...,% Tr» Vy 
Yo, -- + Yn des variables réelles, et posons ~((x,, Yp, Tp)) = F((é 7p— "pp ¥py). 
Alors, M(r,, 72, ..-,%») est aussi le maximum de |q| lorsque (2,, 72, ..., : v,) 
K’ et que y,<[—2,+2] pour p=1,2,...,m, car i? ep pp 
e“v"» *p~“p"» — e*» Tl faut montrer que, si a See ry) 
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sont deux systémes de n nombres réels, la fonction d’une variable réelle 
t-log M(r,+tri, re+tr2,...,%+tr,) est convexe. Pour cela, il suffit de 
montrer que, si h est un nombre réel quelconque, la fonction log M(r,+trj,..., 
r,+tr,) + ht, considérée dans un intervalle [a, 6], atteint sa borne supé- 
rieure en |’un au moins des points a,b. Raisonnons par |’absurde: supposons 
que la fonction M(r,+ tri, r.+ tro, ...,%+ trp) e, considérée dans [a, 5], 


n’atteigne sa borne supérieure ni en a, ni en 6, mais en un point ¢,. On peut 
évidemment supposer t,= 0. Comme XK’ est compact ainsi que l’intervalle 


[— x, + 2], il existe un point (c,, ¢,,..., c,) < K’ et des nombres d,, d,,..., d, 
dans [— 2, + 2], tels que |((c,, dp, Tp)) M (r,,%:,-+-+>%,). Posons: 

yp (t) g ((¢p, dp, lp } t r,)) e* f((e? Py" p Myth + ‘4yy) ert 
On a | y(t) y(0)| pour |¢| assez petit, et y n’est pas constante. Rempla- 


cons t par u + iv (u et v réeis), ce qui ne fait pas de difficultés puisque f est 
» . os ° ¢c u u,tiu+i(d lev . 
une fonction entiére. Ona p( u+iv) f((e p “p'p~"*p"p td — Hp" p* )) ehu pihv 


done |y(u + iv)|S|p(0)| pour |u| assez petit et v quelconque. Donec y est 
constante, ce qui est contradictoire. Si maintenant K n’est pas fermé, on 
peut le remplacer par son adhérence K sans changer M(r,, r2,..., r,). Enfin, 


si la borne inférieure des fonctions coordonées sur K n’est pas positive, re- 
marquons que K est réunion d’une suite croissante d’ensembles K,, tels que, 
pour chaque n, la borne inférieure des fonctions coordonnées sur K,, soit > 0; 
alors, log M(r,,72,...-, r,) apparait comme |’enveloppe supérieure d’une suite 
de fonctions convexes, done est convexe. 
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( Bingegangen am 21. Oktober 1952.) 


BACHMANN, F. 
Math. Annalen, Bd. 126, 8. 79—92 (1953). 


Eine Kennzeichnung der Gruppe der gebrochen-linearen 
Transformationen. 
Von 


Frreprich BACHMANN in Kiel*. 


Nachdem HJELMSLEV in seinen Untersuchungen zur ebenen metrischen 
Geometrie gezeigt hatte, wie fruchtbar das Rechnen mit Spiegelungen ist, hat 
ARNOLD ScumiptT die ebene absolute Geometrie aus den rein gruppentheoreti- 
schen Tatsachen, daB eine von involutorischen Elementen erzeugbare Gruppe 
vorliegt, deren involutorische Erzeugende gewissen Axiomen geniigen, ent- 
wickelt'). 

Setzt man sich das Ziel, weitere geometrische Transformationsgruppen in 
entsprechender Weise zu charakterisieren, so wird die Gruppe L(K) aller 
gebrochen-linearen Transformationen 
(*) X’= (AX + B) (CX + DD) mit AD— BC+0 
iiber einem beliebigen Kérper K von Charakteristik + 2 besonderes Interesse 
verdienen, da sie die Gruppe der Projektivititen auf der Geraden, und auch 
die Gruppe der Projektivitaten, die einen nicht ausgearteten Kegelschnitt in 
sich iiberfiihren, darstellt und durch Spezialisierung zur Bewegungsgruppe 
einer ebenen hyperbolischen Geometrie und zur Gruppe der direkten Kreis- 
verwandtschaften fiihrt. 

Im folgenden soll diese Gruppe als eine abstrakte, aus ihren involutorischen 
Elementen erzeugbare Gruppe durch Axiome, denen die involutorischen 
Elemente geniigen, gekennzeichnet werden. 

Wir beginnen mit der Angabe des Axiomensystems (§ 1) und betrachten 
eine beliebige Gruppe G, die dem Axiomensystem geniigt. In @ lassen sich 
die Involutionen zu Biischeln zusammenfassen, unter denen wir ordinare und 
singulire unterscheiden (§ 2). Die singuliren Biischel nennen wir kurz Punkte. 
fiihren eine Punktrechnung ein und zeigen, daB die Punkte einen Kérper von 
Charakteristik + 2 bilden (§ 3). Die durch G induzierten Punktabbildungen. 
welche eine zu G isomorphe Gruppe bilden, erweisen sich als die Transfor- 
mationen (*) iiber diesem Kérper (§ 4). 

DaB umgekehrt jede Gruppe L(K) dem Axiomensystem geniigt, laBt sich 
mit elementaren Schliissen der Linearen Algebra bestiatigen (§ 5). Im Zu- 
sammenhang mit diesem Nachweis gehen wir kurz ein auf die Deutung der 
Gruppe L(K) als Gruppe der projektiven Kollineationen, die einen Kegel- 

* ArnoLp Scumipt zum 50. Geburtstag gewidmet. 

1) ARNOLD Scumipt, Die Dualitét zwischen Inzidenz und Senkrechtstehen in der ab- 


soluten Geometric. Math. Ann. 118, 609—625 (1943), und F. Bacumann, Zur Begriindung 
der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Math. Ann. 123, 341 —344 (1951). 
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schnitt in sich iiberfiihren*), da es von Vorteil ist, fiir eine geometrische 
Veranschaulichung unseres axiomatischen Aufbaues diese Deutung heranzu- 
ziehen; z. B. entsprechen die singuliren Biischel in dieser Deutung den 
Punkten des Kegelschnitts. 

Im Anhang wird eine Bemerkung iiber die Bewegungsgruppe einer ebenen 
elliptischen Geometrie gemacht, die sich, wie ARNOLD Scumupt gezeigt hat, 
besonders einfach durch Eigenschaften ihrer involutorischen Elemente cha- 
rakterisieren liBt*) und fiir die R. Barr Kennzeichnungen von einer Reihe 
von verschiedenen Standpunkten angegeben hat‘). 

§ 1. Das Axiomensystem. 

Grundannahme. Es sei G eine Gruppe, in der jedes Element als Produkt 
von zwei involutorischen Elementen darstellbar ist. 

Die involutorischen Elemente aus G seien mit kleinen lateinischen, be- 
liebige Elemente aus G mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet'). 

a, B mégen verbindbar heiBen, wenn ein v existiert, so daB av und fv 
involutorisch sind. 

Axiom 1. Ista + b und sind abc, abd involutorisch, so ist acd involutorisch. 

Axiom 2. Es gibt a, b, welche nicht verbindbar sind. . 

Axiom 3. Sind weder a,b noch c,d verbindbar, so sind ab, cd verbindbar. 

Axiom 4. Sind weder a,b noch a,c noch a,d verbindbar, so ist abc oder 
abd oder acd involutorisch. 

§ 2. Biischel von Involutionen. 

Wir fiihren in G zunichst Biischel von Involutionen ein, durch eine Klassen- 
bildung, die darauf beruht, daB die dreistellige Relation 
(1) abc ist involutorisch 
reflexiv, symmetrisch und transitiv in folgendem Sinne ist. (1) gilt stets, 
wenn a, b,c nicht alle verschieden sind; z. B. ist aba stets involutorisch, da 
das Transformierte einer Involution eine Involution ist. Gilt (1), so ist auch 
jedes Produkt involutorisch, das aus dem gegebenen durch eine Vertauschung 
der Faktoren hervorgeht; z. B. ist, wenn (1) gilt, cba = abc, und bac = c(cbha)c 
als Transformierte einer Involution involutorisch. Wahrend also die Reflexivi- 
tat und Symmetrie der Relation (1) in jeder Gruppe gelten, wird die Tran- 
sitivitat durch Axiom | ausgesprochen. Als Folgerungen gelten®): 

*) O. VeBLeEN and J. W. Youne, Projective geometry I (1910), Chap. VIII; IT (1918), 
$ 108 Zitiert als VY. 2 

*) ARNOLD Scumipt, a. a. O. und Uber die Bewegungsgruppe der ebenen elliptischen 
Geometrie. J. reine angew. Math. 186, 230—240 (1949). 

‘) R. Baer, The group of motions of a two dimensional elliptic geometry. Compo- 
sitio mathematica 9, 241—288 (1951). 

5) » ist stets als lateinischer Buchstabe zu lesen. Die involutorischen Elemente 
definiert als die Elemente der Ordnung 2 nennen wir auch Involutionen. 

*) Satz 1 ist der grundlegende Satz von den drei Spiegelungen a, b, c in seiner allge- 
meinen Form, Satz 2 die Umkehrung. Setzt man in Satz | fiir a speziell a’ und in Satz 2 
fiir a’ speziell a, so kénnen die Voraussetzungen, daB a’ b’ a’, ab’ a involutorisch sind, als 
allgemeingiiltig weggelassen werden, und die entstehenden Aussagen stellen beide das 
Axiom 1 dar. Sowohl Satz | als Satz 2 hat also Axiom | zur Folge; und da im Text das 
Umgekehrte gezeigt wird, sind Axiom 1, Satz 1, Satz 2 drei Aussagen iiber die involutori- 
schen Elemente, die in einer beliebigen Gruppe untereinander aquivalent sind. 
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Satz l. Ist a’+b' und sind a'b'a,a'b'b,a'b'c involutorisch, so ist abc 
involutorisch. 


Satz 2. Ist a+b und sind a'b'a, a'b'b, abc involutorisch, so ist a’'b'c in- 
volutorisch. 


Beweis von Satz 1. Wegen a’+ 6’ kann a nicht sowohl gleich a’ als gleich 
b’.sein. Da a’ und 6b’ in dem Satz gleichberechtigt auftreten, diirfen wir a + a’ 
annehmen. Aus a’+ b’ und a’ b’a,a‘b’b involutorisch folgt nach Axiom 1, 
daB a’ab involutorisch ist, und ebenso aus a’+ b’ und a’ b’a, a’ b’c involutorisch, 
daB a’ac involutorisch ist. Mit a’ab, a’ac sind auch aa’b, aa'c involutorisch, und 
hieraus folgt wegen a + a’ nach Axiom 1, daB abc involutorisch ist. 

Beweis von Satz 2. Fiir a’= b’ ist die Behauptung trivial. Da also a’ + b’ 
angenommen werden darf und a’b’a, a’b’b nach Voraussetzung involutorisch 
sind, ist nach Axiom | a’ab, und entsprechend 6’ab involutorisch. Da also 
auch aba’, abb’ involutorisch sind und da nach Voraussetzung a + 6 und abc 
involutorisch ist, ist nach Satz 1 a’b’c involutorisch. 

Ist a + 6, so verstehen wir unter dem durch a, b bestimmten Biischel J(ab) 
die Gesamtheit der Involutionen c, fiir die (1) gilt’). Es gilt nun der Satz, 
daB jedes Biischel durch je zwei seiner Involutionen eindeutig bestimmt ist: 

Satz 3. Ausa+bunda,b¢ J(a'b’) folgt J(a'b’) = J(ab). 

Der Satz besagt: Ist a + b, a’+ 6b’ und sind a’b’a, a’b’b involutorisch, so 
folgt fiir beliebiges c daraus, daB a’b’c involutorisch ist, daB abc involutorisch 
ist, und umgekehrt. Das sind aber die Aussagen von Satz 1 und 2. 

Unter der Voraussetzung a, b,c ¢ J(a’b’) ist abc nach Satz 1 eine Invo- 
lution. Fiir diese Involution gilt dann auch: abc ¢ J(a’b’). Ist a = b, so folgt 
diese Behauptung unmittelbar aus der Voraussetzung c¢ J(a’b’). Ist a + b, 
so folgt aus den Voraussetzungen a, b € J(a’b’) nach Satz 3 J(a’b’) = J(ab); 
und da ab (abc) = abcba involutorisch ist, also abc¢J(ab) gilt, ergibt sich 
abc € J(a'b’). 

Ein Biischel ist nach dem so ergiinzten Satz 1 eine, nach Satz 2 maximale, 
Menge von Involutionen aus G mit der Eigenschaft, daB das Produkt von je 
drei Involutionen der Menge wieder zur Menge gehért. 

Diese Einfiihrung des Biischelbegriffs ist in jeder Gruppe médglich, deren 
involutorische Elemente dem Axiom | geniigen. Machen wir nun von der 
Grundannahme Gebrauch, nach der jedes Element der von uns betrachteten 
Gruppe als Produkt von zwei Involutionen darstellbar ist, und definieren wir, 
fiir jedes «+1, J(«) als die Menge der Involutionen c, fiir die xc involutorisch 
ist, so ist J(«) ein Biischel. Wir kénnen die Satze 1—3 daher auch in folgender 
Form aussprechen : 

Satz 1’. Aus a,b,c ¢€ J(a) folgt abc € J(«). 

Satz 2’. Aus a+ b und a,b € J(a) und abc involutorisch folgt c € J(«). 

Satz 3’. Aus a+b und a,b¢J(a), J(f) folgt J(a) = J(). 

v heiBt eine Verbindung von a, B, wenn av und fv involutorisch sind, d. h. 
fiir x, 8 +1, wenn v den beiden Biischeln J(«), J(8) angehért. v ist dann auch 


*) Das J-Symbol iibernehme ich aus der angefiihrten Arbeit von R. Barr. 
Mathematische Annalen. 126. 6 
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eine Verbindung aller «’, 8’ mit J(«’) = J(«), J(p’)=J(B). Wir werden daher 
eine Involution v mit v € J(«), J(f) eine Verbindung der beiden Biischel nennen. 
Satz 3’ lehrt: 
Satz 3”. Zwei verschiedene Biischel haben hichstens eine Verbindung. 
Neben der Relation (1) ist die zweistellige Relation 


(2) ab ist involutorisch 


von Bedeutung. Sie ist gleichwertig mit: a,b kommutieren und es ist a + b. 
Sie ist symmetrisch. Mit dem J-Symbol schreiben wir b € J(a), oder gleich- 
wertig a € J(b). 

Jede Involution g bestimmt ein Biischel J(g), bestehend aus den c, fiir 
die gc involutorisch ist. Es gilt: 

Satz 4. Aus J(g) = J(g’) folgtg =q’. 

Beweis. Wird, entsprechend der Grundannahme, g= ab gesetzt, so gilt a+b 
und a, b€J(g), und nach Voraussetzung auch a, 6¢ J(g’), so daB also auch ag’, 
bg’ involutorisch sind. Man kann daher aus a+b und a,b¢€J(g) und der 
Gleichung ab (bg’) = ag’ nach Satz 2’ schlieBen, daB bg’ ¢ J(g) gilt, d.h. daB 
gg’ 6 involutorisch ist. Wire nun g +g’, so wiirde aus g, g’¢ J(b) und gg’ b invo- 
lutorisch wiederum nach Satz 2’ folgen, daB b¢ J(b) gilt. Das ist unméglich. 

Wir nennen ein Biischel J(«) ordindr, wenn ein g existiert, so daB J(«) 
= J(g) ist, sonst singulér. Ist J(x) = J(g), so kann g als der, nach Satz 4 
eindeutig bestimmte involutorische T'rdger des ordindren Biischels J(«) be- 
zeichnet werden. Es besteht also eine eineindeutige Beziehung zwischen den 
ordinaren Biischeln und den einzelnen involutorischen Elementen als Tragern. 

Wir geben einige weitere Kennzeichnungen der ordinéren und singularen 
Biischel. Unmittelbar ergibt sich: 

Satz 5. a) Je zwei verschiedene Involutionen eines ordindren Biischels sind 
verbindbar, je zwei verschiedene Involutionen eines singuléren Biischels sind 
nicht verbindbar. b) Ein ordindres Biischel enthilt Involutionen, fiir die (2) gilt, 
ein singuléres nicht. 

Beweis von a): Es sei J(a) das gegebene Biischel und a,b¢€J(a) mit 
a+b; nach Satz 3’ ist dann J(«) = J(ab). Ist nun J(ab) = J(g) ordinar, 
so sind a,b¢€ J(g), also ag, bg involutorisch, d.h. g ist eine Verbindung von 
a,b. Und umgekehrt: Ist v eine Verbindung von a, b, so sind av, bv involu- 
torisch, also a, b € J(v) und nach Satz 3’ J(ab) = J(v) ordinar. 

Beweis von b): Fiir ein ordinéres Biischel J(g) setze man, entsprechend 
der Grundannahme, g = ab; aus dieser Gleichung folgt a,b¢J(g) und ab 
involutorisch. Umgekehrt: Aus a,6¢J(«) und ab=s involutorisch folgt 
a + b, und nach Satz 3’ J(a) = J(ab) = J(s) ordinar. 

Wir schreiben y~'a y = a’. Ein Element y transformiert jedes Biischel 
in ein Biischel: J(«)” = J(«”), und zwar ein ordinares in ein ordinéres, ein 
singulares in ein singulires. 

Ein weiterer Unterschied zwischen den ordinaéren und den singularen 
Biischeln ergibt sich, wenn man nach den Involutionen fragt, die ein Biischel 
in sich transformieren. Zunichst wird jedes Biischel durch jede seiner In- 
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volutionen in sich transformiert: Aus c € J(«) folgt J(a)’ = J(«). (Es sei 
ac involutorisch. Ist dann «°s involutorisch, so ist c acs = cca-!s = a-18 
involutorisch, und also «s involutorisch; und dieser SchluB ist umkehrbar.) 
Fiir singulare Biischel gilt auch die Umkehrung dieser Tatsache: 

Satz 6. Hs sei J(a) singulair. Aus c€ J(«) folgt J(«)° = J(«), und umgekehrt. 

Beweis der Umkehrung. Angenommen, es ist J(«)*° = J(«) und c¢ J(a). 
Es sei s eine beliebige Involution mit s € J(«). Wegen s°¢ J(a)*, J(a)° = J(a) 
ist auch s*€ J(a). Aus s, s°€ J(a) und c¢J(a) und ss*c = secs involutorisch 
folgt nach Satz 2’ s = s°. c muB also J(«) elementweise in sich transformieren. 
Es wire daher, wenn J(«) = J(ab) gesetzt wird, a®° = a, b° = b, und also ac, 
be involutorisch, also a, b € J(c), und nach Satz 3’ J(ab) = J(c) ordiniar. 

Im Gegensatz hierzu wird ein ordinires Biischel auch durch seinen Trager 
in sich transformiert. Die Umkehrung lautet hier: Aus J(g)* = J(g) folgt 
c= g odercé€ J(g). Denn aus J(g°) = J(g) folgt nach Satz 4 g° = g; und diese 
Gleichung gilt erstens, wenn c = g ist, und bedeutet zweitens im Falle c + g, 
daB gc involutorisch ist, also c € J(g) gilt. 

Aus Satz 6 ziehen wir die 

Folgerung. Ist J(a) ein singulires Biischel, dem a angehért, und c € J(a), 
so ist J(ax)° ein von J(a) verschiedenes singuliires Biischel, dem a angehért. 

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt c ¢ J(«); denn c, a €J(a) und 
c € J(a) wiirde nach Satz 5b der Singularitaét von J(«) widersprechen. J(«)° 
ist ein singulares Biischel, welches daher nach Satz 6 von J(a) verschieden 
ist, und dem a* = a angehort. 

Wir nehmen nun die Axiome 2—4 hinzu. Da nach Satz 5a zwei Involutionen 
dann und nur dann nicht verbindbar sind, wenn sie ein singulires Biischel 
bestimmen, geben die Axiome die folgenden Satze iiber die singularen Biischel: 

Satz 7. Es gibt wenigstens ein singulires Biischel. 

Satz 8. Zwei singulére Biischel sind stets verbindbar. 

Satz 9. Eine Involution gehért hichstens zwei singuliren Biischeln an. 

Beweis von Satz 9. Es seien J(ab), J(ac) zwei verschiedene singulire 
Biischel, denen a angehért. Wegen der Verschiedenheit ist abc nach Satz 3’ 
nicht involutorisch. Ist nun auch J(ad) ein singulires Biischel, dem a ange- 
hért, so ist nach Axiom 4 abd oder acd involutorisch, d.h. d¢J(ab) oder 
d¢€ J(ac), also nach Satz 3’ J(ad) = J(ab) oder J(ad) — J(ac). 

Wir beweisen nun einige Erweiterungen dieser unmittelbar aus den Axio- 
men folgenden Satze. 

Satz 10. Es gibt wenigstens vier verschiedene singulére Biischel. 

Beweis. J(ab) sei das nach Satz 7 existierende singulire Biischel. Nach 
Satz 6, Folgerung gibt es ein singulires Biischel J(«)+J(ab) mit a€ J(«), und 
ein singulares Biischel J(8) + J(ab) mit b«€ J(8); es ist dann nach Satz 3’ 
a¢J(8). Daher ist J(«)+J(f). Man betrachte nun das singulare Biischel J(£)*. 
Es ist J(8)*+ J(ab), J(«), J(B). Denn aus a¢J(f) folgt erstens a*= a¢J(B)*, 
also, da a€ J(ab), J(a) gilt, J(B)*+ J(ab), J(a), und zweitens nach Satz 6 
J(By'+ J(B). 

6* 
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Satz ll. Ist J(a) singulér und c¢J(a«), so sind J(a), J(c) verbindbar. 

Zum Beweis betrachte man das Biischel J(«)°. Esist nach Satz 6 von J(«) ver- 
schieden. Es sei v eine Verbindung dieser beiden Biischel : v¢ J(«), J(«)* (Satz 8). 
Durch Transformation mit c ergibt sich: v°¢J(a)*, J(«). Daher ist nach Satz 3’ 
v=v' und also, wegen c+», cv involutorisch, d. hh. v¢J(c). Also gilt vé J(«), J(c). 

Aus Satz 6, Folgerung und Satz 9 folgt 

Satz 12. Gehért a einem singuliren Biischel an, so genau einem zweiten, 
und mit a = v die erste Teilaussage von 

Satz 13. J(a), J(B) seien verschiedene singulére Biischel und v thre Ver- 
bindung. Aus c € J(v) folgt J(a)° = J(B), und umgekehrt. 

Be weis der Umkehrung. Aus J(«)*° = J(8) folgt wie im Beweis von Satz 11, 
daB c die Verbindung v der beiden Biischel J(«), J(f) in sich transformiert: 


v’ =v. Ferner ist c+ v(denn J(a)° =J(8)+J(a), J(a)® =J(«)). Daher gilt c¢J(v). 


§ 3. Punktrechnung. 

Die singuléren Biischel nennen wir kurz Punkte und bezeichnen sie mit 
groBen lateinischen Buchstaben (auBer G,J, K, LZ). Fiir die Punkte gelten 
die folgenden Siatze: 

Satz 6’. AuscéA folgt A° = A, und umgekehrt. 

Satz 8’. Zwei verschiedene Punkte sind stets eindeutig verbindbar. 

Satz 10’. Es gibt wenigstens vier verschiedene Punkte. 

Satz 11’. Ist c¢ A, so sind A, J(c) eindeutig verbindbar. 

Satz 12’. Gehért a einem Punkt an, so genau einem zweiten. 

Satz 13’. Sei A+ B und wv die Verbindung. Aus c€ J(v) folgt A° = B, 
und umgekehrt. 

Grundlegend fiir die folgende Punktrechnung ist der Satz, daB es genau 
eine Involution gibt, die zwei gegebene Punktepaare vertauscht: 

Satz 14. Sind A, B+ U, V, 80 gibt es genau eine Involution s mit A* = B, 
U* = V. 

Beweis. Ist zunichst A = B, U = V, so sind die Bedingungen fir s 
nach Satz 6’ aquivalent zu: s¢ A, U, d.h. s ist eine Verbindung von 4A, U. 
Wegen A + U gibt es nach Satz 8’ genau ein solches s. 

Ist etwa A + B, U = V, und ist v die Verbindung von A, B, so sind die 
Bedingungen fiir s nach Satz 13’ und 6’ dquivalent zu: s¢J (v), U, d.h. 
8 ist eine Verbindung von J (v), U. Es ist nach Satz 12’ v¢ U; denn v gehért 
A, B mit A+ B an, und daher keinem weiteren Punkt. Also sind J (v), U 
nach Satz 11’ eindeutig verbindbar. 

Ist A + B, U + V, v die Verbindung von A, B und w die Verbindung von 
U,V, so sind die Bedingungen fiir s nach Satz 13’ aquivalent zu: s € J(v), 
J(w), d. h. s ist eine Verbindung von J(v), J(w). Es ist J(vw) ordinar, nach 
Satz 12’: da v, w verschiedenen Punktepaaren angehéren, ist zunichst v + w; 
und wire J (vw) singulir, so wire dies ein Punkt, dem v, w beide angehéren. 
Also gibt es nach Satz ia eine Verbindung von », w, also von J(v), J(w), und 
diese ist, da aus v + w nach Satz 4 J(v) + J(w) folgt, nach Satz 3” eindeutig. 
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Wir fahren nun nach dem Vorbild von VY I, §'81 eine Punktrechnung ein. 
Hierzu zeichnen wir zwei verschiedene Punkte O und U aus; ihre Verbindung 
sei o. Wir erklaren fiir die Punkte + U eine Addition, mit Hilfe der Involu- 
tionen, welche U in sich transformieren (nach Satz 6’ sind dies die Involutionen 
aus U). Fir A, B+ U definieren wir: 

A + B ist der Punkt, in den O durch diejenige Involution transformiert wird, 
welche U in sich und A in B transformiert (Satz 14), also: 

(1) Ist a die Involution mit U*= U, A*= B, so ist A+ B= 0". 

Die Addition ist stets eindeutig ausfiihrbar; es ist A + B+ U. Die Addi- 
tion ist nach Definition kommutativ. O ist ein Nullelement. <A? ist zu A 
entgegengesetzt und wieder + U. Es ist A°= A nur fiir A =O; denn aus 
A° = A folgt nach Satz 6’ o¢€ A, also da dann 0¢€ A,O, U und A,O+U gilt, 
nach Satz 12’ A=0O. Ferner gilt das assoziative Gesetz, da fiir die Involu- 
tionen aus U Satz 1’ gilt: 

Seien A, B,C + U und a,b,c die Involutionen, die U in sich transfor- 
mieren und 


(2) A*=B, B=C, C=A+B 
erfiillen. Aus diesen Relationen folgen, auf Grund von (1), die weiteren 
(3) A+B=0, B+C=0, (A+B)+C=0@. 


abc ist eine Involution, und daher c = abcab. Aus den Gleichungen (2) und 
den beiden ersten Gleichungen (3) folgt 

Atbeab — Bocab — (ead (A -- By —- 0 — B 4- O. 
Es gilt also A°= B+ C, und daher nach (1) 4+(B+C)=0O°. Aus dieser 
und der dritten Gleichung (3) folgt die Behauptung. 

Die Punkte + U bilden also hinsichtlich der Addition eine abelsche Gruppe, 
mit A+ A=O uur fiir A =O. 

Wir erkléren nun fiir die Punkte +0, U eine Multiplikation, mit Hilfe 
der Involutionen, welche O und U vertauschen (nach Satz 13’ sind dies die 
Involutionen aus J(o)). Hierzu zeichnen wir einen dritten Punkt 2 +0, U 
aus. Fiir A, B+ O, U definieren wir: 

AB sei der Punkt, in den E durch diejenige Involution transformiert wird, 
welche O in U und A in B transformiert (Satz 14), also: 

(4) Ist a die Involution mit 0* = U, A* = B, so ist AB = E*. 

Die Multiplikation ist stets eindeutig ausfiihrbar; es ist AB+0,U. Die 
Multiplikation ist kommutativ. Z ist Einselement. Ist e die Involution, die 
O in U und £ in sich transformiert, so ist A* zu A invers und wieder +O, U. 
Das Assoziativgesetz wird wie bei der Addition bewiesen, aus der Tatsache, 
daB fiir die Involutionen aus J(o) Satz 1’ gilt. 

Die Punkte +0, U bilden hinsichtlich der Multiplikation eine abelsche Gruppe. 

Wir definieren noch: 

(5) OA = AO = O fiir jedes A + U. 

Wir wollen nun die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes beweisen. Es 

sei wieder e die Involution, die 0 in U und £ in sich transformiert; dann ist 
Of = U, X*= X—! fir X +O, VU. 
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Ferner sei C + O, U und c die Involution, welche O in U und £ in C trans- 
formiert; dann ist 
Of =U, X*=CXA-! fir X +O, VU. 
Daher ergibt sich, unter Beriicksichtigung von (5): 
(6) U=U, X*=COF fe IHU; V"=jU, X= CZ fe XH V. 
Nun seien weiter A, B + U, und es sei a die Involution, welche A + B de- 
finiert, also die drei Gleichungen (1) erfiillt. Dann ist ceaec als Transformierte 
einer Involution eine Involution d, die den Gleichungen 
(7) U4=U, (CA)*=CB, C(A+ B)=0" 
geniigt, wie man aus (1) und (6) entnimmt: 
[eeace — Yaeec— Yer—U, (CA)eesee = Atee— Bec—CB, 
Oreace — Quec— (4+ BY*=C(A+ B). 

Aus den beiden ersten Gleichungen (7) folgt, auf Grund der Definition der 
Addition: CA+CB-=0*; und daher ergibt sich mit der dritten Glei- 
chung (7): C(A + B)=CA+CB. Dies Gesetz gilt schlieBlich nach (5) tri- 
vialerweise fiir C = O. 

Wir haben also fiir die eingefiihrten Rechenoperationen gezeigt : 

Satz 15. Die Punkte + U bilden einen Kérper K von Charakteristik + 2. 

Ist P,, P,, P; ein Tripel verschiedener Punkte und Q,, Q,, Q; ein zweites, 
so gibt es nach Satz 14 Involutionen a, 6b, so daB Pr Q; fiir i = 1, 2, 3 gilt. 
Denn nimmt man etwa an, dab P;= Q; entweder héchstens fiir i= 3 oder 
mindestens fir «= 1, 2 gilt, so kann man a so wahlen, daB P*= Q,, P*= Q, 
ist, und darauf 6 so, daB Q’= Q,, (P*)’= Q, ist. Ist daher 0’, 2’, U’ ein von 
O, E, U verschiedenes Tripel von Grundpunkten, welches bei unserer Defi- 
nition der Verkniipfungen zu.einem Kérper K’ fiihrt, so gibt es ein « aus G, 
das O, E, U in O’, E’, U’ transformiert. Dann ist X’= X* ein Isomorphismus 
von K und K’, namlich eine eineindeutige Abbildung von K auf K’ und 
(8) (A + B)* = A*+ B*, (A B)* = A* B* fiiralle A, BE K. 
Die Giiltigkeit dieser Gleichungen ergibt sich aus folgender Tatsache: Ist a 
die Involution, die in K die Summe bzw. das Produkt von A und B definiert, 
so ist a* die Involution, die in K’ die Summe bzw. das Produkt von A* und B* 
definiert; fiir Produkte, in denen A oder B gleich O ist, ist ferner die Fest- 
setzung (5) heranzuziehen. Es gilt also: 

Korollar. Eine Anderung der Grundpunkte fiihrt zu einem isomorphen 
Kérper. 

§ 4. Darstellung durch gebrochen-lineare Transformationen. 

Jedes Element « aus G induziert eine eineindeutige Abbildung 

(1) Xx’ = X* 


der Menge der Punkte auf sich. Offenbar stellt die Zuordnung von « zu (1) 
einen Homomorphismus zwischen G und der Gruppe der induzierten Punkt- 
abbildungen her. Der Homomorphismus ist ein Isomorphismus, da nur « = | 
die identische Punktabbildung induziert. Diese Behauptung besagt, daB das 
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Einselement das einzige Element aus G ist, welches jeden Punkt in sich 
transformiert; wir beweisen hierzu den folgenden schirferen Satz, der der 
Kindeutigkeitsaussage des Fundamentalsatzes der Projektiven Geometrie 
entspricht: 

Satz 16. T'ransformiert « drei verschiedene Punkte je in sich, so ist « = 1. 

Zum Beweis sei « ein beliebiges, vom Einselement verschiedenes Element 
aus G. 

A sei, falls J(«) singular ist, ein beliebiger von dem Punkt J(«) verschie- 
dener Punkt, und falls J(a) = J(g) ordinar ist, ein beliebiger Punkt, dem g 
nicht angehért. Wir behaupten, daB A* + A ist. Es sei a die Verbindung von 
J(a), A (Satz 8’, 11’). Es ist dann aa, also aa involutorisch, und daher « 
darstellbar in der Form « = ab, und A*= A®. Aus A®= A wiirde nach Satz 6’ 
b¢€ A folgen; man hatte a+b und a, b¢€J(«), A, also nach Satz 3’ J(a) = A. 
Dies widerspricht im ersten Fall der Annahme J(«) + A, und im zweiten 
Fall der Annahme, daB J(«) ordiniar ist. 

Ist also J(«) singular, so ist J(«) der einzige Punkt, den « in sich trans- 
formiert; und ist J(a) = J(g) ordinaér, so kann « nur Punkte in sich trans- 
formieren, denen g angehért, also nach Satz 12’ héchstens zwei. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Wir wollen nun zeigen, daB die Punktabbildungen (1) mit den gebrochen- 
linearen Transformationen 


(2) X’=(AX+ B)(CX+D)'! mit A, B,C,DeK und AD— BC+0O 
iibereinstimmen. Dabei denken wir die fiir X ¢ K, CX + D+ 0 giiltige Vor- 


schrift (2) zu einer eineindeutigen Abbildung der Menge aller Punkte auf sich 
in iiblicher Weise durch die folgenden Festsetzungen erginzt: 


Bei C = O sei fir X = U: X'= U 
Bei C + O sei fir X = U: X’= AC}, und fir X = — DC-!: X’= U 
und behaupten : 
Satz 17. Zu jedem Element «€G gibt es Elemente 


(3) A, B,C, DEK mit AD— BC+0, 
so dap 
(4) X* = (AX + B) (CX + D)" 


ist, und zu Elementen (3) gibt es ein Element «¢ G, so daB (4) gilt. 

Zu einem Element «¢ G gibt es héchstens ein, bis auf einen Proportionali- 
titsfaktor + O bestimmtes Quadrupel (3), so daB (4) gilt, da zwei Transfor- 
mationen (2) nur dann gleich sind, wenn die Koeffizienten proportional sind. 
Seien ferner zu zwei Elementen aus G Quadrupel (3) so bestimmt, daB je die 
Relation (4) gilt. Sind die beiden Elemente aus @ verschieden, so kénnen die 
beiden Quadrupel (3) nicht proportional sein, da, wie wir gesehen haben, 
verschiedene Elemente aus G versehiedene Abbildungen (1) induzieren. Und 
sind die beiden Elemente aus @ beliebig, so stimmt das Produkt der beiden 
Abbildungen (1),mit dem Produkt der beiden Transformationen (2) iiberein, — 
wobei im letzten Produkt in iiblicher Weise die Faktoren von rechts nach 
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links geschrieben sind. Sobald also Satz 17 bewiesen ist, folgt die Isomorphie 
von G und der Gruppe L(K) der Transformationen (2). 
Eine Transformation (2) ist dann und nur dann involutorisch, wenn 


D =—-A ist, und wir beweisen zunachst: 

Satz 17*. Zu jeder Involution s¢ G gibt es Elemente 
(5) A, B,CéK mit A?+ BC+0, 
so dag 
(6) X*= (AX + B)(CX— A)? 


ist, und zu Elementen (5) gibt es eine Involution s ¢ G, so daB (6) gilt. 

Beweis von Satz 17*. 

Sei zunichst a¢@ eine Involution mit U*= U. Wird O*= A gesetzt, so 
ist nach der Definition der Addition 
(7) X*=—X+A. 

Sei zweitens b¢G@ eine Involution mit 0°= U. Wird H°= B gesetzt, so 
ist B + O und nach der Definition der Multiplikation 
(8) X*= BX-' mit B+0. 

Sei schlieBlich c¢G- eine beliebige Involution mit U°+U. Es werde 
Ut=A gesetzt, und es sei a die Involution, fiir die U*= U, O° =A gilt 
(Satz 14). Dann ist aca eine Involution, die O in U transformiert: 0*°* = A°* 
= U*=U. Daher gilt, analog zu (8): X*°*= B*X- mit B*= H*** + O; und 
da X*= — X + A ist, ist 
(9) X¢= — B* (— X + A)!+ A oder X°= (AX + B) (X — A)" 

mit B= —A?+ B*. 

Also gibt es in der Tat zu jeder Involution s¢G Elemente (5), so daB (6) gilt. 

Umgekehrt gibt es zunichst, entsprechend der Definition der Verkniip- 
fungen, zu jedem A€¢ K eine Involution a¢G, so daB (7) gilt (nimlich die 
Involution a mit U*= U, 0*= A), und zu jedem Be K mit B+0O eine In- 
volution 6 ¢ G, so daB (8) gilt (nimlich die Involution b mit 0° = U, H°= B). 
Damit gibt es bereits im Falle C = O zu den Elementen (5) eine Involution 
aus G, so daB (6) gilt. Ist C +0, so darf C = HZ angenommen werden. Zu 
dem Tripel A, B, E¢ K mit A*+ B+O gibt es eine Involution aus G, so- 
daB (6) gilt: Man betrachte a,b* mit X*=— X + A, X= (A*+ B) X-; 
dann ist X*°°*— (AX + B)(X — A)". 

Beweis von Satz 17. DaB es zu jedem a¢€ G Elemente (3) gibt, so daB (4) 
gilt, folgt aus der Grundannahme und Satz 17*. Die Umkehrung gilt, da nach 
Satz 17* jede involutorische Transformation (2) mit einer Abbildung X’= X* 
iibereinstimmt und da jede Transformation (2) als Produkt von zwei invo- 
lutorischen Transformationen (2) darstellbar ist. Von der letzteren Tatsache 
iiberzeugt man sich etwa folgendermaBen: Es geniigt zu zeigen, daB es zu 
jeder Transformation (2) eine Transformation 


(10) X’=(4,X+B,)(C,X—A,)> mit A,, B,,C,¢K und A*+ B,0,+0 


gibt, so daB das Produkt von (2) und (10) involutorisch, d.h. A,(A — D) + 
+ B,C + C,B=O ist. Da diese lineare Gleichung nur im Falle A — D, C, 
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B+0,0,0 zu beriicksichtigen ist und ihr dann héchstens zwei nicht pro- 
portionale Tripel A,, B,, C, mit A+ B, C,=O geniigen, sind die Bedingun- 
gen fiir A,, B,, C, stets erfillbar. 

Aus Satz 17 folgt, wie gesagt, 

Satz 18. G ist isomorph zu der Gruppe L(K) der gebrochen-linearen T'rans- 
formationen (2). 


Hierbei ist K der in § 3 konstruierte Kérper von Charakteristik + 2 


~- 


§ 5. Die durch das Axiomensystem gekennzeichneten Gruppen. 
Satz 19. Die Gruppe L(K) der gebrochen-linearen Transformationen iiber 
einem bheliebigen Kérper K von Charakteristik + 2 geniigt dem Axiomensystem. 
Beweis. Man betrachte die homogenen, von ((),0,0) verschiedenen 
Tripel T = (A, B,C) ttber K und nenne zwei Tripel T,= (A,, B,,C,), T, 
(A,, B,, Cy) zueinander konjugiert, wenn 
(1) (T,, T,) = 2 A, Ap+ B, C,+ C, B= 0 
ist. Zu zwei verschiedenen Tripeln T,, T, gibt es stets genau ein Tripel, wel- 
ches zu beiden konjugiert ist, nimlich das Tripel 
B,C A, B CO, A 
9 ” a1) gg [42 471) gp a A 
(2) [T, Ts] ( B, C,|’ ~|A, B,|’ “\C, As ; 
L(K) werde als die multiplikative Gruppe der homogenen Matrizen 
: AB , ‘ 
(3) Cs D) mit AD— BC +0 
iiber K aufgefaBt. Jeder involutorischen Matrix 


(4) on . a mit A?+ BO +0 


werde das Tripel T = (A, B,C) mit A?+ BC +0 zugeordnet. Den involu- 
torischen Matrizen entsprechen also eineindeutig die Tripel, die nicht selbst- 
konjugiert sind, d.h. fir die (T,T)+0 ist. Den fiir das Axiomensystem 
grundlegenden Beziehungen der Matrizen s; entsprechen die folgenden Be- 
ziehungen der zugeordneten Tripel T;: 

1. 8,8, ist dann und nur dann involutorisch, wenn T,, T, konjugiert sind. 

2. 8,88, ist dann und nur dann involutorisch, wenn die Determinante 
T,, Tz, T;|= 0 ist, wenn also T,, T,, T, linear abhiangig sind. 

3. 8,, 8, sind dann und nur dann nicht verbindbar (im Sinne der Definition 
aus § 1), wenn T,+ T, und [T,, T,] selbstkonjugiert ist. 

Die beiden ersten Kriterien ergeben sich allein aus der Tatsache, daB eine 
Matrix (3) dann und nur dann involutorisch ist, wenn A + D=0 ist, und 
das dritte ist eine Konsequenz des ersten. 

Fiir L(K) gilt die Grundannahme unseres Axiomensystems, wie im Be- 
weis von Satz 17 gezeigt wurde, und die Axiome iibersetzen sich auf Grund 
der vorstehenden Kriterien in die folgenden Aussagen iiber nicht selbst- 
konjugierte Tripel T;: 

1. Ist T,+ T, und sind sowohl T,, T,, T; als T,, T,, T, linear abhangig, so 
sind T,, T,, T, linear abhangig. 2. Es gibt T,, T, mit T,+T,, fiir die [T,, T,] 
selbstkonjugiert ist. 3. Ist T,+T,, T,+T, und sind [T,, T,], [T;, T,] selbst- 
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konjugiert, so gibt es ein nicht selbstkonjugiertes Tripel T, so daB sowohl T, , de 

T,, T als T,, T,, T linear abhangig sind. 4. Ist fiir i = 2, 3, 4 T,+ T; und [T,, T;] ell 

selbstkonjugiert, so sind T, , T,, T, oder T, , T,, T, oder T, , T,, T, linear abhingig. at 
1. ist offenbar giiltig. (\ 
Ein Beispiel fiir 2. sind T,= (1, 0, 0), T,= (1, 0, 1). E 
Nachweis von 3.: Ist zuniachst [T,, T,]=[T;, T,], so sind T,,T,,T, zu 

diesem Tripel konjugiert, also linear abhangig, und es kann T = T, gewihlt B 

werden. Ist [T,, T,] + [T;, T,], so wahle man T = [[T,, T,], [T,, T,]]. T ist a, 

nicht selbstkonjugiert, da zwei verschiedene selbstkonjugierte Tripel nicht 

konjugiert sein kénnen. Und es sind ([T,, T,], T) = 0, ({T,, T,], T) = 0, oder de 

anders geschrieben 2|T,, T,, T| = 0, 2|T;, T,, T| = 0. (\ 
Nachweis von 4.: Da ein Tripel nur zu zwei selbstkonjugierten Tripeln 

konjugiert sein kann und T, zu den Tripeln [T, , T;] konjugiert ist, miissen von in 

diesen wenigstens zwei gleich sein. Ist etwa [T,, T,] =[T,, Ts], so sind T,, 

T,, T, zu diesem Tripel konjugiert, also linear abhiangig. at 
Satz 18 und 19 ergeben den abschlieBenden de 
Satz 20. Das Axiomensystem aus §1 kennzeichnet die Gruppe L (K) der a 

gebrochen-linearen Transformationen iiber einem beliebigen Kérper K von Cha- 

rakteriatik + 2. g 


Es sei nun auf die geometrische Deutung der Gruppe G durch die Gruppe H 


aller projektiven Kollineationen einer projektiven Ebene, welche einen nicht aus- ir 
gearteten Kegelschnitt in sich iiberfiihren, hingewiesen. Die Gruppe H ist, a 
wenn K der Koordinatenkérper der projektiven Ebene ist, nach bekannten u 
Sitzen zu der Gruppe L(K) isomorph (VY I, Chap. VIII, Theorem 15). Daher K 
reprisentieren die Gruppen H gleichfalls die durch das Axiomensystem ge- 8 
kennzeichneten Gruppen. Die involutorischen Elemente von H besitzen nun 4 
eine einfache geometrische Bedeutung: Es sind die harmonischen Homologien iN 
(projektiven Spiegelungen), deren Zentrum und Achse ein nicht inzidierendes V 
Paar Pol und Polare in bezug auf den Kegelschnitt sind (VY I, Chap. VIII, 
Theorem 16). n 
Betrachten wir, an den Beweis von Satz 19 ankniipfend, die Tripel T als l 


Punkte der projektiven Ebene iiber K und den Kegelschnitt (T, T) = 0, so 
kénnen wir einen isomorphen Zusammenhang zwischen der Gruppe L(K) 
und der Gruppe H folgendermaBen herstellen: Wir fiihren auf dem Kegel- 
schnitt einen Parameter X so ein, dab 


Vv 
(5) A:B:C = X:—X?:1 fir A?+ BC=0 7 
ist (vgl. VY I, §82; I, § 75, Kleindruck). Wendet man auf X eine Transfor- ’ 
mation g 
(6) X’= (AX + B)(CX—A) mit A?+ BC +0 ( 
an, so sind fiir jedes X die Punkte (X,—X?,1), (X’,—X", 1), (A, B,C) | 
kollinear; denn ihre Determinante ist Null. Daher ist (6) die involutorische | 
Projektivitaét auf dem Kegelschnitt, welche durch die harmonische Homo- 
logie mit dem nicht auf dem Kegelschnitt gelegenen Punkt (A, B,C) als . 


Zentrum und seiner Polaren als Achse erzeugt wird. Damit haben wir zwischen 
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den Transformationen (6) und den involutorischen Elementen aus H ein ein- 
eindeutiges Entsprechen, das sich auch auf die Produkte ausdehnt. Und da 
auch in H jedes Element als Produkt von zwei involutorischen darstellbar ist 
(VY I, Chap. VIII, Theorem 17), ergibt das Entsprechen der involutorischen 
Elemente einen Isomorphismus der beiden Gruppen L(K) und H. 

Fiir die Gruppe H haben auch unsere Axiome eine einfache geometrische 
Bedeutung. Bezeichnen wir die involutorischen Elemente von H wieder mit 
a,b,c,..., 80 gilt: 

1. ab ist dann und nur dann involutorisch, wenn das Zentrum von a mit 
der Achse von 6, und also die Achse von a mit dem Zentrum von 6 inzidiert 
(VY I, Chap. VIII, Theorem 21). 

2. abe ist dann und nur dann involutorisch, wenn die Achsen von a, b, c 
im Biischel liegen (VY I, § 79, Ex. 12; IT, § 108, Kleindruck). 

3. a, 6 sind dann und nur dann nicht verbindbar (im Sinne der Definition 
aus § 1), wenn a+ 6 ist und die Verbindungsgerade der Zentren von a und b 
den Kegelschnitt beriihrt, d.h. der Schnittpunkt der Achsen von a und 6 
auf dem Kegelschnitt liegt (folgt aus 1.). 

Und auf Grund dieser Kriterien iibersetzen sich die Axiome in die folgenden 
geometrisch unmittelbar einsichtigen Aussagen: 

1. Ist a + 6 und liegen die Achsen von a, b,c und die Achsen von a, b, d 
im Biischel, so liegen die Achsen von a,c, d im Biischel. 2. Es gibt a, b mit 
a + b, deren Achsen sich auf dem Kegelschnitt schneiden. 3. Ist a + b,c +d 
und schneiden sich sowohl die Achsen von a, } als die Achsen von c, d auf dem 
Kegelschnitt, so gibt es eine den Kegelschnitt nicht beriihrende Gerade, die 
sowohl mit den Achsen von a, b als mit den Achsen von c, d im Biischel liegt. 
4. Ist a+ 6,c,d und schneidet die Achse von a die Achsen von b,c und d 
in Punkten des Kegelschnitts, so liegen die Achsen von a, b, * oder die Achsen 
von a, b, d oder die Achsen von a, c, d im Biischel. 

Zum SchluB méchte ich Herrn P. Bercau und Herrn W. KLINGENBERG 
meinen Dank aussprechen; durch Gespriache mit ihnen ist die vorliegende 
Untersuchung wesentlich geférdert worden. 


Anhang. 


Es soll hier gezeigt werden, daB man von dem Axiomensystem des § 1 im 
wesentlichen durch eine Gabelung, nimlich indem man das Axiom 2 durch 
seine Negation ersetzt (die Axiome 3 und 4 werden dann hinfallig), zu einem 
Axiomensystem fiir die Bewegungsgruppe einer ebenen elliptischen Geometrie 
gelangt. Genauer behaupten wir, daB das folgende Axiomensystem diese 
Gruppen kennzeichnet*) : 

Grundannahme. Es sei eine aus ihren involutorischen Elementen erzeug- 
bare Gruppe gegeben, in der kein involutorisches Element mit allen involutori- 

*) Um eine genaue Gabelung zu erhalten, kénnte man eine gemeinsame Grund- 
annahme so formulieren: Gegeben sei eine Gruppe, in der jedes Element als Produkt von 


zwei involutorischen Elementen darstellbar und kein involutorisches Element mit allen 
involutorischen Elementen vertauschbar ist. 
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schen Elementen vertauschbar ist. Die involutorischen Elemente der Gruppe 
seien mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. 

Axiom 1. Ist a+b und sind abc, abd involutorisch, so ist acd involutorisch. 

Axiom 2*. Zu a, b gibt es stets ein v, so daB av, bv involutorisch sind. 

Wir beweisen, daB dies Axiomensystem zu dem Axiomensystem, welches 
ARNOLD Scumipt seiner Arbeit iiber die Bewegungsgruppe einer ebenen 
elliptischen Geometrie zugrunde gelegt hat*), aquivalent ist. Hierzu verwenden 
wir einige Beziehungen, die in einer beliebigen Gruppe zwischen den beiden 
Axiomen und den folgenden Forderungen an die involutorischen Elemente 
bestehen: 

(1) Sind ag, bg, cg involutorisch, so ist abe involutorisch. 

(2) Ist a+ 6 und sind ag, bg, abc involutorisch, so ist cg involutorisch. 

(3) Ist a + 6 und sind av, bv, av’, bv’ involutorisch, so ist v = v’. 

(1) ist eine Form des ,,Satzes von den drei Spiegelungen“‘ (jedoch schwiacher ‘ 
als der Satz 1 aus § 2), (2) die Umkehrung; (3) besagt, daB zwei verschiedene 
involutorische Elemente héchstens eine Verbindung haben. 

Aus Axiom | folgen (1), (2), (3). Die in (1) und (2) auftretende Voraus- 
setzung, daB ag involutorisch ist, bedeutet, daB das involutorische Element g 
in der Form g = aa* darstellbar ist. Setzt man dies ein, so besagen (1) und (2): 

Sind aa*, baa*, caa* involutorisch, so ist abc involutorisch. 

Ist a + 6 und sind aa*, baa*, abc involutorisch, so ist caa* involutorisch. 
Dies sind Spezialfaille von Axiom 1, und daher hat Axiom | die Forderungen 
(1), (2) zur Folge®). Ferner lehrt der Beweis des Satzes 4 aus §2: Aus (2) 
folgt (3). 

Aus (1), (2), Axiom 2* folgt Axiom 1. Die Voraussetzung von Axiom | ist: 
a+ 6 und abc, abd involutorisch. Nach Axiom 2* gibt es ein v, so daB av, 
bv involutorisch sind. Da a+ 6 ist und av, bv, abc involutorisch sind, ist 
nach (2) cv involutorisch, und entsprechend, da abd involutorisch ist, auch dv 
involutorisch. Da also av, cv, dv involutorisch sind, ist nach (1) acd involu- 
torisch. 

Hiermit ist gezeigt: 

Axiom 1, Axiom 2* sind dquivalent zu (1), (2), Axiom 2*, (3). 

Man erkennt nun ohne Miihe, daB die Grundannahme und diese vier 
Forderungen zu dem Axiomensystem von ARNOLD ScHMIDT dquivalent sind; 
die jedem Paar a,b mit a+ 6 durch Axiom 2* und (3) eindeutig zugeord- 
nete Verbindung »v stellt die von ihm verwendete zweite Verknipfung dar. 

Da (3) aus (2) folgt und ferner, wie man aus den Beweisen der Satze 4 
und 5 einer friiheren Note!) entnimmt, in dem System (1), (2), Axiom 2*, 
(3) die Forderung (2) eine Folge der iibrigen ist, gilt iiberdies: 

Axiom 1, Axiom 2* sind dquivalent zu (1), (2), Axiom 2* und dquivalent 
zu (1), Axiom 2*, (3). 


*) Analog lassen sich auch die Satze 1 und 2 des § 2 aus Axiom | herleiten. 


( Eingegangen am 6. Oktober 1952.) 


VAN DER WAERDEN, B. L. 
Math. Annalen, Bd. 126, 8. 93—107 (1953). 


Ein neuer Test fiir das Problem der zwei Stichproben. 
Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Das Problem der zwei Stichproben ist sehr alt. In der Gaussschen Fehler- 
theorie tritt es auf, wenn gemessene Werte z,,..., 2, mit anderen Werten 
Y,,--+» Y, derselben physikalischen GroBe, die unter anderen Bedingungen 
gemessen sind, verglichen werden sollen. Ist das arithmetische Mittel Z der 
gemessenen x, etwas gréBer als das Mittel 7 der gemessenen y; , so fragt man 
sich: kann diese Differenz rein zufallig sein? Um das zu entscheiden, bildet 
man 


D=Z—j9 

& r : ; > (z%,—2z) 
t= 5-7 D (ue 9? 
g2 ; s* 4 : e. 


s; ist eine Schaétzung fiir die Varianz o{ der x;, ebenso s; fiir die Varianz o} 
der y,. Die beiden Glieder in S? sind Schatzungen fir die Varianz der Mittel z 
und ¥, die Summe 5S? ist eine Schatzung fiir die Varianz der Differenz D. 
SchlieBlich bildet man den Quotienten D/S. Wenn dieser Quotient eine ge- 
wisse Schranke iiberschreitet, wird die Hypothese, daB der Unterschied zwi- 
schen % und ¥ rein zufallig sei, verworfen zugunsten der Hypothese, daB der 
wahre Mittelwert a der x; gréBer ist als der wahre Mittelwert b der y;,. 

Bei der Berechnung der Schranke fiir den Quotienten D/S hat man in 
der alteren Fehlerrechnung immer die Variabilitét des Nenners vernach- 
lissigt. Man hat so getan, als ob der Nenner S gleich dem wahren mittleren 
Fehler der Differenz D wire. Das ist aber nur fiir sehr groBe g und h erlaubt. 
Fiir kleine g und A muB man D/S als Quotient von zwei zufalligen GréBen auf- 
fassen. So kommt man auf StupeEnts Test, der auch bei biologischen Experi- 
menten haufig angewandt wird’). 

Ein geringfiigiger Unterschied zum friiheren ist bei StupENTs Test zu- 
naichst, daB man statt zweier Schitzungen s? und s} eine einzige geschatzte 
Varianz s? aus dem gesamten Beobachtungsmaterial berechnet: 

pag (E 2 + Fm —- 

Die Begriindung ist etwa folgende. Die Hypothese H, die man priifen will, 
besagt, daB die gefundene Differenz s—y% rein zufallig ist und daB die z, 
und y, in Wahrheit genau dieselbe Verteilungsfunktion haben. Nimmt man 


f= 


‘) R. A. Frsuer, Applications of Student’s distribution, Metron 5, Nr. 3, p. 90 (1925). 
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das an, so sind auch die Varianzen o{ und o} gleich, und die beste Schitzung 
fiir diese gemeinsame Varianz o? ist das eben angegebene s?. 
Nun bildet man 
1 l 
SF = ~ )s 
g 


h 
und dann den Quotienten D/S. Nimmt man an, daB die x; und y; alle un- 
abhangig voneinander normal verteilt sind mit derselben Varianz o*, so sind 
die Verteilungsfunktionen von D und S und damit auch des Quotienten D/S 
bekannt. Die Verteilung des Quotienten ist von o unabhingig. Man kann also 
eine Schranke ¢ finden, die vom Quotienten D/S nur mit einer Wahrscheinlich- 
keit von 5% oder 1% iiberschritten wird. Die Schranke t hingt noch von der 
,.2ahl der Freiheitsgrade“‘ g + h—2 ab und ist in allen modernenHandbiichern 
der mathematischen Statistik tabuliert. Uberschreitet der Quotient die 
Schranke, so wird die Hypothese H verworfen. Die Wahrscheinlichkeit, die 
Hypothese H, wenn sie richtig ist, irrtiimlich zu verwerfen, ist 5% oder 1%. 

Bei der Herleitung dieses Tests wird angenommen, da8 die GréBen x; und 
y, exakt oder wenigstens annahernd normal verteilt sind. Sehr oft wei man 
aber nicht, ob das der Fall ist. In einigen Fallen weiB man sogar, daB die Ver- 
teilung stark von der normalen abweicht. 

Aus diesem Grunde hat man Tests entwickelt, die nur von der Anordnung 
der Beobachtungsergebnisse z,,...,z, und y,,..., y, abhangen. Man ziahlt 
z. B. nach Wiitcoxon?) die Anzahl der ,,Inversionen“, d.h. die Anzahl der 
Male, daB ein y; kleiner ist als ein 2,. Diese Tests beruhen nur auf der Annahme, 
daB z,,..., x, und y,,..., y, unabhangige Stichproben mit derselben stetigen 
Verteilungsfunktion F(z) sind. 

Die bisher entwickelten Tests sind aber, besonders fiir groBe Werte von 
n =g +h, schwicher als StupeEnts Test, d.h. sie fiihren mit einer kleineren 
Wahrscheinlichkeit zur Entscheidung. Der Unterschied in der Teststirke 
ist zwar nicht sehr groB, aber er wichst mit wachsendem Umfang der Stich- 
proben an, wie an anderer Stelle gezeigt wurde*). Dieses Anwachsen nun kann 
man vermeiden. 

Im folgenden soll ein Test erklart werden, der nur die Anordnung benutzt 
und der fiir groBe h bei festem g asymptotisch ebenso scharf ist wie STUDENTs 
Test, sofern die z und y normal verteilt sind mit derselben Streuung. 

Bei der Herleitung des Testes wird natiirlich die Voraussetzung der nor- 
malen Verteilung nicht benutzt, sondern nur die Annahme, da die z; und y, 
alle dieselbe Verteilungsfunktion F(x) haben. Der Test darf also auch dann 
angewandt werden, wenn man nichts iiber die Verteilungsfunktion weiB. 

Unter der Scharfe (Teststirke, power) eines Testes versteht man nach 
Neyman und E. 8. Pearson folgendes: Man will eine Hypothese H priifen 
und nimmt zu dem Zwecke eine Stichprobe. Der Test gibt eine Regel an, nach 
der in gewissen Fallen die Hypothese H verworfen wird. Es wird so eingerich- 
tet, daB die Wahrscheinlichkeit, eine richtige Hypothese zu verwerfen, héch- 

*) F. Witcoxon, Biometrics Bull. 1, p. 80 (1945). 

Mann and Wurrney, Ann. Math. Stat. 18, p. 50 (1947). 
*) B. L. van DER WAERDEN, Proc. Kon. Akad. Amsterdam A 55, p. 453 (1952). 
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stens f betrigt (8 = 0,05 oder 0,01). Das Verwerfen einer richtigen Hypo- 
these ist ein ,,Fehler erster Art‘‘, das Nichtverwerfen einer falschen Hypo- 
these ein ,,Fehler zweiter Art‘. Der Test soll nun so eingerichtet werden, daB 
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art méglichst klein wird. Ist die 
Hypothese H falsch, so nimmt man eine ,,alternative Hypothese“ H’ an. 
Unter der Schérfe des Testes in bezug auf die Hypothese H’ versteht man die 
Wahrscheinlichkeit, daB H auf Grund des Testes verworfen wird, wenn H’ 
richtig ist. Es handelt sich nun darum, diese Wahrscheinlichkeit méglichst 
groB zu machen, immer unter der Nebenbedingung, daB die Wahrscheinlich- 
keit eines Fehlers erster Art héchstens f betrigt. 


Es sei H die Hypothese, daB z,,..., 2, und y,,..., y, unabhangig von- 
einander normal verteilt sind, mit demselben Mittelwert (etwa Null) und 
derselben Streuung. Es sei H’ die Hypothese, daB 2,,..., 2, und y,,..., y 


unabhangig voneinander normal verteilt sind, mit derselben Streuung, aber 
mit verschiedenen Mittelwerten a und 6 fiir die x und fiir die y. Es seia>b 
und es mége sich um einen einseitigen Test handeln, d.h. die Hypothese H 
werde nur dann verworfen, wenn die meisten x gréfer sind als die meisten y. 
Dann ist bekannt, daB StupENTs Test unter allen Tests bei gegebenem f die 
gréBtmoégliche Scharfe hat‘). 

Die g + h =n Beobachtungsergebnisse z,,..., %), Y¥,,---, Y, modgen, nach 
aufsteigender GréBe geordnet, 2,1), ..., Zn) heiBen. Ein x oder y erhalt die 
Rangnummer i und wird mit z,;) bezeichnet, wenn genau i— 1 Werte x oder y 
kleiner als z,;) sind und n — i gréBer. 

Nun sei ®(Z) eine normale Verteilungsfunktion : 

4 
(1) o(z) - — [ et az. 
jan. 


Die ®-Werte gehen von 0 bis 1. In dem Intervall von 0 bis 1 bestimme man 
nun die ” aquidistanten Punkte 





(2) Wo==4 on ere 
und suche die zugehGérigen 
Z-Werte (Fig. 1): 
3) D(Zo) = Ww. bi) 
So erhalt man n-Punkte ” 





Z1),---, Zn) auf derZ-Achse. 
Ihre Rangordnung ist die- 
selbe wie die der Rangnum- 
mern «7 oder der Beobach- f H , 
tungen z). Wir nennen ~ I &y 4) 9 4y wy! é 
: ° Fig. 1. 
Za), -++,Zmy die normali- 
sierten Beobachtungen. Die Summe aller Z;;) ist Null. 
Jeder normalisierten Beobachtung Z,;) ist eine wirkliche Beobachtung z,;) 
zugeordnet, die entweder ein x; oder ein y, sein kann. Ist sie ein x;, so benennen 
*) J. Nevman and E. 8. Pearson, Phil. Trans. Roy. Soc. London A 231, p. 332. 


7* 


Me): 





+ -—- Mf) 
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wir Z;, mit der neuen Bezeichnung X;; ist sie ein y,, mit Y,. Die normali- 


sierten Beobachtungen heiBen also jetzt X,,..., X, und Y,,..., ¥,. 
Aus diesen X; und Y; bilden wir nun die Summen 
(4) X=X,+---+X, 
(5) Y= Y,+---+ Yj. 
Da die Summe aller Z,;, immer Null ist, mu8B 
X+Y=0 


sein. Es geniigt daher, X oder Y zu berechnen. 

Uberschreitet X einen kritischen Wert X,, so wird die Hypothese, daB 
alle x; und y eine Stichprobe aus derselben Verteilung bilden, verworfen. 
Der kritische Wert X, wird so bestimmt, daB die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers 1. Art héchstens f betrigt. 

Fiir kleine g und h mu8B X kombinatorisch bestimmt werden, etwa so: 
Man berechne fiir alle méglichen Rangordnungen von 2,,..., 2%, ¥,--+» Yp 
die X-Werte. Nun nimmt man, vom gréBten X-Wert angefangen, immer 
kleinere X-Werte hinzu, bis die Anzahl der Permutationen £ n! iiberschreitet. 
Der X-Wert, bei dem diese Uberschreitung stattfindet, ist der kritische Wert 
X,. Fiir Beispiele siehe § 4. 

Fiir groBe g oder h kann man die Verteilungsfunktion von X durch eine 
normale Verteilung annahern und so das Verhalten von X, als Funktion 
von g und hf studieren. Das soll in § 2 und §3 naher ausgefiihrt werden. 

In § 5 wird der Beweis erbracht, daB der X-Test fiir feste g und fiir groBe 
h asymptotisch die gleiche Scharfe hat wie SrupEnts Test, falls z,,..., 2 
und y,,..., y, normal verteilt sind mit derselben Streuung. 

Sind die Verteilungen weit von der Normalitét entfernt, so bleibt Sru- 
DENTs Test fiir groBe g und h zwar annihernd giiltig (d. h. die Irrtumswahr- 
scheinlichkeit wird nicht erheblich gréBer als 8), aber er verliert seine Scharfe. 
Das zeigt sich sehr deutlich an praktischen Beispielen, wo einige stark vom 
Mittel abweichende ,,AusbeiBer“‘ die Normalitaét ganz zerstéren. In solchen 
Fallen macht man oft die Beobachtung, daB SrupEnts Test nicht zur Ent- 
scheidung fiihrt, der X-Test aber wohl. In der Tat ist auch theoretisch zu 
erwarten, daB SruprEnts Test in solchen Fillen weniger scharf ist als der 
X-Test. Die Begriindung dafiir soll in § 6 gegeben werden. 


vg 


§1. Die GréBen X,, Y,, Zm und ihre Verteilungsfunktionen. 

Es seien z,,...,2, und y,,..., y, unabhiangige GréBen mit derselben 
stetigen Verteilungsfunktion F(z). 

Fiir alle Fragen, die sich nur auf die Rangordnung der x; und y, beziehen, 
ist es gleichgiiltig, welche Verteilungsfunktion F(z) angenommen wird. Jede 
Permutation hat immer dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/n! Daher kénnen wir 
ein fiir allemal annehmen, daB8 die z; und y, normal verteilt sind mit der Ver- 
teilungsfunktion ® (z). 


Die g+h=n GroBen 2,,...,2%,, Y,,---, yp bezeichnen wir auch als 
2,-++,2,- Durch die Transformation 


(6) u=@(z), v=D(y), w = D(z) 
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kénnen neue Veranderliche ,,..., U,, ¥,,..., 0, Oder w,,..., W, eingefiihrt 
werden. Die inverse Transformation sei 
(7) x=WPu), y=Pv), z= Pw). 
Werden z,,...,2, nach aufsteigender GréBe geordnet, so heiBen sie 2). 
Aus der Rangnummer i werden die Quotienten 
i 
(8) Ww = “— e 
gebildet und daraus, vermége der Umkehrtransformation (7), 
(9) Zi = PF (Ww). 

Ebenso wie die 2) in anderer Reihenfolge auch z,,..., z, oder 2,,..., 2, 
Y,,--+> Yn heiBen, so heiBen die w, in anderer Reihenfolge auch w,,..., W, 
oder U,,..., Ug, ¥y,---, ¥,- Entsprechend heiBen die Wy) auch W,,..., W, oder 
U,,--+» Ug, Vy,.-+, Va, die Zg auch Z,,...,Z, oder X,,...,X,, ¥,,..., Vy. 
Es ist also 
(10) Xj;=P(U;), Ye=P(Ve), Zn=P(Wn)- 


Diese Bezeichnungen mdégen festgehalten werden. 

Wir setzen weiter 
(11) a= X;+9;, Ye= Vette, tm= Zumt tm- 

Wiederum sind die ¢,, nur die g; und r; in anderer Bezeichnung. Wir haben 
nun die Verteilungsfunktion der z,, *Z,, und t,, zu untersuchen. 

Die z,, sind normal verteilt. Die Z,, sind diskret verteilt: sie kénnen nur 
die Werte 
(12) Ziy=¥ (537) "Ct oe 
annehmen. Die Z,, liegen fiir groBe n in der Nahe der z,,: die t,, sind nur kleine 
Zusatzglieder von der GréBenordnung (n + 2)~+, wie wir in § 2 sehen werden. 

Die z,, sind unabhangig, die Z,, aber nicht. Das folgt schon daraus, daB 
die Summe der Z,, immer Null ist: 

Z+:°::+2Z,=0. 

Je zwei von den Z,,, etwa Z, und Z,, haben, wie sich zeigen wird, eine 
negative Korrelation. Der 
Korrelationskoeffizient ist 
aber nur klein. 

Die Verteilungsfunktion 
von Z, ist eine Treppen- Wah -7 
funktion, die sich von der at | 
Normalverteilung ®(z) nur Pa a 
wenig unterscheidet (Fig.2). 4 — dfs 
Nimmt man zum Vergleich 








Muy 





























eine Normalverteilung mit -z -1 Hy) yy 04 =! 2 
derselben Streuung, so wird . Fig. 2. 

die Ubereinstimmung noch 

besser. Da die Korrelation zwischen Z, und Z, gering ist, so ist zu erwarten, 
daB die Summe Z,+ Z, auch fast normal verteilt ist, ebenso die Summe 
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Z,+Z,+ Z,, usw. Diese Erwartung wird sich bestitigen: es zeigt sich, daB 
Z,+--++Z,= X,+---+X,=X asymptotisch normal verteilt ist, sofern 
nur x = g + A groB gegen g ist. 

Ich vermute, daB dasselbe auch dann der Fall ist, wenn g und h dieselbe 
GréBenordnung haben. Durchgerechnete Beispiele bestatigen diese Vermutung. 
Wenn sich diese Vermutung bestatigt, so wird die Herstellung von Tafeln 
fiir X, dadurch sehr erleichtert, da man dann fiir groBe g und h nur die Streu- 
ung von X auszurechnen braucht und die Tafeln fiir die normale Verteilungs- 
funktion anwenden kann. 

Wir holen nun zunichst den Beweis nach, daB die Zusatzglieder t,, in (11) 
nur von der GréBenordnung (n + 2)~ ? sind. 


§ 2. Die Verteilungsfunktion von ¢,, . 

Es geniigt, ¢, zu betrachten, da alle t,, dieselbe Verteilungsfunktion be- 
sitzen. 

Wir berechnen zunichst die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB z, zwischen 
den Grenzen z und z + dz liegt und die Rangnummer i hat. Die Wahrschein- 
lichkeit, daB z, zwischen z und z + dz liegt, ist = dz. Wenn z, aber gleich z 
ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau i — 1 von den iibrigen z, kleiner 
als z sind und die iibrigen (n — 7) gréBer, gleich 


(3> 1) wt — wy i 


Also ist die gesuchte differentielle Wahrscheinlichkeit das Produkt 


, er hae n—l eit ag Oe a 
(13) f(t, z) dz (7-,)™ (1 —w) de dz. 

Durch Integration dieses Ausdruckes erhalt man die Wahrscheinlichkeit, 
daB z, zwischen irgend zwei Grenzen liegt und die Rangnummer i hat. Das 
kann man auch leicht streng beweisen, ohne Benutzung von Differentialen. 

Der Ausdruck (13) laBt sich auch so schreiben: 

‘ee a8 n! g~1 £3 —. a—t dee 
(14) f(i,z)dz= n’ G—Diwoe! u (1 — w) dw. 

Der erste Faktor . ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Rangnummer 
gerade i ist. Der zweite Faktor ist also die bedingte Wahrscheinlichkeit, 
wenn die Rangnummer i ist, daB w,=@(z,) zwischen w und w + dw liegt. 

Aus der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte 
(15) (w) = at wi-1(1 — w)"- 

, Pi (¢ — 1)!(m — i)! 
berechnet man leicht den (bedingten) Mittelwert von w,: 

. , i 
(16) Wwo= 351 
und das Streuungsquadrat 


(17) ot, : i(n+ 1—#) . l 


(n+ 1) (n+ 2) = 4(n +2) * 
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Nach dem Satz von TconEByscueErF haben also die Werte von |w,— W,)|, 
die groB gegen (n + 2)~ 4 sind, eine verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit. 
Genauer: es sei 7 eine beliebige Zahl zwischen Null und Eins. Dann gibt es 
eine Konstante C, die nur von 7 abhiangt, so daB mit einer Wahrscheinlichkeit 
2l-—y 
(18) |w,— W)|< O(n + 2)-# 
gilt. 

Aus der Ungleichung (18) folgt eine entsprechende Ungleichung fiir 

|| = |4—Z,|=|4— Zw), 
vorausgesetzt, daB w, nicht zu nahe bei 0 oder 1 liegt. Um das zu erzwingen, 
miissen wir Umgebungen der Null und Eins auf der w,-Achse ausschlieBen. 

Da w, im Intervall (0, 1) gleichverteilt ist, so gilt mit einer Wahrschein- 
lichkeit 1 — 2 » die Ungleichung 
(19) nSw,S1—7. 

Nimmt man n so groB, daB die rechte Seite von (18) kleiner als ; n ist, 
so folgt aus (18) und (19), daB w, und W,;, beide dem Intervall 


1 l 
>nswsl—jn 


angehéren. In diesem Intervall sei M eine obere Schranke fiir 


YP" (w) = = ; 
Dann folgt aus (18) die Ungleichung 
(20) \z5— Z| < COM (mn + 2)~4 
oder 
(21) \t,|< CM (n + 2)-3. 


Die Wahrscheinlichkeit, daB (18) oder (19) verletzt ist, ist héchstens 3 7. 
Die Wahrscheinlichkeit, daB (21) nicht gilt, ist also auch héchstens 3 y, wobei 
n beliebig ist. Dabei handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten unter 
der Hypothese, daB z, gerade die Rangnummer i erhalt. Um die totale 
Wahrscheinlichkeit, daB (21) nicht gilt, zu erhalten, muB man die bedingten 
Wahrscheinlichkeiten, die alle héchstens 3 7 betragen, mit 1/n multiplizieren 
und tiber + summieren. Das Ergebnis ist natiirlich wieder héchstens gleich 3 7. 

Damit ist bewiesen: t, hat mit beliebig groBer Wahrscheinlichkeit hichstens 
die GriBenordnung (n + 2)~*. 


§ 3. Die Verteilungsfunktion von X fiir groBe n. 

Nach (11) ist 
(22) m= X,+q- 

Dabei ist z, normal verteilt mit Mittelwert 0 und Streuung 1, wahrend q, 
nach § 2 nach Wahrscheinlichkeit nur die GréBenordnung (n + 2)7 + hat. 

Daraus folgt sehr leicht, daB X, asymptotisch fiir groBe n normal verteilt 
ist mit Mittelwert Null und Streuung 1. Der Mittelwert Null gilt exakt, die 
Streuung 1 nur asymptotisch. 
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Beweis: Sei e beliebig zwischen 0 und 1. GemaB § 2 sei 
(23) 6 = C,(n + 2)~4 
so bestimmt, daB die Werte von |q,|, die gréBer als 6 sind, eine Wahrschein- 
lichkeit <é¢ haben. Die Verteilungsfunktion von z, ist ®(x), die von X, 
sei F (zx). 

F(x) bedeutet die Wahrscheinlichkeit, daB X,< 2. F(z) ist also die 
Summe der Wahrscheinlichkeit, daB X,< x und gleichzeitig x, < x + 6, und 
der Wahrscheinlichkeit, daB X,< 2 und z,=2+ 6. Im ersten Fall ist 
x, < x+ 6; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist @ (x + 6). Im zweiten Fall ist 
x,— X, < 4, also |q,| > 6; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist < @. Also ist 


(24) F(x) < @O(x+ d)+e. 

Fiir geniigend groBe n ist aber, da ® (x) gleichmaBig stetig ist, 
(25) @ (x + 6) << D(z) +e. 

Aus (24) und (25) folgt 

(26) F(x) <@(x) + 2e. 

Genau so zeigt man 

(27) D(x) < F(x) +2e, 

(26) und (27) kann man zu 

(28) \F (x) —O(x)|<2e 
zusammenfassen. 


DaB X, asymptotisch normal verteilt ist, kann man auch direkt beweisen: 
die Verteilungsfunktion F (x) ist ja genau bekannt. Die obige Beweismethode 


gilt aber auch fiir X = X,+---+ X,, sofern n groB gegen g ist. Setzt man 
némlich 


(29) A=q+°*:+q, und B=2,+---+42,, 
so ist 
(30) X = B—A. 


Die Verteilung von B ist normal mit Mittelwert Null und Streuung V9. 
Von der Verteilung von A wissen wir jedenfalls, daB Werte | A|>gC,(n + 2)~? 
eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit haben. Diese Werte von | A| kénnen wir 
also von der Betrachtung ausschlieBen. Nun ist V9 groB gegen g(n + 2)~?, 
da n+ 2 groB gegen g ist. Die zugelassenen Werte von A sind also klein 
gegen die Streuung von B. Das geniigt aber fiir den obigen Beweis. B spielt 
dabei die Rolle des friiheren z,, A die des kleinen Zusatzgliedes g,—t,. Also 
ist X asymptotisch normal verteilt, wenn n/g gegen Unendlich geht. 

Ist nicht g, sondern h klein gegen n, so kann man die Rollen von X und Y 
vertauschen: Y ist genaihert normal verteilt, also X auch. Sind aber g und h 
von derselben GréBenordnung, so ist es mir nicht gelungen, zu beweisen, daB 
X und Y asymptotisch normal verteilt sind. 

Die Mittelwerte von X,,..., X, sind Null, also ist auch der Mittelwert 
von X Null. Die Streuung von X kann ebenfalls leicht exakt bestimmt werden. 
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Die Varianz, d. h. das Streuungsquadrat von Z, ist 
ping pce ing, i \ 
(31) @=M=o1= 2d Y(F7)- 

Fiir kleine kann man Q leicht berechnen, fiir groBe n strebt Q gegen 1. 
Wir kénnen Q also als bekannt betrachten. Selbstverstindlich haben Q,,, 
Qeo,---> Qnn alle denselben Wert Q. 

Die Summe Z,+ --- + Z, ist Null, der Erwartungswert von 

Dy(Zy+ +> + Zn) 


ist also auch Null. Bezeichnet Q,, den Erwartungswert von Z, Z,, so folgt 


(32) Qut Qet ++ Qn=0 

oder 

(33) Q + (n—1) Q.= 0. 
Daher ist 

P Q 

(34) Q12= — an * 


Die gemischten Q;, sind also ebenfalls bekannt. Das Streuungsquadrat von 
X= X,+°°++X,=2,+---+Z, 


ist nun 
. 9 9 g—-1 
ok = 2 2 Qje=9 Mut 99-1) M= 99-9 7 e 
oder 
ox e h 
(35) ox = an Q. 


Wenn die Vermutung, daB X fiir groBe nm normal verteilt ist, zutrifft, so 
kann man den X-Test fiir groBe n so formulieren: 

Man ordne die Beobachtungen x,,..., x, und y,,..., y, nach aufsteigender 
GroBe. Aus den Rangnummern i der Beobachtungen x, bilde man die Quotienten 


(36) U;= 0w™= — 
und 
(37) X,=W(U,). 


Durch Addition der X, erhiilt man X. Man berechne Q nach (31) und oy 
nach (35). Wenn dann X gréfer ist als ‘P(1— B)- ay, wobei B die zuldssige 
Irrtumswahrscheinlichkeit ist, so wird die Hypothese H verworfen. 

Fiir die Rechnung braucht man nur eine Tabelle der Funktion Y sowie 
eine Tabelle fiir Q als Funktion von n, beide etwa auf 2 Dezimalstellen genau. 
Kine vierstellige Tafel fiir Y findet man bei K. Pearson, Tables for Statisti- 
cians and Biometricians I, 1924. Die Tafel fiir Q fangt so an: 

n= 5 6 7 8 9 10 11 12 
Q=0,45 0,50 0,54 057 0,60 0,62 0,64 0,66 
Fiir gréBere Werte von n kann man die asymptotische Forme! 
gutx 2inn __Ininn +0(*) 
n n n 
benutzen, die K. StrEBEL in einer nachfolgenden Arbeit beweisen wird. 
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§ 4. Einige Fille mit kleinem n. 

Bei n = 6 und g = 1 sind nur 6 wesentlich verschiedene Rangordnungen 
der Beobachtungen x, und y,,..., y, méglich, denn das einzige, worauf es 
ankommt, ist die Rangnummer i = 1, 2, 3, 4,5 oder 6 der Beobachtung 2z,; 
die Rangordnung der y, untereinander ist ja gleichgiltig. Die 6 zugehdrigen 
Werte von X sind 


—107 —0,56 —0,18 +0,18 +056 + 1,07. 


Ihre Wahrscheinlichkeiten sind je }. Die Verteilungsfunktion von X ist in 


Fig. 3 als Treppenlinie ein- 
gezeichnet. Zum Vergleich 
ist auch die normale Ver- 
teilungsfunktion mit den 
Streuungsquadrat of = 
Q = 0,497 _ eingezeichnet. 
Die Ubereinstimmung ist 
schlecht, wie nicht anders 
zu erwarten. 

Bei n =6 und g=2 ist 
die Ubereinstimmung be- 
reits besser (Fig.4), beig=3 
noch besser (Fig. 5). Die 
Tatsache, daB bei wachsen- 
dem g die Ubereinstimmung 
mit der normalen Vertei- 
lung immer besser wird, 
stiitzt die Vermutung, daB 
die Verteilung fiir groBe n 
auch dann asymptotisch 
normal ist, wenn g und h 
dieselbe GréBenordnung 
haben. 

Bei £ = 0,05 ist n = 6, 
g = 3 der niedrigste Fall, in 
dem der X-Test itiberhaupt 
angewandt werden kann. 
Ist die Rangordnung der 
Beobachtungen y yy xx 2, 
so hat Xden gréBtméglichen 
Wert und die Hypothese H 
2 3 7) . > wird verworfen. Die Wahr- 

Fig. 5 scheinlichkeit, die Hypo- 
these H zu verwerfen, wenn 














Fig. 3. 























sie richtig ist, ist genau Yin 0,05, denn alle 20 méglichen Rangordnungen sind 


gleich wahrscheinlich. Fiir den kritischen Wert X, kann man 1,6 nehmen, 
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denn fiir die Rangordnung y y y x x x ist X gréBer als 1,6 und fiir alle anderen 
Rangordnungen kleiner. 

Mit derselben Methode erhalt man fiir g > 2 und n =< 10 die folgenden 
X »-Werte: 

















n g hl Xe es Bei der Anwendung dieser Tabelle ist die Wahr- 
6 13 3/16 Ze scheinlichkeit eines Fehlers 1. Art immer héchstens 
0,05 bzw. 0,01 (vorletzte bezw. letzte Spalte). 

I dls Bs = Wiirde man X,, aus der normalen Verteilung 
8 |3 5] 2,0 ou berechnen, so wire die Wahrscheinlichkeit eines 

J. tJ on Fehlers 1. Art bei n = 10 
913 6] 21 | o : 6 

4 5] 2,1 2,8 fir g = 3 139 = 0,05 

5 5) 22 | 29 : ~ 

fir g = 5 7 0,048. 


Diese Beispiele legen die Vermutung nahe, daB man fiir g > 2 und n= 10 
ohne betrichtliche Fehler die Normalverteilung benutzen kann. 


§ 5. Die Schiirfe des X-Testes. 

In der unter *) zitierten Arbeit wurde die Schirfe des X-Testes mit der 
von WiLcoxons Test verglichen. Fiir n <8 und f < 0,05 sind beide Tests 
noch gleichwertig, aber bereits fiir » = 10 und g = 3 ist der X-Test scharfer. 
Geht n gegen Unendlich, wihrend g fest bleibt, so wird der Unterschied noch 
groBer. Jetzt soll gezeigt werden, daB der X-Test asymptotisch gleich scharf 
ist wie STUDENTs Test. 

Es seien z,,..., x, unabhingig normal verteilt mit Mittelwert a >0 und 
Streuung 1, ebenso y,,..., y, mit Mittelwert 0 und Streuung 1. Die Ver- 
teilungsfunktionen der x; und zx, sind also ®(x—a) und My). Wir wollen 
zunachst zeigen, daB bei festem g und groBem h die GréBe X asymptotisch 
normal verteilt ist mit Mittelwert ga und Streuung /g. 

Am einfachsten ist der Fall g = 1. Die GréBe X ist dann einfach gleich X,. 
Die Verteilungsfunktion von X, kann wie in § 2—3 bestimmt werden. Nur 
hat man, da 2, und die y nicht mehr dieselbe Verteilungsfunktion haben, 
statt (13) zu schreiben 





(38) f(G, 2) dz =(%— 1 ) wh 1 ayn 58 dz 
mit w = D(z) und u = O(z — a). 

Der Unterschied gegen (13) liegt in dem nichtkonstanten Faktor 
(39) ra = - rid = e— $— 4)" fz _ gza—fa* 

Obwohl dieser Faktor fiir w— 1 unendlich wird, kann man doch im wesent- 
lichen dieselben Schliisse wie in §2 durchfiihren, insbesondere kann man be- 
weisen, daB die GréBe 
(40) h=“n= %—X, 
nach Wahrscheinlichkeit nur die GréBenordnung (n + 2)~ 4 hat. 
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Um namlich die Wahrscheinlichkeit fiir 
(41) |a,— X,|> A(n + 2)-3 
zu erhalten, muB man (38) iiber den Bereich 
jz — Xq|> A(n + 2)-4 
integrieren und dann iiber « summieren. Man kann nun zunichst wieder die 


Bereiche von u = 0 bis u = 7 und von u = 1 — n bis u = 1 von der Integration 
ausschlieBen; dabei macht man héchstens den Fehler 2 7. In dem Bereich 


n <u =< 1—»y ist der Differentialquotient oi beschrinkt. Es sei B eine obere 


Schranke dieses Differentialquotienten. Berechnet man die Wahrscheinlich- 
keit des Ereignisses (41) unter Zugrundelegung der friiheren differentiellen 
Wahrscheinlichkeit (13), so erhailt man wie in § 2 einen beliebig kleinen Wert. 
Durch passende Wahl von A kann man diesen Wert kleiner machen als 
, » 
= B° 

Geht man nun zur differentiellen Wahrscheinlichkeit (38) tiber, so hat man 
im Integranden einen Faktor 


(42) du 


dw =8 
hinzuzufiigen; die Wahrscheinlichkeit bleibt dann immer noch kleiner als 7. 
Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (41) also kleiner als 3 7. 
Um dasselbe Ergebnis fiir g > 1 zu erhalten, miissen wir den vorstehenden 
Beweis noch etwas modifizieren. Die um 1 verminderte Rangnummer i — 1 
der GréBe xz, ist die Anzahl unter den z,,..., x, und y,,..., y,, die kleiner 
als x, sind. Diese Anzahl kann so aufgespalten werden: 


(43) é—1l=(4—1) +4. 


Dabei ist A—1 die Anzahl unter den z,, ..., x, und die Anzahl unter den 
Y,,-++> Ya, die kleiner als x, sind. Statt (38) haben wir eine differentielle Ver- 
teilungsfunktion 
(44) f(A, p,2z)dz= G: i) (*) u*—1(1 — u)j?—4 w* (1 — w)*-* = dz 
zu bilden. Zur Berechnung einer Wahrscheiniichkeit haben wir (44) iiber z 
zu integrieren und iiber 4 und y« zu summieren. 

Die urspriingliche Verteilungsfunktion (13) kann dhnlich aufgespalten 
werden, nur daB in diesem Fall u = w zu setzen ist: 


(45) fo(A, #, 2) dz = .- 1) (3) wi-1+«(] — w)"-4-# sh dz 


Nach Summation iiber A bei festem yu erhilt man aus (45) wieder (13). 
Die aus (45) berechneten Wahrscheinlichkeiten sind also genau dieselben wie 
die aus (13) berechneten. 

Vergleicht man (44) mit (45), so sieht man, daB nur ein Faktor 

u\4-1/1l—u\o—-4 du 
(46) a: (u) -(=) (<=) dw 


hinzugekommen ist. Dieser Faktor ist aber im Bereich 4 <u <1—y 
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beschrankt, und zwar gleichmaBig in A, da nur die Werte A= 1,2,...,g in 
Betracht kommen: 
(47) 0<a(u)s B. 


Also kann man genau dieselben Schliisse anwenden wie friiher auf Grund 
der Ungleichung (42). Das Ergebnis ist wieder dasselbe: z,— X, hat nach 
Wahrscheinlichkeit nur die GréBenordnung (n + 2) : 

Durch Summation folgt nunmehr, da8 auch 

q 
a—X = )' (x,—X,) 
nach Wahrscheinlichkeit nur die GréBenordnung (n + 2)-? hat. 

Daraus folgt wie in § 3, daB X fiir groBe n asymptotisch dieselbe Vertei- 
lung hat wie x = 2,+--+-+ 2,. Die Wahrscheinlichkeit, daB X eine Schranke 
X, iiberschreitet, ist also asymptotisch gleich der Wahrscheinlichkeit, daB x 
dieselbe Schranke iiberschreitet. 

Jetzt ergibt sich der Vergleich mit SrupENtTs Test von selbst. In Srv- 
pENTs Test wird das arithmetische Mittel der 2; 

2 - l (a, +++++2,)= 
g g 

mit dem arithmetischen Mittel der y, verglichen. Fiir groBe A ist aber das 
letztere nach Wahrscheinlichkeit fast gleich dem Mittelwert der y,, den wir 
Null gesetzt haben. Die empirische Streuung s, die in StupENTs Test im 
Nenner erscheint, ist nach Wahrscheinlichkeit asymptotisch gleich der wahren 
Streuung go = 1. Also besteht SrupENtTs Test asymptotisch darin, die Hypo- 
these H zu verwerfen, sobald das Mittel z/g ein gewisses Vielfaches seiner eige- 
nen Streuung | : )/g iiberschreitet: 

z_ W(l—8) 

> 

J V9 

oder 


a>WP(l— B) Vg. 
Der X-Test besteht aber darin, die Hypothese H zu verwerfen, sobald 
X > Pil — B) ‘Oy. 


Nun ist aber oy asymptotisch gleich Vg. Also ist der X-Test asymptotisch 
gleich scharf wie StuDENTs Test. 

Das Ergebnis gilt sogar unter viel schwicheren Voraussetzungen als den 
eingangs formulierten. Die Verteilungsfunktion der x; wurde als normal an- 
genommen; das ist aber gar nicht nétig. Irgendeine stetig differenzierbare 
Verteilungsfunktion wiirde genau dasselbe ergeben, denn iiber die Funktion u 
wurde nur vorausgesetzt, daB ihre Ableitung im Bereich 7 < u < 1 — n be- 
schrankt ist. Verschiedene x, diirfen sogar verschiedene Verteilungen haben: 
es macht fiir den Beweis nichts aus. Wesentlich fiir den Beweis ist nur, daB 
die y, unabhingig normal verteilt sein sollen und daB n bei festem g gegen 
Unendlich geht. 
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§ 6. Nicht normale Verteilungen. 

Wenn die GréBen x; und y nicht normal verteilt sind, so kann man zur 
Priifung der Hypothese H,, daB die x; und y, dieselbe Verteilungsfunktion 
besitzen, ohne weiteres den X-Test anwenden. Durch eine stetige monotone 
Transformation 
(48) z’= T(z) 
kann man namlich jede stetige Verteilung in eine normale iiberfiihren, und der 
X-Test bleibt von der Transformation unberiihrt. 

Aber auch Strupent: Test kann man unverandert anwenden, ohne die 
Irrtumswahrscheinlichkeit $ wesentlich zu erhéhen, sofern nur die Streuung 
endlich bleibt und g und A geniigend groB sind. Das Mittel % aus den unab- 
haingigen GréBen z,,..., 2%, ist nimlich bei geniigend groBem g annahernd 
normal verteilt, ebenso das Mittel 7 bei geniigend groBem h und foiglich auch 
die Differenz D = %— y. Der Nenner S in Srupents Test kann fiir groBe 
n =g +h durch die wahre Streuung 2 von D ersetzt werden. Der Quotient 
D/S hat also eine annaihernd normale Verteilung mit einer Streuung, die sich 
fiir noo der Eins naihert. Die Irrtumswahrscheinlichkeit von SrupENTts Test 
ist also annaihernd gleich dem normalen Wert £. 

Um nun, immer fiir groBe g und h, die Schirfe von StupENTs Test mit der 
des X-Testes vergleichen zu kénnen, miissen wir eine alternative Hypothese H, 
zugrunde legen. Die folgende Hypothese erlaubt eine einfache mathematische 
Behandlung und scheint nicht allzu unrealistisch zu sein: 

H,. Die nach (48) transformierten GréBen x; und yj; seien normal verteili 
mit Mittelwerten a und 0 (a > 0) und mit der gleichen Streuung 1. 

Die Verteilungsfunktion der 2} sei also ® (z’— a), die der yj, sei ® (z’). Die 
Verteilungsfunktion der 2; ist also 


(49) F,(z) = @(r(z)—a), 
die der y, ebenso 
(50) F(z) = ®(r(z)). 


Die Mittelwerte der x; und y, seien uw, und j,, die Streuungen o, und 5. 
Die Formeln sind bekannt: 
(51) ba = { zd F,(z), usw. 

Die Differenz D = %— % ist annihernd normal verteilt mit dem Mittel- 
wert fq — My und der Varianz 
: on + ; c 

Der Nenner S in StupEents Test wird auf Grund der Formeln der Ein- 
leitung mit Hilfe der Schitzung s? berechnet. Fiir groBe g + h nihert sich s? 
dem Grenzwert 


(52) 2" 


5FI=3 {(g —1) of + (hA—1) 0%} 


oder, was im Limes auf dasselbe hinauskommt, 


(53) 


y= gtk 9% + ho,). 
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S? ist also annahernd gleich 

1 1 | 1 
- , = o 2 24 2 
(54) I ( a)? - (goq + ho?). 
Der Quotient D/S ist somit annahernd normal verteilt mit Mittelwert (4,.—j,)/I 
und Streuung 2/J. Die Starke von StupEnts Test, d.h. die Wahrscheinlich- 
keit, daB der Quotient D/S den kritischen Wert ¢ iiberschreitet, ist also an- 
naihernd gleich 

‘ wp— Mo— tl 

(55) P=e( 


~ 


’ 


wobei Y und J’ durch (52) und (54) gegeben sind'). 
Ist die Transformation (48) die Identitat (z’= z), so erhalt man die ein- 


fachere Formel 


(56) P’'=@ = e— ) 
mit 

init 1g 9+ h 
(57) I gh 


Durch (55) ist die Starke von StuDENTs Test im allgemeinen Fall, durch (56) 
im normalen Fall gegeben. Fiir StupEnts Test, auf die transformierten Ver- 
anderlichen x; und y; angewandt, gilt (56), denn die transformierten Ver- 
anderlichen sind normal. Da nun Stupents Test im Fall normaler Vertei- 
lungen der starkste unter allen Tests mit gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit 
6 ist, so ist (56) sicher gréBer als (55). Durchgerechnete Beispiele zeigen, 
da®8 der Unterschied in der Starke sehr betrichtlich werden kann. Es gibt 
nimlich Transformationen (48), welche die Mittelwerte u, und jy fast nicht 
beeinflussen, die Streuungen o, und o, aber sehr stark vergréBern. Durch 
solche Transformationen kann man (55) nahezu bis f herabdriicken, wihrend 
(56) von der Transformation nicht beeinfluBt wird. Es kann also z. B. vor- 
kommen, daB P nach (55) nur 0,1 betriagt (bei 6 = 0,05), wihrend P’ nach 
(56) nahe bei 1 liegt. 

Nun sei g so groB, daB die Verteilung des Mittels z fast normal ist. Nach- 
dem g gewihlt ist, mége h so groB gewahlit werden, daB der X-Test fast dic- 
selbe Scharfe hat wie SrupEnts Test, auf die transformierten (normalen) 
Verinderlichen x’ und y’ angewandt. Die Schairfe von StupENT: Test, auf die 
urspriinglichen x und y angewandt, ist wiederum gleich P nach Formel (55). 
Die Schirfe des X-Testes ist aber nahezu gleich P’, also gréBer, unter Um- 
stinden sogar viel gréBer. 

Zusatz bei der Korrektur (Juli 1953). In den Annals of Math. Stat. 23 
(1952) p. 346 hat M. E. Terry einen Anordnungstest vorgeschlagen, der dem 
X-Test sehr ahnlich ist und numerisch fast dasselbe ergibt. Fiir feste g und 
wachsende h sind beide Tests asymptotisch aquivalent. 


5) Der Unterschied zwischen 2 und J’ ist bedeutungslos, denn in den Fallen, wo g 
und h groB sind und P erheblich von 1 verschieden ist, ist a klein und og somit praktisch 
gleich o,. 


( Eingegangen am 27. Oktober 1952.) 
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A New Inequality with Application to the Theory 
of Diophantine Approximation. 
By 
J.W. 8. Cassexs in Cambridge (England). 


Let a,,4,,...,@y be a set of real numbers. For 0< « < 8 <1 denote by 
F (a, 8) the number of solutions of 
a < {a,} < B, 


where {x} is the fractional part of x. Then 


D = Max | (8 — «) - F (a, B) 


a, B 
is the discrepancy of the set. Suppose that Z is the discrepancy of the set 
b,,..., bx, where the 5, are the differences between the a,. ViINOGRADOFF [4] 


has shown that 
DsA E53, 
where A is an absolute constant'). Van peR Corput and Pisor [2] have 
shown that 
D=sA E'? exp (A’ |log E\"/*), 

where A, A’ are certain (specified) constants. 
In this paper I prove the stronger result 
(1) D=A E' (1 +|log Z)), 
where A is an absolute constant. This result is best possible in the sense that 
it is not always true that 

D s 9(E) E* (1 + |log £)) 
where g(£) is any function of Z which tends to zero with Z, however slowly. 
The gegenbeispiel is apparently rather artificial. However, (1) also gives 
substantially the best possible result for the distribution of the quadratic 
residues modulo p, a prime, when applied to an appropriate ,,naturally 
occurring sequence. 

Part I of this paper proves the basic inequality on which the above results 
depend. Part II gives the applications. Much of the detail of Part II is fami- 
liar in some or other context. 

Part I. 

Introduction. The object of this part is the proof of the following theo- 
rem. The connection with Diophantine approximation will be developed in 
part II. We also show (Theorem II) that Theorem [I is best possible (apart, 
perhaps, from the constant). 


*) I have given [1] a short proof of this in ignorance of the work of Pisot and VAN DER 
Corput. Note that D, Z there have not quite the significance of D, E here. 
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Theorem I. Let A, k be real numbers and 


(2) 


Let f (x) be a real integrable function in 0 < x < k such that 


Put 
(3) 


and 


f(y)—f(z)sy—2 if OSsrsysk. 


(f(y) — f(x) dady 


M (f) = Max (4 z)-? @(z). 


Let M(k, A) be the lower bound of M (f) over all functions f satisfying (i), (ii), 


(iii). 


M (k, A) = A (k/A) (1 + log k/A)-* 


with some function A(k) satisfying 


for some absolute constant A, and 


Proof. From considerations of homogeneity we may suppose that 


We define the integer 7' and the positive real number s by 


1 . 24 
z log k| log s = ee eee 





so that 


and 


(4) 


21+7T) 2° 


To prove Theorem I it will be enough to show that 


(5) 


We shall deduce a contradiction from the falsity of (5); so we may suppose that 


(6) 


(7) 


We first show that?) 


| | & 
l= Taya’ 


where &, is the set of x with 





*) Point sets are denoted by gothic capitals and e. g. the measure of G is denodct by G. 
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Now (7) is certainly true for t = 0 since 
for OS r< 


1 
M@) < Gaya 4(1 +7) 
by (iii). We shall therefore suppose that (7) is true for ¢ and prove it for t + 1 
ift+1< 7. Indeed, by (3) and (6) with 
t+1 


8 


am = F141) 
the set ©, of z with 


2 


f_ Udw—i@Pay2 aq 


v—2\ <4, +T)} 
has measure 
t 
\ 3 
Hence there is some x = 2, with x € G,, x ¢ G, i.e. 
2t+1 
fe) < qa» 
(y) — f(x)? dy s—*5,. 
= y t)) y 8(1+ 7) 


In particular, the set }, of y with 


f(y) —f (xz) |= en » |\y—z|S% 


has measure 


1 
Fels @ *t- 
But the set of y with 
ly—~z|sz, OSysk 
has measure at least z;, since 


k 
as ez <k, 


by (4). Hence 


1 2t+3 
in a set of measure at least 
1 gti 
27 Gast) * 


This proves (7) with ¢ + 1 for ¢. Hence, by induction, (7) is true for0 < ts T. 
In particular, by (4), we have 

27T7+1 

Me) <qa4y 


in a set @ of measure 


k 
|6|=|Gr|2— 8 - 
Similarly, 
2T+3 
f (x)> 404+) 
in a set $ of measure 
k 


2g? * 





\D\= 








An Inequality with Application to Diophantine Approximation. 


Hence, finally, 
@(k) = ff (f(y) —f (x))PPdady 
ved 
G| | 
= 41+) 
ke 
="16s(1+T) ’ 


NV 


which contradicts (6). This contradiction shows that (5) is true and hence 
that Theorem I holds. 

The following theorem shows that Theorem I is essentially the best pos- 
sible. 

Theorem II. Let A,k be real numbers satisfying (2). Then there is a 
function f (x) satisfying the conditions of Theorem I such that 


B 
M (f) s (1+ log k/A)y* . 


where B is an absolute constant. 
Proof. As before we may suppose that 


A=1. 
For small k we put 
(=>, (0<2<k) 
and so 
D(z)= ff (fly)—f(x)Pdady 
Oszysk 
y—2z\sz 
-({z\2 3 
=(;) IJ "te 
Oszysk 
= 22, 


Hence we may suppose that 


k>e. 
For such k we put 
f(z) =0 (<2), 
_ logz 
f (x) aes logk (1 Ss z s k), 


so that f (x) is continuous and monotone. It clearly satisfies conditions (i), 
(ii) of Theorem I and it also satisfies (iii) since 


f(z) =0 (0<2<1), 
i 1 
P(=)= Sage <! (l<2sk), 
Further, 
log y —1 
0Sfy)—f(2)s 
if 


O0<z¢sysk. 
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Hence, for any z, 


P(z)s2 ff (fly)—f (x) drdy 
Oszsysk 


¥-—-ZS2z 
9 PrP 2 
~ oe... ¥ 
S Tost JI (log 4 dx dy 
O<z2sysk 
¥—zs2 
2 B’2 
= log? k 
where 
B’= [f (log y/x)? dx dy 
0< zsy< oo 
y-—zs 


is an absolute constant. This proves Theorem II. 


Part II. 

Introduction. In this part I prove the following theorems. The prin- 
cipal interest is when D, EZ are small. 

Theorem III. Let a,,...,ay be some set and b,,..., by: the set of the 
differences in some order. Let D, E be the corresponding discrepancies. Then 
there is a function y(E) of E such that 

D < y(E) E'/? (1 + |log £}) 
where 
y(Z)sA 
for some absolute constant A, and 
lim y(Z)=e. 
E-0+ 

Theorem IV. Let p(E) be any function of E tending arbitrarily slowly 

to 0 with E. Then it is not true that 
Ds 9(E£) E'? (1 + |log Z)) 
for all sequences a,. 
The sequences used to prove Theorem IV are artificially constructed. 
However when Theorem III is applied to the sequence 
n*® ’ —1 
~~? ' N= FS, 
where p is a large prime, it gives the following theorem. 

Theorem V. Let p be a large prime. Then the number of quadratic resi- 

dues of p less than x, where x < p, is 


lA 
3 
lA 


; x + O(p'” log p), 


where the constant implied by the O is independent of p (and x). 
This result is known from the theory of Gauss’ sums, and Patry [3] has 


shown that the error is not o (p'/ log log p). The only property of quadratic 
residues employed is that the number of solutions of 


—1 
x = m*— n? (p) Osmns* 


for p+ xis 


1 
ri p+0O(l). 
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Theorem V is equivalent to 
} s(*)| 1/2 
(8) a <A p' log p 
u=a2\P/| 
where (~) is the symbol of quadratic residuacity and A is an absolute con- 


stant. A reworking of the proof with numerical constants (which I do not 
present in detail) gives indeed 

| y | 

|.» (=)|s ee + 0 (1)) pt log p 

lu=a\P 


As the best result known to date appears to be 
u 


|» “)\s 1/2 log 
z(5 =? ep, 


u 
even the numerical constant is not so bad as might have been anticipated. 
We can prove a slightly stronger result than (8) namely 
s(*) <A pi Max (1, log ‘Tr. 
u=2\P Pp 
This is a special case of a result given (without proof) in a footnote by PaLry. 
He presumably used entirely different methods, and it is perhaps rather sur- 
prising that the present methods lead to precisely the same form of estimate. 
It should be remarked that Theorem I enables us to sharpen other theo- 
rems in the paper of VAN DER Corput and Pisor. For example a straight- 
forward adaptation of their methods proves. 
Theorem VI. Leta,,...,@y be a sequence and let 
Qj+3— %» F49— 4q,---,4y— Gy-] 
be the difference sequences with respective discrepancies D, D®. Then for any 
integer M,1 5 MSN, we have 
D< AQ"? (1 + |log Q)), 


where A is an absolute constant and 


(N + M)(M+1) orm 
ya (1 +2 3D ). 


Proof of Theorem III. Define F(a, 8) for OS a < B <1, to be the 
number of solutions of 


Q 


a < {a,} < B lsnsN 
and for 0 S « < 1 put 
R(a) = a— 4 F (0, «). 
It is convenient to define R(«) for all « by putting 
R(a+1)=R(a). 
Then the discrepancy D is 
D = Max|R (6) — R(a)|. 
a, B 
Similarly we define G (a, 8) for 0< «a < 6 <1 to be the number of so- 
lutions of 
a S {b,} < B lsnsN?. 
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For 0s «< 1, put 
8 (a) = a—yq G(0, a) 
and define S (a) for aH « by periodicity modulo 1. Then 
E = Max|S (f) — S(«)|. 
Finally, for all z we put 


|| x|| = Min ({x}, 1 — {x}) = Min \n — 2}. 
n=0,+1,42,... 
We first prove the following identity (which shows the connection with 
Theorem I). 
Lemma l. 

1 6 
(9) f (R(E + 4)- R(é)'d & = [ (S(— &) — S()) dé 

6 
for all 6. 


Proof. Clearly both sides of the identity are periodic in 6 modulo | since 
R (x) is. Further, both are unchanged by writing — 6 for 6. Hence we may 
suppose that 


(10) 0<6=|||< >. 
We shall prove that both sides of the identity are 
Ny? 
(11) — + T Max (0, 5—||d,|\). 
N? an? 
Indeed, 
: l l . ° 
fs@dg=le— FS fide 
‘ 0 : N 05(b,}< 4 {b,} 
(12) ' ; w<" 
=~ &——, y" (d— {b,}). 
2 N* osiii<o tn 
Similarly, for 0 < — < 1/2 we have 
8-H =-Sl—H=-1-§-3, Fl =-f+yRF 1 
N OS{b,}< 1-6 N 1—€ S{b,) 
Hence, 
. l l , 
(13) f S(— &) Ee + N2 PD (6+ {b,} — 1). 
0 2 “ 1-68 (by) 


Combining (12) and (13) and using (10) we see that the right hand side of 
(9) is in fact (11). 
On the other hand, 
N 
R(E + 6)—R(E) = 6 — DB p(an— 6); 

n=1 

where @(z) is defined by 
p(x) = ; if {xz} <6, 


=Q otherwise. 


Clearly 


1 WN 


N 1 
f XP (an— &) dE = Dy f plan—é)di=5. 
U0 a= 


n=10 
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Further 
1 N \2 N N 1 
{( 2 ela—8) de= FS f (m—2) 9lmn— 48 
N N 
Zs w= 2 Max (0, 6—||¢n—4y||) 
==. y Max (0, 5—!|b,|\). 


= 
i] 
~ 


But the left hand side of (9) is 
1 N 2 
{(s— 3 wlar—2) a8, 


and so is equal to (11). 
This concludes the proof of the lemma. 


Corollary. 
1 


{ (RE + 6)—R(é)P s\d|E£. 
Proof. 
|S (—£)—S(6)|S EB; |4| 2/6}. 
Lemma 2. Suppose that 
1 


f (R(é + 6)—R(&))* dé <\d\Q 


a 
for all 6 and some 2. Then 
Ds y (Q) Q**(1 +|log Q)), 
where y (Q) depends only on 2. Further, 
y(Q)SA, 
where A is an absolute constant, and 
lim y(Q2)=e. 
Q-+0 + 
Remark. Theorem II then follows immediately from Lemma 1, Corol- 
lary and Lemma 2. 
Proof. Let « be arbitrarily small. By the definition of D we can find a, 
6 such that 
R(«)— R(p) > D—e 
where, by the periodicity of R, we may suppose that 
a<B<a+l. 
Put 
k= B—a, 
A=R(f)—R(a) (> D—e), 
and 
: f(x) = R(a+ x) — R(a) (0<2<k). 
Then, by hypothesis, 


k—é 


Sf (f(z#+6)—f(x)PdxsdQ 
0 
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Integrating over 0 < 6 < z we have 
Sf_ Uy) —f@Pdzdys2Q 
Oszysk 
y—2z\s2 
for all z. Hence, by Theorem I, 
_— A(k/A) 4? 

(14) Q2 (1 + log k/A)* * 
where A(k) is a function such that 


lim A(k) = hy 5 


k— cw 


A(k) >A>O, 


for some absolute constant A. 
We now deduce that 
‘nk : u(D) D* 
oy O2 T+ log Di 
where y(D) is a function of D such that 
(i) «(D) = A > 0 for an absolute constant A. 


™ . l 

ii) lim ypw(D 

Pon “te 
Indeed (15) for some yu(D) satisfying (i) follows at once from Theorem I, 
since 0< k<1, A(k) >A>O, on letting 4+D. It remains to show that 
we can find a «(D) satisfying (ii). But, by Theorem I, if 7 is arbitrarily small 
we can find a k, such that 


‘ 1 
A(k) = > (all k => ky). 
If, - > k,, the right hand side of (14) is at least 
, ; 
(16) (Ge mh , 


(1 + |log 4|\)* 
If k/A < ky, the right hand side of (14) is at least 
A A* 
(1 + log k,)* ’ 

where A is the constant of (i), and this is greater than (16) if A is sufficiently 
small. Hence, in any case, the right hand side of (14) is at least (16) if A is 
small enough. On letting 4 + D we see that (15) holds for a yu (D) satisfying (ii). 

Finally, the truth of lemma 2 is an immediate consequence of (15) on 
noting that 

_ log Q(D) 5 
a log D ios 

where {2,(D) is the right hand side of (15). 

From (14) we can obtain a slightly stronger result which we express as a 
corollary. 


Corollary. Let a, B be two numbers such that 


Osa<BP=a+k<1, R(p)—R(ae)=A>0. 
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Then 


(17) A<AQ'2 Max ( 1, log a) 
for some absolute constant*) A. : 

Proof. We may assume that 

AQ 
since otherwise (17) is certainly true. But then, by (14) 
As A Q*2(1 + log k/A) 
Ss AQ)? (1 + log k/Q"). 

Proof of Theorem IV. In view of Theorem V and since the proof of 
Theorem IV is similar to that of Theorem II we give only an outline. Suppose 
that A is a number such that 


1 
0<A<>5, 


and put 
f(z) =0 if |\z\|<A 
_ 4 log ||z|| —log 4 
f(z)= 4 log 1/2 — log A 
Clearly f(x) is continuous and 
K(y)—f(z)<y—2 if y>z, 
since f’(x) < 1 where the derivative exists. Put 


1 


g(y) =f (f(z) —f(z+ y)) f(x) dz. 


0 


if A<|\z\\. 


It is easily verified that 
| Ad 
g(y)\s log* A 
for some absolute constant A. 
But f(x) can be approximated to arbitrarily closely by the R(x) of a 


sequence @,,...,@y. |e. g. by taking N large and taking a, to be the (unique) 


solution of a,—f (a,)=— 7 : . Then g (y) is an arbitrarily good approximation 
to S(y). Hence, for such a sequence, 
Dm 
: = ‘ ls —,z == - 
D-; A, B= Max|S()—S(2) o( cap) 

This is the assertion of the theorem. 

Proof of Theorem V. Let p=2N+1 be a large prime. Then for 
integer u, the number of solutions of 
(18) m*—n* = u (p) O<m.n<>p 
is 

N if u=0(p), 
1 . E 

(19) g (V—1) if w+0(p) and 2;N, 
1 


9 


(w— 1— ( = ) if w+ 0(p) and 2/N, 


4) We have written Max (1, log k/Q! 2) and not 1 + log k/Q"” to cover the case when 
2 is large but k and A are small. 
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where (*)is the symbol of quadratic residuacity; as is easily verified. In 
particular, if 
Oszr<p 
and z is real, the number of solutions of (18) with 
Osu<z 
is 
(20) y N 2+0(N)=N*-=+0(N). 


We now apply Theorem III to the N numbers 


(21) ~~ _ (l<n<Q). 
The N? numbers {6,} are then just the numbers 
u 
0s 
= (0Su <p) 


with the multiplicities given by (19). In particular, by (20), their discrepancy 
E is given by 
N*? E = O(p) 
i.e. H=O ( ) ; 
Hence, by Theorem IV, the discrepancy of the N numbers (21) is 
D = O(p~ *? log p). 

But this is precisely the assertion of Theorem V. 

We can indeed prove the following slightly stronger assertion. 

Corollary. The number r of quadratic residues in an interval 


Osasu<bep 


r= ; (b—a)+ pO (Max (1, log a )) 
Proof. We have 
R(b)— R(a) = ; (a—b)—r. 


If R(b)> R(a) the corollary follows at once by using Lemma 2, Corollary 
instead of Lemma 2. If R(b) < R(a) we consider the distribution of the non- 
residues instead of the residues. 

I am grateful to Dr. E. 8S. Barnes for commenting on the manuscript. 
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Zur projektiven Differentialgeometrie der Komplexflaichen. 


I. Komplexflichen als Schiebflichen*. 
Von 
Martin Barner in Freiburg/Br. 


Die Komplexflachen bilden neben den Regelflichen wohl die auffallendste 
spezielle Flachenklasse der projektiven Differentialgeometrie. Sie hingen von 
fiinf willkiirlichen Funktionen einer Verinderlichen ab. Laut Definition ge- 
héren die Tangenten einer jeden Asymptotenlinie der einen Schar einem 
linearen Komplex an. 

A. TERRACINI hat verschiedene Arbeiten der Geometrie dieser Flichen ge- 
widmet und deren wichtigste allgemeine Eigenschaften angegeben'). Er ge- 
winnt seine geometrischen Aussagen mit differentiell synthetischen Mitteln. 
Durch K. Strusecker haben vor kurzem die zweisinnigen Komplexflichen 
eine eingehende Behandlung erfahren?). 

In der vorliegenden Untersuchung wird die Theorie der (einsinnigen) 
Komplexflachen analytisch aufgebaut mit dem Ergebnis, daB sich ihre Para- 
meterdarstellung in gewisser Weise explizit angeben laBt. Die rechnerische 
Behandlung dieser Flachen gewinnt hierdurch etwa dieselbe Einfachheit wie die 
der Regelflichen. Es ergeben sich dann ohne Miihe die bekannten und wohl 
auch einige neue geometrische Einzelheiten®). 

Dies wird erméglicht durch Anwendung der kinematischen Betrachtungs- 
weise auf die projektive Differentialgeometrie. Hierzu wird zunichst die all- 
gemeine Theorie der ,,projektiven Bewegungen“ entwickelt [1]*), zu denen 
insbesondere die sog. ,,Schiebungen“ als Spezialfall gehéren. Im bewegten 
System einer Schiebung ist ein Nullsystem ausgezeichnet, das jeden Punkt 


*) Uber die Grundgedanken dieser Behandlungsweise der Komplexflachen hat Ver- 
fasser bereits 1951 in Berlin berichtet. 

1) A. Terractni, Sulle superficie, le cui asintotiche dei due sistemi sono cubiche 
sghembe; Atti Soc. natural. e. matem. Modena (5) 5, 82—107 (1919/20). 

G. Fusm-E. Cecu, Geometria proiettiva differenziale I, Il. Appendice [V#: A. Ter- 
RACINI, Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi, di asintotiche in complessi lineari. 
(Bologna 1927.) 

?) Gehéren die Asymptotenlinien beider Scharen linearen Komplexen an, so sprechen 
wir von zweisinnigen Komplexflachen. Sie fallen natiirlich mit unter die hier betrachteten 
Flachen, haben jedoch viele spezielle Eigenschaften, auf die hier nicht eingegangen wird. 
Man vgl.: 

K. Srrusecker, Uber die Flachen, deren Asymptotenlinien beider Scharen linearen 
Komplexen angehéren. Math. Zeitschr. 52, 401—435 (1949). Man findet dort auch die 
altere Literatur angegeben. 

*) Weitere geometrische Ergebnisse, die sich mit den dargestellten Methoden ge- 
winnen lassen, sollen an anderer Stelle folgen. 

*) Die Nummern verweisen auf die entsprechenden Abschnitte der vorliegenden Arbeit. 












120 Martin BaRNER: 
auf die Schmiegebene der hindurchlaufenden Bahnkurve abbildet [2]. Zu 
einer Schiebung gehért dann umkehrbar eindeutig eine Kurve des Geraden- 
raumes [3]. Eine Komplexkurve im bewegten System einer Schiebung, die 
durch das ausgezeichnete Nullsystem in ihre Schmiegebenenmannigfaltigkeit 
iibergefiihrt wird, erzeugt eine Komplexfliche, und jede Komplexflache laBt 
sich so gewinnen. Damit hat man auch die Parameterdarstellung [4]. Es ist 
dann noch von den Eigenschaften der Bahnkurven einer Schiebung die Rede, 
insbesondere fiihren Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Schiebungen auf 
ebensolche fiir Komplexflaichen [5]. Zuletzt wird erwihnt, wie man in Fort- 
fiihrung der Theorie zu weiteren geometrischen Ergebnissen gelangen kann [6]. 
1. Projektive Kinematik. Durch vier linear unabhingige Vektoren 

0; = {dy, a, a, 2}, i=0,1,2,3, 
wird im dreidimensionalen projektiven Raum ein Koordinatensystem defi- 
niert. Die a; bilden die Basisvektoren dieses Bezugssystems, wir sprechen 
kurz auch von einer Basis. 

Ein Punkt p des Raumes besitzt die Darstellung 
P= Po Mot Py + Pz Ag+ Pz Ay. 

Umgekehrt gehért zu vier Zahlen p,, p,, P2, P3, die nicht alle verschwinden, 
genau ein Punkt. Den Basisvektoren selbst sind so vier Punkte zugeordnet, 
die die Eckpunkte des Koordinatentetraeders bilden. Die p; heiBen die Ko- 
ordinaten des Punktes p, bezogen auf die Basis der q;. 
Die Koordinaten sind homogen, durch 


p und op;,, o+0, +=0,1,2,3, 
wird derselbe Punkt festgelegt. Aus diesem Grund definieren die Vektoren 
(1,1) a, und Aa;, A+0, $= 0, 1,2,3, 


ein und dieselbe Basis. 
Mit den a; sind auch die Vektoren 
3 
(1,2) a;= > ax O%, || ap +: Q, ‘= 0, 1, 2,3 
k=0 


linear unabhingig und als Basisvektoren brauchbar. Bei freier Wahl der 
Koeffizientenmatrix 
A = (a;;) 


fiihrt man in dem betrachteten Raum die allgemeinste Basis ein. 

Wir denken uns jetzt das Bezugssystem ,,bewegt‘, d.h. analytisch, wir 
betrachten die Vektoren a; als Funktionen eines Parameters t, unter dem wir 
uns die Zeit vorstellen kénnen. Wir sprechen dann von einer projektiven Be- 
wegung. Die projektive Kinematik beschiftigt sich mit dem Studium solcher 
Bewegungsvorgange, zu denen natiirlich als Sonderfille auch die euklidischen 
und nichteuklidischen Bewegungen gehéren. 

Irgendein fester Punkt im bewegten System 


(1,3) P= Po Apt Py A+ Po Ag+ Pz Az, Pp; = const. 
beschreibt eine Bahnkurve in der Bewegung. Insbesondere durchlaufen die 
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Eckpunkte des Koordinatentetraeders selbst Bahnkurven, doch sind diese 
vor anderen im allgemeinen nicht ausgezeichnet. 

Nach (1) lassen die Vektoren a,(t) noch Umnormungen mit einem gemein- 
samen Faktor A(t) zu, der jetzt auch von ¢ abhingen kann. Dies niitzen wir 
aus, die Normierung der Basisvektoren so einzurichten, daB die Determinante 


(1,4) (Qo, A, Ag, As) = const. 


konstant ist. Gehen wir nun mittels (2) (mit einer konstanten Matrix A) zu 
einer anderen Basis des bewegten Systems iiber, so haben die zugehérigen 
Basisvektoren 4,(t) dieselbe Eigenschaft. Andererseits kann man durch (2) 
jede zulassige Basis im bewegten System einfiihren. 

Die Vektoren a;,(t) geniigen Ableitungsgleichungen der Gestalt 


3 
(1,5) ai= 2" vie Oe, ‘= 0,1,2,3, 
k=0 


und die Normierungsbedingung (4) hat zur Folge, daB die Spur der Matrix 
(1,6) I= (yix) 


verschwindet, d. h. es ist: 


(1,7) Yoot Yut Veet Ys= 9. 


Beim Ubergang zu anderen Basisvektoren des bewegten Systems mittels (2) 
wird nach (5): 
3 3 3 . 
~% 7 , , , —_ ~ 
Gi= Lian Me= DS) aie yerci= 2 Ax Yertim Gy, 
k=0 k,t=0 k,l,m=0 
und also gilt: 


~ 


(1,8) P=2ATYl A-. 
Hier ist A-!= (Gin ) die zu A inverse Matrix. Die Spur einer Matrix ist bei 
Transformation invariant — die Spur von J’ verschwindet also wieder, wie 


es sein soll. 

Es folgt: Zwei projektive Bewegungen sind (unter Beachtung der Parameter- 
verteilung) dann und nur dann projektiv gleichwertig, wenn die zugehdrigen 
Koeffizientenmatrizen der Ableitungsgleichungen der normierten Basisvektoren 
durch Transformation mit einer Matrix mit konstanten Elementen auseinander 
hervorgehen. 

Da wir im folgenden die kinematische Methode auf Fragen der projektiven 
Differentialgeometrie anwenden wollen, kommt es uns im allgemeinen auf die 
spezielle Wahl der Parameterverteilung nicht an. Gegeniiber Parameter- 
transformation sind die a; invariant, die y;, also Halbinvariante vom Ge- 
wicht 15). 


; dt* 
5) Setzt man ¢*=— F(t) und di 


rianten Methoden in der projektiven Differentialgeometrie vergleiche man die Arbeiten von 
G. Box, in unserem Zusammenhang etwa: G. Boi: Einige Ergebnisse aus der Differential- 
geometrie der Raumkurven im dreidimensionalen Raum. Arch. Math. 1, 1—8 (1948). 
Oder die zusammenfassende Darstellung: G. Bot: Projektive Differentialgeometrie. 
Géttingen, Vandenhoeck & Ruprecht, Bd. 1 (1950), Bd. 2 u. 3 im Erscheinen. 


= g(t), so wird yir=o-? vik. Uber die halbinva- 
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Die einfachsten halbinvarianten GréBen, die mit der Bewegung invariant 
verkniipft sind, sind die Invarianten der Matrix J’. Deren Verschwinden hat 
also fiir die Bewegung invariante Bedeutung. Die Determinante || y;;|| z. B. 
ist eine Halbinvariante vom Gewicht 4°). Verschwindet sie nicht, so kann 
man durch 
(1,9) t=f V+i\lv z|| dt 
einen invarianten Parameter in der Bewegung festlegen’). Nach seiner Ein- 
fiihrung entscheidet man dann mittels des ausgesprochenen Satzes, ob zwei 
Bewegungen projektiv gleichwertig sind (ohne Riicksicht auf die Parameter- 
verteilung) oder nicht. 
Betrachten wir die Bewegung sane) Punktes 


q= S ast, 
k= 


der nicht fest zu sein braucht im bewegten System. Es wird: 


(1,10) q= Stat 4 Ge Ye %- 


Dieser Vektor, dem ein Punkt _ Pity Tangente an die von q beschriebene 
Kurve entspricht, setzt sich aus zwei Bestandteilen zusammen. Zum ersten 
Vektor gehért ein Punkt der Tangente der von q im bewegten System durch- 
laufenen Kurve, der zweite Vektor dagegen kennzeichnet einen Punkt der 
Tangente der Bahnkurve, die entsteht, wenn man gq an der betrachteten 
Stelle festhalt im bewegten System. Ist der erste Bestandteil mit q selbst 
proportional, so haben wir es mit einem festen Punkt des bewegten Systems 
zu tun. Ist dies dagegen beim zweiten Bestandteil der Fall, so sprechen wir 
von einem momentanen Fixpunkt. Die momentanen Fixpunkte einer pro- 
jektiven Bewegung berechnen sich also aus 


3 

(1,11) (Mei — @ Ors) H= 9, i= 0, 1, 2,3, 
wobei g eine der vier Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

(1,12) \| vei — @ Sei ||= 0 

ist. Die stationiren Punkte dagegen findet man aus 


q’—eq=0 
oder ausgeschrieben : 


3 
(1,13) —Gt OU= 2X Yai de: $= 0,1,2,3. 


Statt von den Punkten kénnen wir von den Ebenen des Raumes ausgehen 
und projektive Bewegungen in der Ebenengesamtheit betrachten. Bilden 
die Vektoren W,, U,, U., A, eine Basis des bewegten Systems (als Gesamtheit 
deren Ebenen), so gelten auch hier Ableitungsgleichungen : 


3 
(1,14) = DTM, $=0,1,2,3. 
k=0 


*) Es ist |\y?,|| = ¢~*||yie||, das Vorzeichen von ||y;z|| hat also invariante Bedeutung. 


*) Bezogen auf ? ist | |!yée|| == + 1. Die Normierung einer anderen Invarianten der Ma- 
trix I’ zu | fihrt in gleicher Weise auf einen invarianten Parameter. 
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Handelt es sich um Ebenen desselben bewegten Systems, so kénnen wir die 
Basisvektoren Y%; durch 


(1,15) UW, a,= diy 
definieren, und Differentiation lehrt dann nach (5) und (14) mittels (15): 
(1,16) Viet yei= 9. 


Die Geraden des Raumes denken wir uns — wie iiblich — auf die Punkte 
der absoluten Quadrik Q des fiinfdimensionalen KLemschen Geradenraumes 
abgebildet. Eine projektive Bewegung des R, induziert dann im Geradenraum 
eine projektive Bewegung derart, daB die absolute Quadrik Q — natiirlich 
nicht punktweise — festbleibt. Insofern entspricht einer projektiven Bewegung 
des R, eine hyperbolische Bewegung des Kietnschen R,. 

Eine feste Gerade im bewegten System des R, hat als Bild im R, eine Bahn- 
kurve, die ganz auf der absoluten Quadrik Q liegt. Einem Punkt des Ge- 
radenraumes, der nicht auf Q liegt, ist im R, ein linearer Komplex zugeordnet ; 
alle Geraden, deren Bilder polar zu dem genannten Punkt beziiglich Q sind, 
gehéren dem Komplex an. Einem linearen Komplex des bewegten Systems 
des R, entsprechen in dieser Weise die Bahnkurven der Bewegung des R,, die 
nicht auf der absoluten Quadrik liegen. 

Die Vektoren 


(1,17) (Gp, My), (Mp, My), (Mp, My), (Ay, Mg), (Ag, a3), (As, A) 


bilden eine Basis des bewegten Systems des R,. Hierdurch ist die induzierte 
Bewegung des Geradenraumes analytisch zuginglich. 

Wir wollen hier die allgemeine Theorie der projektiven Bewegungen nicht 
weiter verfolgen, sondern zu einem Spezialfall iibergehen, bei dem die gleich- 
zeitige Betrachtung der projektiven Bewegung des R, und der hyperbolischen 
Bewegung des R, von Nutzen sein wird. Die speziellen Bewegungen, auf die 
wir abzielen, spielen in der Theorie der Komplexflaichen eine wichtige Rolle. 

2. Schiebungen als spezielle projektive Bewegungen. Fragen wir zunichst 
einmal danach, ob es projektive Bewegungen der Eigenschaft gibt, daB die 
Tangenten an die Bahnkurven des R, an jeder Stelle zu Bildern im R, mo- 
mentane Fixpunkte haben. Betrachten wir die von (1,3) beschriebene 
Bahnkurve. Nach (1,5) wird 


3 
p= 2 Pi Qj, 
3 
(2,1) p= J pri vied, 
i,é-0 
.. , 4 
p’= DS pi vie Met Pi Vik Ver %U- 
i,f=0 ; i,k T=0 


Der Bildpunkt der Tangente an die Bahnkurve im R, 
3 


(2,2) (p,p’)= D vi Pe ver (a, a) 
ik =0 
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ist momentaner wage | in der Bewegung des Rs, falls in 


(p, p’)’ = (p, p’”) = ey Pi Pr Vir (04, Oy) + ed Pi Pe Vt Yim (Qi, Gm) 


der zweite Bestandteil sechte mit (p, p’) selbst aenutiend ist. Dies ist dann und 


nur dann der Fall, wenn es Funktionen 0, (¢) mit 9,+ 0 gibt derart, daB gilt: 
3 3 3 


0 DS Pe SimGmt+ Co + Pe VemGmt 03 > Pe Vet Yim On =O. 
k 0 km=0 kim=0 


,m 
Die Tangente an jede Bahnkurve ist also momentaner Fixpunkt im R,, wenn 


fiir die Koeffizientenmatrix J" die Beziehung besteht: 

3 
(2,3) 01 Skm+ 2 Yem+ Qs Yet Yim = 0, k,m = 0, 1, 2,3, 
der man auch die Form 
(2,4) o, £+o,I'+o,I%=0 
geben kann. (3) bzw. (4) kennzeichnet projektive Bewegungen, in denen die 
Bilder der Tangenten an die Bahnkurven momentane Fixpunkte der indu- 
zierten Bewegung des R, sind. 

Wir kommen nun zu unserer eigentlichen Fragestellung. Es sei im be- 
wegten System des R, ein linearer Komplex ausgezeichnet, den wir als nicht 
speziell voraussetzen. Wir kénnen dann die Basis des bewegten Systems so 
wihlen, daB dem Punkt des R, 

(2,5) W = (My, a3) + (Q,, A) 

dieser Komplex zugeordnet ist. Dies bedeutet u.a., dab wir die Kanten (ap, as), 
(a,, @,) des Koordinatentetraeders mit zwei Geraden zusammenfallen lassen, 
die in dem zum Komplex gehérenden Nullsystem konjugiert sind. 

Gibt es — so fragen wir uns — projektive Bewegungen derart, daB die 
Tangente an jede Bahnkurve an jeder Stelle diesem linearen Komplex an- 
gehért? Dies ist genau dann der Fall, wenn der Punkt (2) des R, fiir jede 
Wahl der p; zu (5) polar ist, d.h. die Koeffizienten der Produkte p; p, miissen 
einzeln zu w polar sein. Dies aint die Punkte cos R;: 

(2,6) (a; , Ge) + (Q_, aj) == ¥ var(O, a;) +, x , Vir (Ge, a), #,k=0,1,2,3. 
Polaritat zu (2) tritt dann und nur dann ein, falls die Bedingungen 
Yoa= Yia= Yu= Yo= 9, 

Via + Yoo = 9, Yu + Yoo = 90 
(2,7) Ya— Ya = 9, Ys2— Yo = 9 

¥s3— Yo = 9, Ye2— Yu = 0 
erfillt sind. Der SchluB, der zu (6) fiihrt, bleibt auch richtig, wenn man im 
bewegten System zehn Punkte betrachtet, die nicht auf einer Quadrik liegen, 
und verlangt, daB die Tangenten an die von ihnen erzeugten Bahnkurven 
dem Komplex (5) angehéren. Somit: Gibt es im bewegten System zehn Punkte, 
die nicht auf einer Quadrik liegen, derart, daB die Tangenten der von ihnen be- 
schriebenen Bahnkurven an jeder Stelle einem im bewegten System festen line- 


aren Komplex angehéren, so haben auch die Bahnkurven aller anderen Punkte 
diese Eigenschafjt. 
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Eine solche spezielle projektive Bewegung nennen wir eine projektive Schiebung 
oder kurz auch eine Schiebung®). 
Nach (7) und (1,7) hat die Koeffizientenmatrix die Gestalt: 
Yoo You Yea 0 


(2,8) Peo Yio — Yoo O — Yes 
Y20 0 — Yoo You 
0 — V2 Yw Yoo 


Legen wir die Basis des bewegten Systems einer Schiebung so, daB der ausge- 
zeichnete Komplex durch (5) charakterisiert wird, so hat die Koeffizientenmatrix 
der Ableitungsgleichungen (1,5) die Form (8). 

Aus (8) folgt nun sofort 
(2,9) I*= (yio+ Yoo Yiot+ Yor Yao) Z, 
und der Vergleich mit (4) lehrt: In einer Schiebung sind die Bilder der Tan- 
genten an die Bahykurven mome~ ‘ine Fixpunkte der induzierten Bewegung des 
Geradenraumes. 

Betrachten wir nun die Ebenen des bewegten Systems einer Schiebung. 
Diese sind durch das Nullsystem, das zu dem ausgezeichneten linearén Kom- 
plex gehért, den Punkten eindeutig zugeordnet. Bei dieser Korrelation gehen 
die Geraden des linearen Komplexes in sich tiber — der lineare Komplex hat 
fiir die Ebenen dieselbe Bedeutung wie fiir die Punkte. Es gilt also: In einer 
Schiebung definiert jede im bewegten System feste Ebene eine Torse, deren Er- 
zeugende an jeder Stelle dem ausgezeichneten Komplex angehéren. Analytisch 
lauft das darauf hinaus, daB die Koeffizientenmatrix J" beim Umklappen 
um die Hauptdiagonale [vgl. (1,16)] in eine Matrix derselben Gestalt (8) 
iibergeht. 

Die Verhiltnisse liegen jedoch noch bedeutend einfacher. Die Kehlpunkte 
dieser Torsen sind selbst fest im bewegten System, sie sind also die Bildpunkte 
im Nullsystem der Ebenen, die die Torsen erzeugen. Umgekehrt: die Schmieg- 
ebene an eine jede Bahnkurve ist die Nullebene des zugehérigen Punktes. 

Dies folgt unmittelbar aus der oben hervorgehobenen Tatsache, daB die 
Bildpunkte der Tangenten an die Bahnkurven momentane Fixpunkte in der 
Bewegung des Geradenraumes sind. Die Tangente der Kurve (p, p’) fallt 
deshalb zusammen mit der Tangente an die Kurve, die (p, p’) im bewegten 
System beschreibt. Diese Kurve verlaiuft jedoch nach Voraussetzung ganz 
in der Polarebene von w. Somit liegt 


(p, p’)' = (p, p”) 
im ausgezeichneten Komplex. Die Geraden (p,p’) und (p, p’’)*) spannen 
also die Nullebene von p und natiirlich auch die Schmiegebene der von p 
beschriebenen Bahnkurve auf. Es gilt also, wie behauptet, die fiir die Schie- 


*) Dieser Name rechtfertigt sich — wie wir spiter sehen werden — darin, daB zu den 
Schiebungen als Sonderfille die CrirForpschen Schiebungen der elliptischen, quasi- 
elliptischen und isotropen Geometrie gehéren. 

®) Fallen diese beiden Geraden zusammen, so hat die Bahnkurve an der betrachteten 
Stelle einen Wendepunkt, und wir kénnen jede Ebene durch die Tangente an die Bahn- 
kurve, also insbesondere auch die Nullebene als Schmiegebene betrachten. 
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bungen wichtige Aussage: Durch das Nullsystem des ausgezeichneten Kom- 
plexes einer Schiebung wird jeder Punkt des bewegten Systems auf die Schmieg- 
ebene der durch ihn laufenden Bahnkurve abgebildet. Dual formuliert: Das Null- 
system fiihrt jede Ebene des bewegten Systems iiber in den Kehlpunkt der von ihr 
in der Schiebung erzeugten Torse. 

Es ist klar, daB diese Eigenschaft die Schiebungen unter den projektiven 
Bewegungen kennzeichnet. Allgemeiner gilt: Gibt es im bewegten System einer 
projektiven Bewegung eine Korrelation, die zu jeder Zeit jeden Punkt auf die 
Schmiegebene der von ihm erzeugten Bahnkurve abbildet, so ist die Bewegung eine 
Schiebung. Denn da Punkt und Bildebene, die ja Schmiegebene sein soll, 
inzidieren, so kann die Abbildung nur ein Nullsystem sein. Da ferner die 
Tangente an die von einem Punkt erzeugte Bahnkurve in der Schmiegebene 
liegt, die Nullebene sein soll, so sind diese Tangenten Gerade des zum Null- 
system gehérenden linearen Komplexes. Wir kommen zu unserem Ausgangs- 
punkt zuriick: Die Tangenten an die Bahnkurven gehéren einem Komplex 
an, der fest ist im bewegten System. 

Aus der Tatsache, da8 die Bilder der Tangenten an die Bahnkurven mo- 
mentane Fixpunkte in der Bewegung des Geradenraumes sind, folgt auch 
noch, daB diese Bilder an jeder Stelle in einem dreidimensionalen Unterraum 
liegen, d. h. die Tangenten gehéren an jeder Stelle einer linearen Kongruenz an. 
Da nimlich (p, p’) und (p, p’)’ polar zu w sind, so sind auch w und w’ polar 
zu (p,p’). Es gilt somit: Die Tangenten an die Bahnkurven einer Schiebung 
gehiren an jeder Stelle der durch 


(2,9) w, w’ 
definierten linearen Kongruenz an. 
Es ist zweckmaBig, die Auszeichnung des Komplexes w bereits in der 
Bezeichnungsweise hervortreten zu lassen. Hierzu setzen wir bzw.: 
Qg= Gh, A= 9, Ag= $2, Ag= qe 
W = (q,, Ge) + (3,, 92)- 
Die Ableitungsgleichungen (1,5) nehmen dann die Gestalt an 


Qi = Oj 9, + Ae B+ 2G; 


(2,10) be i=1,2, 
8 = BiG + Biz det BS, 
wobei 
& yy Gy, O 
(2 11) r= Bu B 0 Bis 


Bu 0 B Bas 


O Gg; Ogg & 
Hierin sind die ersten vier Bedingungen (7) bereits verwendet, die anderen 
und (1,7) lauten: 
= Bos, %2= — Pre, 
(2,12) - a+ p=0. 
te= Pu, %m=— Pu, 


Zusammenfassend schreibt man hierfiir: 


2 
(2,13) 1X, %1 Bie =|laix|| Oe, a+ p=0, 
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Fiir die Ebenenvektoren 
2,14) A=—O,, %=— —S,, A,=S,, A= O, 
wird entsprechend nach (1,16) wegen (10) und (12) 
Di’ = — aj, S, — aj2S,— 2 O; 
SG,’ ———s Bix O,— Bis OD. — BS; 
Zwischen Punkt und Ebenenvektoren besteht dann die Produkttabelle 


| % S$; % 4s 


(2,15) 


$= 1,2. 





Q. > = 6 3 
(2,16) S, . 8 i°s 
€&.i @ -1 0 0 
Oo.) —1 0 0 0 


Das Nullsystem des ausgezeichneten linearen Komplexes w ordnet dann 
den Punkt 


G = Go % + % 91 + Wo S2 + Is Ge 
und die Ebene 
D = do Oi + 1 Si + G2 Se + 93 De 
einander zu. 

3. Eineindeutige Zuordnung der Schiebungen des R, zu den Kurven des 
Geradenraumes. Betrachten wir nun die projektive Bewegung, die durch die 
Schiebung des R, im Geradenraum induziert wird. Nach (1,17) bilden die 
Vektoren 


(3,1) (G1; G2), (81, $2), (Gy, 91), (Gy, $2), (Ge, 91), (Ge, $e) 
eine Basis des bewegten Systems des R,. Mittels (2,10) findet man fiir sie die 
Ableitungsgleichungen : 


(Qi, Ge)’ = 2 & (Gy, Gg) + Oy (G1, $1) + Hoe (Gr, Se) — My (Ge, $1) — ye (Ge, 39) 


(8, S_)’= 2 B (81, 32) — Bar (G1, $1) + Bir (Oh, $2) — Boo (G2, $1) + Bie (Ge, $2) 
(3,2) (G1, $1)'= Bre (Gi, G2) — M2 (81, $2) 

(91, $2)’= Boe (Qi, 42) + M1 (31, $2) 

(G2, $1)’ = — Birr (G1, G2) — Hae (81, $2) 

(2, $2)’= — Bay (1, G2) + Xan (81, $2) - 


Ersetzt man hierin nach (2,12) die 6;, durch «,, 8 durch « und fiihrt statt 
der Vektoren (q,, 42), (8,, $2) die Linearkombinationen 
(3,3) D= (q, ’ 2) +~ (3, 5] 82) 
= (G1, G2) — (8, , $9) 
als Basisvektoren ein, so nehmen die Ableitungsgleichungen (2) die Gestalt an: 
Ww’ = 2 «DW + 2 oy (Gy, 81) + 2 Ho (qh, $2) —2 Oy (Gg, 94) — 2 Oye (Gg, $e) 
w’=2aw 
(3,4) 


9* 
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Die im bewegten System feste Hyperebene E mit der Parameterdarstellung 
(3,5) © = 7,0 + 12 (a), 3:) + 73 (G), 32) + 74 (Ge, $1) + 75 (Ge, $2), 7§ = Const., 
ist die Polarebene des Punktes w. Ihr Schnitt mit der absoluten Quadrik Q 
kennzeichnet die Geraden des ausgezeichneten Komplexes des R, . 


Irgend ein Punkt dieser Ebene E — etwa der Punkt r in (5) — beschreibt 
nach (4) eine Bahnkurve derart, daB 
(3,6) r=Ow 
mit 

D = 2 ar, — Aye Fat Oy 3 — Meg Met Oe Fs. 

Das heiBt: Die Tangente an eine jede Bahnkurve, die von einem Punkt der 
Ebene E erzeugt wird, trifft den Pol w dieser Ebene. Im Sinne der hyper- 
bolischen Geometrie in diesem Raum stehen diese Tangenten alle senkrecht 
auf der Ebene E. Diese Ebene bewegt sich also normal, d. h. sie rollt iiber die 
von ihr erzeugte Torse ab ohne zu gleiten. Somit: Hine Schiebung induziert 
im Geradenraum eine hyperbolische Bewegung derart, daB eine feste Ebene des 
bewegten Systems entlang einer Torse abrollt, ohne zu gleiten. Die Punkte, die 
nicht in dieser Hyperebene liegen, sind aber mit ihr hyperbolisch starr ver- 
bunden!*). Durch den Abrollvorgang ist also diese Bewegung im Geraden- 
raum eindeutig definiert, und es folgt: Durch Angabe einer einparametrigen 
Schar von Hyperebenen bzw. deren Polkurve im Geradenraum ist eine Schiebung 
eindeutig definiert. 

Es ist nun die Frage, ob auch die Umkehrung gilt. Fihrt die Vorgabe 
einer beliebigen einparametrigen Ebenenschar im R, in dieser Weise immer 
auf eine Schiebung des R,? Dies ist in der Tat der Fall. 

Zum Beweis betrachten wir die hyperbolische Bewegung eines Systems 
mit der Basis 


(3,7) Go> G1» F2> Ws» Ga> As 
derart, daB die Hyperebene 
(3,8) (Gi > Ga» 43> Fa» Gs) 


dieses Systems auf einer gegebenen Torse hyperbolisch abrollt, ohne zu gleiten. 
Wir wollen voraussetzen, daB die Ebenen der Torse die absolute Quadrik Q 
nicht beriithren. Dann mége q, an jeder Stelle den Pol der Ebene (8) dar- 
stellen. Ferner denken wir uns die Vektoren (7) so normiert, da8B ihre Deter- 
minante 
(3,9) (Go> G1» G2» Fs» Ga» Fs) = const. 
ist. Dies ist durch Umnormung mit einem gemeinsamen Faktor immer zu 
erreichen. 

Unter den gemachten Voraussetzungen gelten dann fiir die q; Ableitungs- 
gleichungen der Art: 


(3 10) q- T) Jo + O19, + F242 + F393 + 0494 + 9595 
| Gi = TH + Fi Ao é=1,...,5. 


‘°*) Man denke an den entsprechenden Vorgang in einem dreidimensionalen euklidi- 
schen Raum, der dem geschilderten véllig analog ist. 
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mit 
(3,10a) Tot T+ Tet T3+ T+ T= 0, 
wobei wir jetzt noch auszudriicken haben, daB die absolute Quadrik dieses 
Raumes fest bleibt. 
Setzen wir fiir einen Punkt u des R, 


(3,11) Me = Uy Got Uy G+ Uz Jot Ug Ggt Ug Gat Us qs, 


so kénnen wir im Einklang mit dtn Voraussetzungen die Gleichung der Qua- 
drik Q etwa in der Gestalt annehmen: 


(3,12) Q = us — ui + uj— ui t+ ui—ui=0. 
Q ist fest in der Bewegung, falls gilt: 
(3,13) O’— 0 Q@=0. 


Nun gewinnt man aus 
u’—Au=0 
mittels (10) die Stationaritatsbedingung eines Punktes u: 


oe : 4f£ £ if fg 
A Up— Up = To Uy + &, Uy + Fo Ug + &s Ug + Fy Ug t+ §, us 


(3,14) ; " 
AU; — Uj, = Tj Uz + Oj Uy, ey = ape - 


Geht man damit in (12), (13) ein, so wird 
5 


Q'= J 2u, uj(— 1) 
i=0 
(3,15) = 2 Ug (To. Up + F, Uy + Fg Ue + &3 Ug + Fy Ug + &, Us) 
+ 2 4 (-- 1) uj (T; Uz Oj Ug) (mod Q) ’ 
i=1 
und (13) fiihrt also auf die Bedingungen 


&; + 0;(—1)' 0 $= 1,2,...,5 
3,16 
(3,16) %F%=o0 ¢=0,1,...,5: 


deren zweite Gruppe wegen (10a) iibergeht in 
(3,17) ™%Z=o=0. 

Schreiben wir nun die Ableitungsgleichungen (10) um, indem wir einmal 
(16) und (17) verwenden und zum anderen statt q,,q3,q4,,q; die Vektoren 
(3,18) G2a+Qs» Wt, GW—-As» Ws—4 


als Basisvektoren einfiihren, so gehen die Gl. (10) iiber in: 


1 
Go = % 9 + (02 + G5) ° 2 (G2 + Gs) + (G3 + 4) ° 2 (43 + 4a) 
1 l 
+ (6, — 3) ° 9 (Gs — 2) + (6, — 9s) - 2 (9s — 9s) 
dh = % GM 
1 4 l 
2 (G2 + 4s) 9 (5 — 9%) 
4 l 2 l 
(3,19) x (G3 + Ga)’ = — | (4 — 9) Go 
l P 1 
2 (44 — 4s) “= (G3 + 4) GW 
l 
2 


P l 
(4s — 92) 2 (G2 + Fs) G- 
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Diese Gleichungen sind aber tatsichlich aquivalent denjenigen (4), auf 
die eine Schiebung des R, im Geradenraum gefiihrt hat. Man hat in (4) bzw. 
(19) zu ersetzen nach dem Schema: 


wD (G1, 9) (G1, $a) (G2, 9;) (G2, $e) 


3,20 l l l 1 
, Go hh F (G2 + 4s) 9 (4s + 4) 2 (44— 4s) 9 (4s— 42) 


ph 2 Og 2teg 8=02— 2 yy 0 — 2 yg 
0, (02+ 5) (63 + 4) (0, — Os) ‘ied 


Auch lehrt (12), daB die in (18) genannten Punkte auf der absoluten Quadrik 
liegen. Die beiden sich nach (20) entsprechenden Simplexe haben beziiglich 
der absoluten Quadrik dieselbe Lage. 

Damit ist also in der Tat gezeigt: Zu jeder Torse des Geradenraumes (bzw. 
deren Polkurve) kann man im R, eine Schiebung angeben, deren Bild im Ge- 
radenraum diese erzeugt. 

Zusammenfassend haben wir also die folgenden Verhiltnisse: Der pro- 
jektiven Kinematik des R, entspricht im Geradenraum die hyperbolische Kine- 
matik. Die Theorie der Schiebungen dagegen fiihrt auf die Kurventheorie des 
Geradenraumes. Ausgeschlossen sind dabei Kurven bzw. Stellen von Kurven, 
die auf der absoluten Quadrik @Q liegen. Die Dimension der betrachteten 
Kurve unterliegt keiner Einschriankung. Diese wird also, wie wir spiter aus- 
fiihren werden, eine der wichtigsten invarianten Eigenschaften der Schiebungen 
reprasentieren, die sich auch im R, widerspiegelt. 

Fiir den dreidimensionalen Raum hat dies die Konsequenz, da8 nicht nur 
durch eine Schiebung eine einparametrige Schar linearer Komplexe festgelegt 
wird, sondern daB auch umgekehrt zu einer einparametrigen Schar linearer 
Komplexe genau eine Schiebung gehért. Es werden also in der projektiven 
Differentialgeometrie iiberall dort Schiebungen eine Rolle spielen, wo ein- 
parametrige Scharen linearer Komplexe auftreten. 

Dies ist besonders bei den Flachen der Fall, deren Asymptotenlinien der 
einen Schar (oder auch beider Scharen) linearen Komplexen angehéren, eine 
Flaichenklasse, deren Flichen — Komplexflachen genannt — sich bei den ver- 
schiedensten Fragen der projektiven Differentialgeometrie als ausgezeichnet 
erweisen. 

Andererseits ist z. B. mit einer Raumkurve die einparametrige Schar von 
Schmiegkomplexen verkniipft. Die Kurventheorie stellt sich nun wirklich 
als ein Spezialfall in der Theorie der Schiebungen und der Komplexflachen 
heraus. 

Wir wollen hier jedoch zunachst mit den dargestellten Methoden die Theorie 
der Komplexflichen aufbauen. 

4. Komplezxflichen als Schiebflichen. Eine Kurve, deren Tangenten einem 
Jinearen Komplex angehéren — man spricht von einer Komplexkurve — kann 
man explizit angeben"). Bezieht man die Kurve auf die Basisvektoren q, , 4, 


") Vygl. etwa: G. Bo: Projektive Differentialgeometrie, Bd. 1, § 54, S. 206. 
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3,, G2 und ist der zugehérige Komplex gekennzeichnet durch 
W = (4, , G2) + (8, 4), 

so besitzt jede solche Kurve eine Parameterdarstellung der Art 

(4,1) BH (s) = Git 8 3,4 f(s) 3+ (2 f(s) —8 f'(s)) Ge, 


und (1) stellt bei beliebiger Wahl der Funktion f(s) eine Komplexkurve dar. 

Denken wir uns jetzt eine einparametrige Schar Komplexkurven gegeben, 
so kennen wir auch die einparametrige Schar der zugehérigen Komplexe und 
kénnen die hierzu eindeutig definierte Schiebung konstruieren. Bezogen auf 
die Basis des bewegten Systems ist der ausgezeichnete Komplex durch 


Ww = (q,, G2) + (3, 92) 


gekennzeichnet, und die zu einem jeden Wert des Parameters ¢ gehdérende 
Komplexkurve besitzt in diesem System dann also nach (1) die Darstellung 


(4,2) y(t, s) =a, (t) +8 3, (t) + F,(s, t) 3, (t) + (2 F(s, t) —s F, (s, t)] galt). 


Einer einparametrigen Schar Komplexkurven kann man immer die Parameter- 
darstellung (2) geben, wobei die q;, 3; den Ableitungsgleichungen (2,10) mit (2,12) 
geniigen. (2) stellt eine solche Schar fiir jede Wahl der Funktion F(s,t) dar. 

Von einer Schiebfliche sprechen wir, wenn die Komplexkurve im bewegten 
System fest ist, d.h. analytisch, daB die Funktion F(s,t) nur von s, aber 
nicht von t abhingt. Betrachten wir einmal die Bahnkurve, die von einem 
Punkt der Komplexkurve in der Schiebung erzeugt wird. Diese Kurve ist 
eine Parameterkurve s= const. auf der entstehenden Schiebfliche. Die 
Schmiegebene dieser Kurve ist — wie wir wissen, ist es fiir jede Bahnkurve 
der Fall — Nullebene in dem zum ausgezeichneten Komplex gehérenden 
Nullsystem. Als Nullebene liegen in ihr die Geraden des linearen Komplexes, 
die durch den zugehérenden Punkt gehen, also insbesondere auch die Tangente 
an die Komplexkurve (laut Definition der Komplexkurve). Die Schmieg- 

bene der Bahnkurve enthilt also sowohl die Tangente an die Komplexkurve 
wie natiirlich auch die Tangente an die Bahnkurve. Hine Bahnkurve ist somit 
Asymptotenlinie der von einer Komplexkurve von w in der Schiebung erzeugten 
Fliche. 

Bei einer Komplexkurve nun bildet das zum linearen Komplex gehérende 
Nullsystem jeden Punkt der Kurve auf die Schmiegebene an die Komplex- 
kurve in diesem Punkt ab!*). Die Nullebene, von der wir gerade sahen, dab 
sie Tangentenebene der erzeugten Fliche ist, ist also auch Schmiegebene der 
Komplexkurve — die Komplexkurven selbst sind ebenfalls Asymptotenlinien 
der von einer Komplexkurve von w in der Schiebung erzeugten Fliche. 

Flaichen, deren eine Schar von Asymptotenlinien Komplexkurven sind, 
nennt man Komplezflichen. Wir haben somit den Satz: Hine Komplexkurve 
von w des bewegten Systems einer Schiebung erzeugt eine Komplezxfliche. 


12) Vgl. etwa: G. Box: Proj. Differentialgeometrie, § 44, 8. 173. 
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Nun wirft sich die Frage auf: laBt sich jede Komplexfliche so erzeugen ? 
Eine Komplexflaiche tragt jedenfalls eine einparametrige Schar Komplex- 
kurven und besitzt also sicher eine Parameterdarstellung der Gestalt (2). 
Die Komplexkurven, d. h. die Parameterkurven t = const., sind Asymptoten- 
linien dieser Flache, falls: 


(4,3) hy, = 0 (mod 9, b,, 0,5) - 


Wiirde nun F (s, ¢t) in (2) von ¢ nicht abhangen, so hiatten wir es mit einer 
Schiebfliche der oben genannten Art zu tun, die Kurven ¢ = const. waren 
Asymptotenlinien, und (3) wire also erfiillt. Es bleibt daher in (3) nur die 
Ableitung der Funktion F (s, ¢) nach ¢ zu beriicksichtigen, und es muB also 
sein : 


(4,4) FP y13.+ (2 Fy — 8 F yt) qQg= 0 (mod b, 9, , ys). 
Aus (2) folgt 
(4,5) * 


Dss = sss (92 i qa) » 


97 F,, Sor (F,— 8 F,.) Ge 


und damit (4) erfiillt ist, muB also notwendig 


(4,6) F, = 0 


sein. 

Wir haben den fiir die Theorie der Komplexflaichen grundlegenden Satz: 
Eine Komplexkurve des bewegten Systems einer Schiebung, deren Tangenten 
dem in diesem System ausgezeichneten linearen Komplex angehiren, erzeugt 
in der Schiebung eine Komplexfliche, und jede Komplezfliche lapt sich so er- 
zeugen. 

Jede Komplezfliche besitzt eine Parameterdarstellung 


(4,7) y (t, 8) = q+ 83, + G(s) 3,4 [2 G(s) —s G’ (s)] ae, 


worin G(s) eine geeignet gewdhite Funktion von s ist und die Vektoren q,, 
8,, 32, 2, die von t abhingen, den Ableitungsgleichungen (2,10) mit (2,12) 
geniigen. (7) stellt fiir jedes G(s) eine Komplezxfldche dar. 

Aus den oben ausgesprochenen Siatzen gewinnt man also die folgenden, 
vom kinematischen Standpunkt aus trivialen, Eigenschaften der Komplex- 
flachen: Die Komplexkurven einer Komplezxfliche sind projektiv gleichwertig. 
Die zweite Schar von Asymptotenlinien bildet diese projektiv aufeinander ab. 
Diese Abbildung wird auch vermittelt durch die Asymptotenlinien der Regel- 
flachen, die die Tangenten an die Komplexkurven lings der Asymptoten- 
linien der anderen Schar bilden. Es sind ja gerade die Bahnkurven in der 
erzeugenden Schiebung die Asymptotenlinien dieser Regelflaichen. 

Betrachten wir noch die Tangenten an die Asymptotenlinien der anderen 
Schar lings einer Komplexkurve einer Komplexfliche. Diese Asymptoten- 
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linien sind Bahnkurven, ihre Tangenten gehéren an jeder Stelle, wie alle 
Tangenten an Bahnkurven, einer linearen Kongruenz an. Somit: Die Regel- 
flichen, gebildet aus Tangenten an die Asymptotenlinien der anderen Schar 
lings einer Komplexkurve einer Komplexfliche, sind Kongruenzregelflachen. 

Von unserem kinematischen Standpunkt aus zerfallt eine eingehendere 
Theorie der Komplexflachen einmal in das Studium der Schiebungen — eigen- 
artigerweise spiegeln sich auch die auffallenden flichentheoretischen Eigen- 
schaften in Eigenschaften der zugehérigen Schiebungen wieder —, zum an- 
deren in Fragen, die mit der Wahl und speziellen Lage der Komplexkurve 
im bewegten System zusammenhingen. Einige prinzipielle Aussagen iiber 
Schiebungen im Zusammenhang mit den Komplexflichen werden in dem 
folgenden Abschnitt gemacht — eine eingehendere Behandlung beider Fragen- 
kreise jedoch wollen wir auf spiter verschieben. 

5. Die Eigenschaften der. Bahnkurven der Schiebungen. Wir betrachten die 
Regelflichen, die durch Schiebung einer Geraden entstehen. Gehért die Ge- 
rade dem Komplex w an, so ist — wie wir bereits sahen — die einparametrige 
Schar von Bahnkurven, die die Regelflache trigt, die Schar ihrer ,,.krumm- 
linigen“* Asymptotenlinien. Die Schmiegebene an eine Bahnkurve ist Null- 
ebene, und eine Komplexgerade liegt also in ihr. 

Die anderen Geraden, die nicht dem Komplex w angehéren, ordnen sich 
zu Paaren, die konjugierte Gerade im Nullsystem sind. In der Schiebung 
entstehen so Regelflichenpaare. Ein Punkt einer solchen Geraden durch- 
lauft eine Bahnkurve, deren Schmiegebene als Nullebene die konjugierte Ge- 
rade enthalt. Die Schmiegebenen der Bahnkurven lings einer solchen Ge- 
raden schneiden sich alle in der konjugierten Geraden — und diese Eigen- 
schaft ist natiirlich wechselseitig in bezug auf beide konjugierte Gerade. 

Lassen wir — um konkrete Verhiltnisse zu haben — die Geraden (q, qq), 
(8,, $2) mit den betrachteten konjugierten Geraden zusammenfallen — wir 
kénnen ja die Basis immer so legen. Die Gerade (q, , 3,) gehért dem Komplex 
an. Die von q, und 8, erzeugten Bahnkurven sind Asymptotenlinien der aus 
(q,, 3,) in der Schiebung entstehenden Regelfliche. Zwei solche Kurven nennt 
man deshalb asymptotisch Transformierte erster Stufe voneinander. Des- 
gleichen beschreiben 8, und q, zwei Kurven, die asymptotisch Transformierte 
erster Stufe voneinander sind. q,, q, ihrerseits nennt man jetzt asymptotisch 
Transformierte zweiter Stufe voneinander. Es folgt: Zwei Bahnkurven einer 
Schiebung sind asymptotisch Transformierte erster oder zweiter Stufe voneinander, 
je nachdem ob die Geraden der von ihnen erzeugten Regelfliche dem Komplex 
angehéren oder nicht. 

Die von (q,, Gg) erzeugte Regelflaiche trigt also eine Doppelverhaltnisschar 
(die Bahnkurven in der Schiebung) derart, daB je zwei Kurven dieser Schar 
asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander sind. Diese Trans- 
formation wird vermittelt von jeder Kurve einer Doppelverhiltnisschar 
(wieder die Bahnkurven in der Schiebung) auf (8, , 3,). Andererseits haben 
die Kurven der Schar auf (3,, 3,) genau dieselbe Eigenschaft, wobei dann 

jede der Kurven auf (q,, q,) die asymptotische Transformation vermittelt. 
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Zwei Regelflachen, deren Erzeugende in dieser Weise einander zugeordnet 
sind, nennt man nach Finrkorr schichtbar (stratifiable)'*). Die beiden die 
Schichtung vermittelnden Doppelverhaltnisscharen sind die Schichtkurven. 
Wir haben also: Zwei im ausgezeichneten Nullsystem konjugierte Gerade des 
bewegten Systems bilden in der Schiebung ein schichtbares Regelflichenpaar. 


Im Geradenraum ist ein solches Regelflichenpaar durch eine Gerade des 
bewegten Systems definiert, die durch w geht, etwa die Gerade (r, w). r ist in 
(3,5) erklart. In der Bewegung beschreibt diese Gerade eine Torse, deren 
Kehlpunkt in dem zu mw polaren Punkt r liegt [vgl. (3,6)]. Gibt man umge- 
kehrt im Geradenraum eine Torse (die auch in einen Kegel entartet sein kann) 
vor, so schneiden deren Erzeugende aus der absoluten Quadrik zwei Kurven 
aus, die Bilder eines schichtbaren Regelflachenpaares des R, sind. Betrachtet 
man namlich die Polkurve der Kehlkurve der gegebenen Torse und kon- 
struiert zu dieser Kehlkurve die einparametrige Polarhyperebenenschar, so 
definiert diese nach Abschnitt 3 eine zu einer Schiebung des R, gehérende 
Bewegung des Geradenraumes, in der die Kehlkurve, von der wir ausgingen, 
Bahnkurve ist. Jetzt liegt aber die betrachtete Figur vor, und das von der 
Torse definierte Regelflachenpaar des R, ist wie alle anderen ein schichtbares 
Paar. Eine Schiebung ist durch eines der von ihr erzeugten schichtbaren Regel- 
fliichenpaare eindeutig bestimmt, und umgekehrt gibt es zu einem Paar schicht- 
barer Regelflichen genau eine Schiebung derart, daB sie Bahnkurven der Bewegung 
des R,, bzw. dap deren Schichtkurven Bahnkurven des R, sind. 


Auf einer Regelflache eines schichtbaren Paares liegen Kurvenpaare, die 
asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander sind — dies war ja 
unser Ausgangspunkt. Nun gehort aber umgekehrt — wie bekannt ist!4) — 
zu einem Paar asymptotisch Transformierter zweiter Stufe immer die Figur 
eines schichtbaren Regelflichenpaares, zu denen laut Konstruktion auch die 
Ausgangskurven gehéren. Daraus erhalten wir: Eine Schiebung ist durch An- 
gabe zweier ihrer Bahnkurven, die asymptotisch Transformierte zweiter Stufe 
voneinander sind, eindeutig bestimmt, und umgekehrt gibt es zu einem Paar 
asymptotisch transformierter Kurven immer eine Schiebung, die das Kurven- 
paar als Bahnkurven enthilt. 


Man kann den ausgesprochenen Existenzsatz noch allgemeiner fassen, 
wenn man ein Ergebnis von A. Pantazt"5) heranzieht, wonach zwei beliebige 
Kurven des dreidimensionalen Raumes sich so aufeinander beziehen lassen, 
daB die Kurven dann asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander 
sind. Diese Beziehung ist im Kleinen sogar eindeutig, falls die Ausgangskurven 


43) Man spricht auch von W-transformierten Regelflachen, da sie Brennflachen eines 
W-Strahlsystems sind. 

4) Vgl. etwa: M. Barner, Zur projektiven Differentialgeometrie der Kurvenpaare. 
Math. Zeitschr. 56, 409—442 (1952). 

) A. Pantazi, Sur le probléme de Kornies. Disquisit. math. et phys. Bucuresti 1, 
357—368 (1941). Die gemachte Aussage ist geometrisch evident, wenn man weiB, daB 
die asymptotische Transformation zweier Kurven fiir die Bilder der Tangenten im Ge- 
radenraum bedeutet, daB die Schmiegebenen der Dimension zwei einen Punkt gemeinsam 
haben. Fiir Komplexkurven desselben Komplexes ist dies natiirlich immer der Fall. 
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nicht demselben linearen Komplex angehéren. Liegen diese dagegen in dem- 
selben linearen Komplex, so bilden sie bei jeder Zuordnung ihrer Punkte ein 
Paar asymptotisch Transformierter zweiter Stufe (oder erster Stufe, was wir 
ausschlieBen wollen). Somit: Hs gibt immer Schiebungen, die zwei in ihrer 
gegenseitigen Lage im Raum vorgegebene, nicht aufeinander bezogene Kurven 
als Bahnkurven enthalten. Durch eine solche Schiebung wird dann einem Punkt C 
der einen Kurve ein Punkt C der anderen Kurve zugeordnet, und die betrachtete 
Schiebung ist die einzige, in der C wnd C zusammengehiren, es sei denn, die 
beiden Ausgangskurven gehéren einem gemeinsamen linearen Komplex an. 
Dann aber haben wir es in der Hand zu verlangen, daB eine willkiirlich vor- 
geschriebene Korrespondenz zwischen den Ausgangskurven sich auf diese als 
Bahnkurven der Schiebung iibertragt. 

Aus den in diesem Abschnitt hervorgehobenen Siatzen folgen sofort wieder 
entsprechende Aussagen fiir die Asymptotenlinien der anderen Schar — dies 
sind die Asymptotenlinien, die nicht Komplexkurven sind — einer einsinnigen 
Komplexflache. Sind die Asymptotenlinien beider Scharen Komplexkurven, 
so haben natiirlich die Kurven beider Scharen die genannten Eigenschaften. 
Zunichst: Zwei Asymptotenlinien der anderen Schar einer Komplezxfliche sind 
asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander. — (Es sei denn, diese 
Kurven sind Asymptotenlinien der von ihnen erzeugten Regelfliche. In diesem 
Fall enthalten die Tangentenebenen in den betreffenden Punkten sich wechsel- 
seitig. Die Tangentenebenen, d.h. die Schmiegebenen an die Komplexkurve, 
schneiden sich in den Verbindungsgeraden dieser Punkte. Ein solches Punkte- 
paar der erzeugenden Komplexkurve nimmt natiirlich eine Sonderstellung ein.) 

Ferner: Betrachtet man zwei Asymptotenlinien der anderen Schar, so bilden 
die beiden Regelflichen, die erzeugt werden einmal aus Verbindungsgeraden zu- 
sammengehérender Punkte, zum anderen aus Schnittgeraden zusammengehérender 
Tangentenebenen, ein schichtbares Regelflichenpaar. 

Die Eindeutigkeitssatze fiir Schiebungen iibertragen sich in Eindeutigkeits- 
sitze fiir Komplexflachen. Insbesondere gilt: Durch Angabe zweier Asymptoten- 
linien der anderen Schar (und, falls diese demselben linearen Komplex ange- 
héren, durch Angabe ihrer punktweisen Zuordnung) und einer Komplexkurve 
ist eine Komplexfliche eindeutig bestimmt. (Gehéren die Ausgangskurven 
einem linearen Komplex an, so hat man zu fordern, dap zusammengehérende 
Punkte auf dieselben erzeugenden Komplexkurven fallen.) Der entsprechende 
Existenzsatz lautet: Gibt man zwei punktweise aufeinander bezogene Kurven 
vor, die asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander sind, und an 
einer Stelle dieses Kurvenpaares eine Komplexkurve, die jede der beiden Kurven 
trifft und dem zugehérigen'*) Komplex des Kurvenpaares angehdrt, so gibt es 
genau eine Komplexfliiche, die die vorgegebenen Kurven als Asymptotenlinien 
enthilt. Gehért das Ausgangspaar ein und demselben linearen Komplex an, 
so hat man zusitzlich zu fordern, daB zusammengehérende Punkte des Aus- 


16) In dem oben definierten Sinne: Das Kurvenpaar fiihrt auf ein Paar schichtbarer 
Regelflachen und diese auf eine Torse im R,. Der polare Punkt des Kehlpunktes auf der 
Erzeugenden dieser Torse kennzeichnet den zugehérigen Komplex dieser Stelle. 
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gangspaares auf dieselbe Komplexkurve zu liegen kommen. Im allgemeinen 
Fall stellt sich diese Zuordnung von selbst ein. 

In der letzten Bemerkung ist bereits eine Verallgemeinerung angedeutet, 
die wir wie folgt formulieren: Gibt man zwei beliebige Kurven und eine Kom- 
plexkurve vor, so gibt es mindestens eine Komplexfliche, die die beiden gegebenen 
Kurven unter Beachtung ihrer gegenseitigen Lage (eine Zuordnung dieser Kurven 
ist nicht vorgegeben) als Asymptotenlinien besitzt und deren erzeugende Komplex- 
kurven mit der vorgegebenen projektiv verwandt sind. Hat man eine derartige 
Fliche und ist C bzw. C je ein Punkt der beiden Ausgangskurven auf der- 
selben erzeugenden Komplexkurve, so gewinnt man jede andere den Voraus- 
setzungen geniigende Komplexfliche, bei der C und C auf derselben erzeugen- 
den Komplexkurve liegen, indem man eine beliebige erzeugende Komplex- 
kurve (etwa die durch C und C) dieser Flache herausgreift und auf diese eine 
Projektivitat anwendet, die den zugehérigen Komplex festlaBt und zwei 
gleiche oder andere Punkte der Komplexkurve mit dem zugehérigen Punkte- 
paar der Ausgangskurven zur Inzidenz bringt. Eine Komplexfliche, die diese 
Komplexkurve und die Ausgangskurven als Asymptotenlinien enthilt, 
existiert, ist eindeutig bestimmt (falls die Ausgangskurven nicht demselben 
linearen Komplex angehéren) und geniigt den gemachten Voraussetzungen 
(falls die Ausgangskurven in demselben Komplex liegen, wird C und C unter 
Umstanden nicht auf derselben erzeugenden Komplexkurve liegen). Im all- 
gemeinen Fall hangt die durch die Voraussetzungen umrissene Klasse von 
Komplexflachen nur von Konstanten ab. Es sind dies dann genau die Flachen, 
die zwei Asymptotenlinien der anderen Schar unter Beachtung der Zuordnung 
ihrer Punkte gemeinsam haben und deren Komplexkurven projektiv ver- 
wandt sind. Gehéren die Ausgangskurven demselben linearen Komplex an, 
so gilt dasselbe, nur da8 die Zuordnung der Punkte der Ausgangskurven nur 
noch an der einen Stelle, an der die Projektivitaét angewandt wurde, fest- 
gehalten wird. 


Ferner sieht man, daB in dieser Weise jede Komplexfliche erzielbar ist, 
wenn man die beiden Kurven, die Komplexkurve und die Punkte C und C, 
von denen wir ausgingen, geeignet wiahit. 


6. Ausblick. Die Klassifikation der Schiebungen kann nun zunichst nach 
der Dimension der Kurve erfolgen, die w im R, erzeugt*’). Beschreibt insbe- 
sondere w eine ebene Kurve der Dimension 2, so ist die Schiebung eine Cu1r- 
FORD-Schiebung einer elliptischen, quasielliptischen oder isotropen Geo- 
metrie, deren Behandlung hier in einheitlicher Weise erfolgen kann. Hierzu 
gehoren gerade die zweisinnigen Komplexflachen. 

Andere invariante Eigenschaften einer Schiebung gewinnt man an Hand 
der Leitgeraden der ausgezeichneten Kongruenz, die durch w, w’ definiert 
sind. Diese Geraden kénnen eventuell zusammenfallen und dann in der 
Schiebung entweder eine allgemeine Regelfliche oder eine Torse erzeugen. 


”) Einige Ergebnisse hierzu hat Verfasser 1952 in Salzburg mitgeteilt. Eine ausfiihr- 
liche Behandlung erscheint in den Math. Ann. 
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An den Komplexflachen fallt besonders auf, daB die erzeugenden Komplex- 
kurven sich unter Umstanden beriihren. So entstehen Hiillkurven, die Sin- 
gularitatenkurven der Fliache sind. Diese hingen eng mit den aus den Leit- 
geraden der ausgezeichneten Kongruenz entstehenden Regelflachen zusammen. 

Insbesondere gibt es mit der Schiebung invariant verbundene Komplex- 
flichen, die Singularitatenkurven gewisser Vielfachheit tragen. Im allge- 
meinen Fall hat man zwei einparametrige Systeme solcher Flaichen mit jeweils 
einer zweifachen Singularitétenkurve. Es handelt sich um die Schichtflichen 
zweier schichtbildender Kongruenzen. 

Erzeugen insbesondere die an jeder Stelle zusammenfallenden Leitlinien 
eine Torse, so ist mit dieser Schiebung genau eine Komplexfliche verbunden, 
die eine vierfache Singularitaétenkurve trigt. In der Schiebung ist also eine 
Kurve ausgezeichnet, und diese Beziehung ist umkehrbar. Man gelangt so 
zu interessanten geometrischen Zusammenhingen zwischen der Theorie der 
Komplexflaichen und der Theorie der Raumkurven. 


( Eingegangen am 18. August 1952.) 
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Pseudoverband und Flechtwerk. 
Von 
Fritz Kiemw-Barmen in Wuppertal. 


Im Zuge der Verallgemeinerung des Verbandsbegriffes hat D. ELLs vor 
einiger Zeit den Begriff des Pseudoverbandes aufgestellt und seine Aufmerksam- 
keit vor allem den zwischen Verband und Pseudoverband bestehenden logi- 
schen Beziehungen gewidmet'). Angeregt durch die ELLisschen Betrachtungen 
habe ich mich ebenfalls mit diesem Gegenstand befaBt und eine Klasse von 
Pseudoverbanden studiert, die ich als schwach distributiv bezeichnet habe?). 

Im Gegensatz zum Verband kann der Pseudoverband sehr wohl eine Gruppe 
in bezug auf eine der beiden Elementverkniipfungen sein. Ich bezeichne einen 
Pseudoverband, der in diesem Sinn eine Gruppe ist, kurz als ein Flechtwerk. 
Der von D. ELLIs in einem Unabhiangigkeitsbeweis verwendete Pseudoverband 
ist ein Flechtwerk*). Pseudoverband und Flechtwerk reichen, was Univer- 
salitét und Leistungsfaihigkeit anbelangt, bei weitem nicht an den Verband 
heran ; dagegen sind beide in axiomatischer Hinsicht bemerkenswert. 

In der vorliegenden Note entwickle ich die Grundbegriffe der Theorie der 
Flechtwerke. Neben dem allgemeinen behandle ich die schwach distributiven 
Flechtwerke. AuBerdem gehe ich auf die Konstruktion der Flechtwerke ein. 
Die Kenntnis der mit [N. 1] und [N. 2] bezeichneten Arbeiten wird voraus- 
gesetzt. Hinsichtlich Terminologie, Abkiirzungen usw. schlieBe ich mich an 
[N. 2] an; wie dort sollen kleine lateinische Buchstaben Elemente der als 
Grundgegebenheit fungierenden Menge M, kleine griechische Buchstaben 
natiirliche Zahlen bedeuten. 


§ 1. Der Pseudoverband. 

1. Es sei M ein kommutatives Assoziativ sowohl in bezug auf eine durch VU 
als auch in bezug auf eine durch -\ symbolisierte Verkniipfung. Da M Po- 
tenzen in bezug auf beide Verkniipfungen enthilt, ist zwischen ,,potenz- 
gebunden in bezug auf _ “ und ,,potenzgebunden in bezug auf 7\“‘ zu unter- 
scheiden; ebenso bei ,,eng gebunden“, ,,tief gebunden“, ,,Potenzhéhe“, ,,Pe- 
riode“‘ und ,,Hauptelement“. Zur Unterscheidung werde gesetzt 

met) — gyal) gtt+1— erat 
mit der Anfangsbedingung 
zitl= gi= zg. 

2. Wir ziehen zwei Klassen von Koppelungsaxiomen*) heran. Die Axiome 

1) Vgl. Excis [2]. 

*) Vgl. [N. 1]. 

*) Vgl. Exxis [2], 8. 207. 


*) Unter einem Koppelungsaxiom ist ein Axiom zu verstehen, vermége dessen die 
Verkniipfungen und /)\ aufeinander einwirken. 
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der ersten Klasse sind: 
IV. Mit ruy=2 ttt ry = y. 
IV. Mit aNy=2 tt rUy= y. 
IV. Mit cvy= <2 ist xr\y = y und umgekehrt. 


Wenn IV in Kraft ist, so ist ein etwa vorhandenes '- bzw. §’’-Element in 
bezug auf / zugleich §’’- bzw. ’-Element in bezug auf -\. Das Umgekehrte 
findet statt, wenn IV in Kraft ist. 

Gilt IV, so heiBt M ein Pseudoverband in bezug auf U und rn. 

3. Durch die Axiome der zweiten Klasse werden die Verkniipfungen distri- 
butiv gekoppelt. Wir sprechen von schwach distributiver Koppelung, wenn 
eines der Axiome V gilt, von halb distributiver Koppelung, wenn eines der 
Axiome VI gilt. 

Die Axiome V lauten: Fiir jedes x und alle a, B, y ist 


7+ al®) Ly (afb) -\ glv)) = lt +8) git tv); 
V. 2. ale) -\ gb +7) = (ale) ~\ xf Fl) (xl*) q afr)); 
V. 1. 2™\ (xP av) = at that; 
V. 2. x ab t+y = (a*U 2) A (2*U 27). 
Die Axiome VI lauten: Fiir alle x, y, z ist 
. 8 LU (YA2) = (TU Y)A(2U2); 
VI. 2. zMN(yUz) = (xn y)U(4N2). 


§ 2. Das Flechtwerk. 


1. Ein Pseudoverband in bezug auf _ und 7), der zugleich eine Gruppe, 
also eine Abelsche Gruppe in bezug auf /\ ist, heiBt ein Flechtwerk in bezug 
auf U/N. 

Wiahrend sich die Verkniipfungen und /‘\ beim allgemeinen Pseudo- 
verband vollstandig dual verhalten, geht die Dualitét beim Flechtwerk teil- 
weise verloren, da, wie man leicht feststelit, ein Flechtwerk in bezug auf U/ 
keine Gruppe in bezug auf _, also kein Flechtwerk in bezug auf 7\/ ist, 
wenn man von dem Fall absieht, daB M aus einem einzigen Element besteht, 
in welchem Fall U und 7 dieselbe Verkniipfung bedeuten. 

Es sei M ein Flechtwerk in bezug auf U/7. Die Gruppeneinheit, die 
weiterhin stets mit e bezeichnet wird, ist $'-Element in bezug auf -\ und somit 
§’’-Element in bezug auf U. Die ausgezeichnete Rolle, die e spielt, wird durch 
den Umstand unterstrichen, daB M kein $’’-Element in bezug auf - und 
infolgedessen auch kein ’-Element in bezug auf \ besitzt, wenn man den 
eben erwihnten Ausnahmefall auBer Betracht laBt. Aus diesem Grund darf e 
einfach das Hauptelemeni (Q-Element) von M genannt werden. 

e ist in bezug auf beide Verkniipfungen sowohl eng gebunden mit der Po- 
tenzhdhe 1 als auch tief gebunden mit der Periode 1. AuBer e ist kein Element 
eng gebunden in bezug auf -\ und kein Element tief gebunden in bezug auf U. 
Es ist deshalb zulassig, statt ,,.eng gebunden in bezug auf U“ kurz ,,eng ge- 
bunden“, statt ,,Potenzhéhe in bezug auf _ “ kurz ,,Potenzhéhe“ und ebenso 
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statt .,tief gebunden in bezug auf 7“ kurz ,,tief gebunden“, statt ,,Periode 
in bezug auf -\“ kurz ,,Periode“ zu sagen. Im Einklang damit werde unter 
z (x) das kleinste « verstanden derart, daB 

git] — gietl 
ist, und unter @ (x) das kleinste 6 derart, daB 

= git 
ist. Man beachte, daB bei ,,potenzgebunden“ der Hinweis auf die Verkniipfung 
nicht fortgelassen werden darf. 

2. In den beiden folgenden Satzen kann M endlich oder unendlich sein. 

Satz l. Mit 
(1) gi wit +4) 
gilt 
(2) zit] — e; 
umgekehrt gilt mit (2) auch (1) fiir jedes 6. 

Beweis. Aus (1) ergibt sich nach IV 

i} — glad A xl) 
und daraus (2). Die Umkehrung ergibt sich nach IV. 

Es folgt: 

Satz 2. Ist x potenzgebunden in bezug auf , so auch eng gebunden. Dann 
und nur dann ist y (x) = a, wenn « die kleinste Zahl ist, die (2) geniigt. 

Die Gegenstiicke zu diesen Siatzen gelten unabhingig von IV und IV 
und sind trivial. Wir fiihren sie an, um zu zeigen, wie die Bildung des Ana- 
logons vorzunehmen ist: 

Satz l’. Mit 


(1’) Z* = gt? 
gilt 
(2’) a =e; 
umgekehrt gilt mit (2') auch (1') fiir jedes x. 
Satz 2’. Ist x potenzgebunden in bezug auf 7\, so auch tief gebunden. Dann 
und nur dann ist w (x) = 6, wenn 6 die kleinste Zahl ist, die (2’) geniigt. 
3. Nunmehr sei M endlich; die Elemente seien a,,...,a,, mit a, =e. 


Satz 3. Firm > 3 ist 


GU... Eqs = €. 
Beweis. Die Behauptung sei falsch. Ohne Beeintrichtigung der Allge- 
meinheit kann angenommen werden, daB 
@,U...UGy_, = @, 
ist. Nach IV folgt 
A, \(GgU. . «UU Om—1) = AgU.. -Udm-1, 
also a,= e. 
Satz 4. Fiir jedes x ist y (x) < m. 
Beweis. M ist endlich, also existiert y (x). Es sei 7 (x)= a. Da nach 
einem bekannten Satz®) die Potenzen z, z!®),..., x!*) alle verschieden sind, 
ist x < m. 


5) Vgl. [N. 2], Satz 5. 
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§ 3. Sehwach distributive Flechtwerke. 


1. Es sei M ein Flechtwerk m-ter Ordnung in bezug auf U/7\. Es sei V.1 
in Kraft. Uber Satz 4 hinaus gilt: 


Satz 5. Fiir jedes x ist, wenn m > 3 ist, y (x) < m—1. 
Beweis. Ware y (x) = m, so miiBten die m Potenzen 
(3) 2, 22], ..., all 
alle verschieden, insbesondere z!*) + 2!) sein. Das kann aber nicht sein, denn 
nach V.1 und Satz 4 ist 
aim AU (2c ri?) = alm—1) ~ gl] — glm- 1), 
woraus, da die Elemente (3) die Menge M erschépfen, 


rey xl2] = 2, ol2] — zl) 
folgt. 
2. Wieder sei M ein Flechtwerk m-ter Ordnung in bezug auf U/ 7. Diesmal 
sei V.2 in Kraft. Ferner sei m eine Primzahl. 
Vorweg werde bemerkt, daB mit V2 


ety att FP (eta)... A(2™U 2"), 
speziell 
(4) 2 2" = (xU 2)" 
stattfindet. 


Satz 6. Fiir x +e ist y(x) = 2. 

Beweis. Die m Elemente von M sind 
(5) w, z*,...,2™ (2™ = €). 
Es sei y (x) = a, so daB also 
(6) gle] — e, gle—l) +e 
ist. Nun ist 2!*—") mit einem der Elemente (5) identisch; es sei etwa 

al«—1] — f (isPpsm—1). 
Nach (4) ist 
zu gle-l] = gual = (xUz)P 
und somit nach (6) 
(wu x)? =e. 
Wegen £ < m ist r U2 =e, d. h. a = 2. 

Satz 7. Fiir jedes x wnd alle yv ist 
(7) eUa’=e. 

Beweis. Ersichtlich ist (7) richtig fiir =e. Sei also x +e. Nach Satz 6 
trifft (7) fir »= 1 zu. Unter der Annahme, daB (7) fiir ein bestimmtes » 
richtig ist, folgt nach V.2 und Satz 6 

ruaz’tl= (gu2z")n(xUz) =e. 
Satz 8. Fiir alle x und y ist evy =e. 


Beweis. Das ist richtig fiir x = e. Ist x + e, so gibt es einen Exponenten £ 
derart, daB y = 2’ ist, woraus sich die Behauptung nach Satz 7 ergibt. 
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§ 4. Konstruktion spezieller Flechtwerke. 

1. Ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Flechtwerken ist nicht 
bekannt. Die beiden Siatze dieses Paragraphen ermdéglichen es, Flechtwerke 
herzustellen, deren Elemente der Bedingung y (x) < 3 geniigen. 

Es sei M eine Abelsche Gruppe in bezug auf ~ mit e als Gruppeneinheit. 
Zugleich sei M ein kommutatives Operativ in bezug auf U. Es sei M’ eine e 
enthaltende Teilmenge von M, die im Maximalfall mit M zusammenfallen, 
im Minimalfall sich auf e reduzieren kann. AuBerdem seien die beiden fol- 
genden Axiome in Kraft: 

(a) Fiir alle x, y aus M gehért xy zu M’. 

(B) Gehért x zu M’ und ist y beliebig, so ist rv y =e. 

Satz 9. Die vorstehend beschriebene Menge M ist ein Flechtwerk in bezug 
auf U/A\ mit x(x) <3 fiir alle x. 

Beweis. Nach einem bekannten Satz*) ist M ein kommutatives Asso- 
ziativ in bezug auf U mit x(x) <3. Dab IV in Kraft ist, ergibt sich so: 
Gilt rUy = 2, so gehért x wegen («) zu M’; wegen (f) ist x = e; somit gilt 
zc\y = y. Abnlich ergibt sich IV. 

Fiir M’= M oder M'= {e} geht aus Satz 9 hervor: 

Satz 10. Ist M eine Abelsche Gruppe in bezug auf -\ mit e als Gruppen- 
einheit und gilt x y =e fiir alle x und y, so ist M ein Flechtwerk in bezug auf | -) 
mit ¥(x) <3 fiir alle x. 

Ein Flechtwerk in bezug auf U/7\,bei dem Uy =e fiir alle z und y ist, 
soll als monoton bezeichnet werden. 

Man stellt sofort fest, daB ein monotones Flechtwerk in bezug auf U/ 7 
halb distributiv gemaéB VI.1, also schwach distributiv gemaB V.1 und V.2 ist. 
Das Flechtwerk in § 3, Abschn. 2 ist monoton. Jede Abelsche Gruppe kann 
ohne weiteres als ein monotones Flechtwerk aufgefaBt werden. 

2. In den folgenden Beispielen ist m eine natiirliche Zahl und M die Menge 
der m-ten Einheitswurzeln. Unter 7 ist die gewéhnliche Multiplikation zu 
verstehen, so daB also e = 1 ist. Die Verkniipfung ist durch die beigefiigte 
Kompositionstafel bestimmt. 


1) m=2 
M ={1,—}} Diagr. 1 
M’ = {1} 

2) m=3 
M ={l1, &g, &3} Diagr. 2 
M’ = {1, &} 
(e} = e5 = 1) 

3) m =4 
M ={i1,—1,1,—+4} Diagr. 3 
M' = {1,—1} 


*) Vgl. (N. 2], Satz 15. 
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1 --1 i —i 








ase ok: 2 

St. I —1i2 2 8 A 

1 , sia 2-3 —1 

nw 1 —#ii 1-3 —2 
Diagr. 1 Diagr. 2 Diagr. 3 


Das erste Flechtwerk ist monoton; die beiden anderen sind nicht monoton. 
Wie man unschwer erkennt, geniigt das dritte Flechtwerk dem Axiom VI.1, 
wahrend das zweite Flechtwerk, weil von Primzahlordnung, diesem Axiom 
nicht geniigt. Zu dem ersten Flechtwerk gehért (1, 2), zu den beiden anderen 
(1, 2, 3) als Héhenzahlenfolge’). 


’) Somit ist die in [N. 1], 8. 314, FuBnote *) aufgeworfene Frage bejahend zu beant- 
worten. Ob es Pseudoverbinde, insbesondere Flechtwerke gibt mit Elementen, deren 
Potenzhéhe gréBer als 3 ist, ist noch nicht entschieden. 
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Some Self-Dual primitive Functions for 
Propositional Calculi. 
By 
Awan Rose in Nottingham. 


It has been shown (1,3) that the conditioned disjunction function [Y, X, , 
X,,..-,Xm, Y], which takes the same truth-value as X; when Y takes the 
truth-value i(¢=1,2,...,m), together with the logical constants 1,2,...,m 
form a complete set of independent connectives for the m-valued Propositional 
Calculus and that these connectives are self-dual, the dual of a formula being 
obtained by writing it backwards and interchanging the constants i and 
m—i+1(¢=—1,2,...,m). Ithas since been shown (4) that in the Lewis 
system § 2 (2) and all stronger calculi the same holds for the logical constants n 
and ¢ together with the function [U, X,Z, Y, U] with the same meaning as 


(~O~U-X)v(((X-Z)v(¥-~Z))-OU-O~U)v(¥-~O 0). 
The object of the present paper is to show that in S 2 and all stronger Calculi 
and in those m-valued Propositional Calculi in which m is even, we can re- 


place the above primitives by a single primitive and that in those m-valued 
Propositional Calculi in which m is odd we can replace them by three primi- 


When m is even we introduce into the m-valued Propositional Calculus the 
function -- such that if the truth-values of U,-- W are 2, f (x) respectively then 


f(l)=2 
f(m) = m—1 


f(2n)=2n4+2(n+ 5m) 
f(2n+1)=2n—1 (n+0). 


When m = 2 this is the usual negation function of the 2-valued Propositional 


When m is odd we introduce into the m valued Propositional Calculus the 


functions ~, and ~, such that if the truth-values of U, MW are x, g(x), h(x) 
respectively then 





g(5(m+1))=1 
h( 5 (m +1)) =m 


g (2) =g(m+1—2)=241(2< | 


nom w= 
3 
ee 


h(x) =h(m+ 1— 2) -2—1(2>- 
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Theorem 1. If m is even then the system whose only primitive is the self- 
dual function (Y, X,,X_,..., Xm, Y) with the same truth-table as -- [Y, X,, 
Ben 41% Xi, Y] ts functionally complete and the dual of a formula can be ob- 
tained by writing it backwards. 


Lemma l. There exists a function m such that, when A takes the truth- 
value i,-- ? U takes the truth-value 1. 


Since f (2 + 1) = 2n — | (n + 0) it follows that 
p(2n+1)=n(n=0 Ly... gm—l), 
Since f(2n) = 2n + 2(n+ 3 3 m) it follows that if & takes the truth-value 
2n then ~™*—"W takes the truth-value 2n + 2 (5 m —n), i.e. m. Hence, 
since {(m) = m—1,~™?-"+1Q takes the truth-value m—1. But since 
gy (2n + 1) = n it follows that 


g (m—1) => m—1. 


Hence 
1. l l 
gy (2 n) gm—n+1+ ym—l=m—n, 
Thus we have evaluated » for i = 1,2, ..., m and the Lemma is proved. 


Lemma 2. To each truth-value i there corresponds a function V,, definable 
in terms of -— and conditioned disjunction exclusively, such that V,;(X) always 
takes the truth-value 1%. 

It follows from Lemma | that —°”) X takes the truth-value 1 when X 
takes the truth-value i. Hence V, (X) is [X,—* X,—*® X,...,~°™ X, 
X]. Since f(1)=2 and f(2n)=2n+2(n+ 5 m) it follows that V,, (X) 
is" V,(X)(n=1,2,...,5 m). Hence V(X) is~™?+1 V,(X). Since 
f (2n+ 1) = 2n— 1(n + 0) it follows that V.,,, (X) is~™*—"—! V,,_, (X), 
i.e.--™~*" V, (X). Thus we have defined V,(X) fori =1,2,...,m and the 
Lemma is proved. 

Lemma 3. The system with -— and conditioned disjunction as its only 
primitives is functionally complete. 


Since the constants 1, 2, . . ., m together with conditioned disjunction form 
a complete set of primitives we can, given a function ® (X,, X,,..., X,) 


define it in terms of these primitives. Since V,(X,) always takes the truth- 
value i it follows that ® is definable in terms of conditioned disjunction and 
- by replacing the constant i in the above definition by the unabbreviated 
form of V, (X,), (¢=1,2,..., m). 
Lemma 4. If the dual of U is B then the dual of —A is—-B. 
We must prove that f(x) = m—f(m—2x+1)+1. We shall consider 
the four cases x = 1, x= m, = 2n, x= 2n+ 1. 
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If x=1 then f(z)=2 and m—f(m—x+1)+1=m—f(m)+1 
=m—(m—1)+1=2= f(z). 
If z=m then f(x)=m—1 andm—f(m—2x+1)+l=m—f(l)+1 
= m—1= f(z). 


If z= 2n(n+ 5m) then f(z)=2n+2 and m—f(m—2x+1)+1 


= m—f(m—2n+1)+1=m— (2(5-m—n)+1)+1 


If x=2n+1 (n+0) then f(x) =2n—1 and m— f(m—2z+1)+1 
= m—f(m—2n)+1=m—j(2(5-m—n)) +1 


ie , l 1 
=m—(2(5 m—n) +2) +i (since 3 mM—N+ 5 m) 
= 2n—1=f(z). 


Thus the Lemma is proved. 
Proof of the Main Theorem. 

It follows from Lemma 2 that if M% takes the truth-value 1 then —"~ * & 
takes the truth-value i. But if & takes the truth-value i then — *“ UW takes 
the truth-value [. Hence the truth-values of &% and -"W are always the 
same. It follows from the truth-table for conditioned disjunction that the 
truth-values of UM and (4, A, A, ..., A, W) are always the same. Thus we can 
define negation and conditioned disjunction in terms of the primitive by 


A =,4,(U, 4,4, ..., 4, H) 
(B, H,, A, peneg G,,, B] =—g,—*—' @,G,, G,,...,4,,, 9). 


It follows at once from Lemma 3 that the system is functionally complete. 
Since the dual of [B, M, ,A,,..., H,,, B] is [D, €,,, €,,_1,..., €,, D] where, , 
€,,..., €,,, D are the duals of W,, A,,..., ,,, B respectively it follows from 
Lemma 4 that the dual of (8, %, ,W,,...,H,,,B) is (D, €,,, €,,_1,...,G,,D). 
Thus our primitive is self-dual and the dual of a formula can be obtained by 
writing it backwards. 

We now prove 

Theorem 2. If m is odd then the system whose only primitives are the 
self-dual independent set of conditioned disjunction, ~, and ~, is functionally 
complete and the dual of a formula can be obtained by writing it backwards and 
interchanging the functions ~, and ~,. 

Lemma 5. There exist functions w,, y, such that when % takes the truth- 
1¥2 (i) 


takes the truth-value 1. 





¥.(%) 


value i the formula A? 
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Since g(x) = 2+ 1 whenz< - m and 9(5 (m+ 1)) = 1 it follows that 
we (i) = ; (m + 3) —i, y,(i)= o(i< ; m). 
Since h(x) = x—1 when x > : m+ 1 and (3 (m + 1)) = 1 it follows that 
vi (i) =i—> (m+ 0), vali) =1(i> +m + 1). 


Since g (5 (m+ 1) - Lit follows that y, (5 (m + 1)) =0, va(5 (m+ ))= 1. 
Thus we have defined y,, y, for i= 1,2,...,m and the Lemma is proved. 

Lemma 6. T'o each integer i there corresponds a function V,, definable in 
terms of conditioned disjunction, ~, and ~,, such that V;(X) always takes the 
truth-value i. 

We first define V, by a method analogous to that of Lemma 2. We then 
define the other V-functions by 

$3 1 
V(X) =, Vi(X) (ix 3 (m + 1) 


V(X) =a, Vm —a XP (i> 3 (m+). 
Lemma 7. If the dual of U is B then the dual of W is B?. 
We must show that g(x) = m—h(m—2x+1)+1. 


1 1 
Ifx<-m then m—x+1> 5m+1. Hence 


m—h(m—x+1)+1 =m—(m—2x+1—1)+1 
-2+1=g(z). 
If z>im+l then m—h(m—2x+1)+1=m—(x—1)+1l=m+1— 


1 
zr+l=g(m+ 1 — (m + 1—2))(since m + 1—2< 3m) =9(2). 


If x : (m + 1) thenm —h(m—2x+-1)4+1= m—h(3 (m + 1) +1l=m— 
—m+1l=1=g9(z). 

Thus the Lemma is proved. 

Proof of the Main Theo; em. 

Since all the V-functions are definable in terms of the primitives it follows 
as in Lemma 3 that the system is functionally complete. Since the dual of 
any function defined exclusively in terms of conditioned disjunction can be 
obtained by writing it backwards it follows from Lemma 7 that the dual of 
any formula of the system can be obtained by writing it backwards and inter- 
changing the functions ~, and ~,. It remains for us to show that the primi- 
tives are independent. 

Conditioned disjunction cannot be defined in terms of ~, and ~, since 
these functions are of the first degree. We now denote the sets 


{i,2,...,¢ m+}, {5 (m +1), 5 (m+3),...,m 
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by £, F respectively. When the truth-values of Y, X,, X,,..., X,, are mem- 
bers of Z the truth-values of [Y, X,, X,,..., 2 X,,, Y], Y! are members of E£, 


1 = 
but when Y takes the truth-value > (m+ 1) Y? takes the truth-value m. 


3 ] , ‘ : 
Since > (m+ 1) is a member of £ but m is not, it follows that ~, cannot be 


defined in terms of conditioned disjunction and ~,. When the truth-values of 
oo X,,, are members of F the truth-values of [Y, X,, X,,..., Xx 


m?> 


> ; 1 ; 
Y], Y? are members of F, but when Y takes the truth-value , (m+ 1), ¥! 
E 1 : > : P 
takes the truth-value 1. Since | (m+ 1) is a member of F but | is not, it 
follows that ~, cannot be defined in terms of conditioned disjunction and 
2- Hence our primitives are independent and the theorem is proved. 
Theorem 3. In the Lewis system S 2 and all stronger calculi the Lewis 
primitives can be replaced by the self-dual function (U,X,Z, Y,U) with the 
same meaning as ~ [U, X,Z, Y, U| and the dual of a formula can be obtained 
by writing it backwards. 
Since ~O ~Xv(OX-O~X)v~OX is a theorem of S 2 it follows 
that we can define negation by 


~ A =y (A, A, A, A; A). 


Since the formulae ~  (~Q~X-~X), ~O((~X-X)v(X-~ X)), 
~ (~ © X - X) are theorems of S 2 we can prove the formula ~ © [X, ~ X, 
X, X, Xj. In view of the duality theorem of (4) we can also prove the for- 
mula ~ ¢ ~ [X, X, X, ~ X, X]. Since any function @ (X,, X,,..., X,,) can 
be defined in terms of [U, X, Z, Y, U], i and n, it can also be defined in terms 
of [U, X,Z, Y, U] and negation, by replacing i and in the above definition 
by [X,, ~ X,, X,, X,, X,], [X,, X,, X,, ~ X,, X,] respectively. But in our 
present system we can make the definition 


[D, A, €, B,D] = w ~ (D, A, C, B,D). 


Hence all functions of the Lewis calculi can be defined in terms of the pri- 
mitive. It follows from the duality theorem of (4) and the fact that negation 
is self-dual that our primitive is self-dual and that the dual of a formula can 
be obtained by writing it backwards. Thus the theorem is proved. 
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Uber Polynomabbildungen. 
Von 
Wa rer Hasicut in Heidelberg. 


Einleitung. 

Es gibt eine Reihe von Satzen algebraischer Natur (z. B. Saitze iiber Null- 
stellen von Polynomsystemen), die sich zwar in rein algebraischer Form aus- 
sprechen lassen, urspriinglich jedoch nur auf topologischem Wege unter Zu- 
grundelegung des K6rpers der reellen oder komplexen Zahlen bewiesen worden 
sind. Als Beispiel sei folgender Satz erwahnt: 

Ein System von n Polynomen f,,...,f, in n Unbestimmten 2,,..., Xn, 
zwischen denen die identische Beziehung 


n 


5 x; fi = 0 


—_ 


i=1 
besteht, hat fiir ungerades n immer ,,nichttriviale‘‘ Nullstellen (es hat immer die 
, triviale’’ Nullstelle (0, ..., 0)). 


Dieser Satz gilt sowohl tiber dem Korper R der reellen, als auch iiber dem 
Kérper K der komplexen Zahlen. Im ersten Fall ist dieser Satz, topologisch 
interpretiert, im wesentlichen gleichbedeutend mit dem Satz von PoINcaRE- 
BRouwER!), der besagt, daB es auf einer Sphire gerader Dimension kein 
stetiges Tangentialfeld geben kann, wenn man sich dabei auf solche Felder 
beschrinkt, die ganz rational von den Ortskoordinaten abhangen (wir werden 
sie Polynomfelder nennen). Im Falle des komplexen Grundkérpers K wurde 
der Satz zuerst von ECKMANN bewiesen®). 

Fiir eine groBe Klasse solcher Aussagen, nimlich fiir alle solchen, die arith- 
metisch definierbar sind*), hat A. TaRsKI gezeigt, daB sie iiber einem beliebigen 
reell-abgeschlossenen bzw. algebraisch abgeschlossenen Kérper der Charakte- 
ristik 0 anstatt des reellen bzw. komplexen Zahlk6rpers ihre Giiltigkeit bei- 
behalten*). Zu diesen Satzen gehéren auch die oben zitierten. 

Diese Aussagen stellen nun insofern rein algebraische Aussagen dar, als 
auch noch der Rest von Nichtalgebraischem, der im K6érper der reellen Zahlen 
drin steckt, durch den Ubergang zu einem beliebigen reell-abgeschlossenen 
Kérper eliminiert ist; denn letztere lassen sich bekanntlich rein algebraisch 
definieren'). 


1) P. ALexanprorF, H. Horr: Topologie (Grundlehren, Bd. XLV), Kap. XII, § 3, 
Satz ITa. 

*) B. Eckmann: Systeme von Richtungsfeldern in Spharen und stetige Lésungen 
komplexer linearer Gleichungen. Comim. Math. Helv. 15, 1—26 (1942). 

%) Vgl. FuBnote *). 

*) On a decision method for elementary algebra and geometry. University of Cali- 
fornia press (1951), insb. supplementary notes 6, 7. 

5) Vgl. B. L. v. p. WazRDEN: Moderne Algebra I (3. Aufl. 1950), § 71. 
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Es drangt sich nun das Problem auf, fiir diese algebraischen Satze auch rein 
algebraische Beweise anzugeben. Hier kann man nun in zwei verschiedenen 
Richtungen vorgehen: erstens nimlich kann man nach direkten Methoden 
(etwa der Eliminationstheorie oder der abzihlenden algebraischen Geometrie) 
suchen, die eine Aussage iiber die Existenz von reellen Lésungen auf dem 
Umwege iiber das Komplexe erlauben (wenn z. B. die Anzahl der komplexen 
Lésungen eines reellen Gleichungssystems endlich und ungerade ist, so muB 
eine der Lésungen reell sein*®)). Die komplexe Aussage wird bei dieser Methode 
auf formal-algebraischem Wege gewonnen -und gilt iiber einem beliebigen 
algebraisch-abgeschlossenen Kérper, also ohne die Voraussetzung der Cha- 
rakteristik 0. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun aber ein anderer Weg eingeschlagen. 
Es wird naimlich das Programm in Angriff genommen, die topologischen Me- 
thoden selbst, die zum Beweis der in Frage stehenden Sitze im Falle des 
Kérpers der reellen Zahlen fiihren, soweit zu algebraisieren, daB sie sich auf 
beliebige reell abgeschlossene K6rper tibertragen lassen. Dies wird in der vor- 
liegenden Arbeit zunichst fiir die Brouwrrsche Theorie des Abbildungs- 
grades durchgefiihrt, deren Zentrum der Kroneckersche Abbildungssatz (§ 4, 
3., Satz 9) bildet. Der Abbildungsgrad einer Polynomabbildung eines ,,formal- 
Euklidischen“ (vgl. § 1, 7). Komplexes wird durch ihn auf die KRONECKER- 
sche Charakteristik der Abbildung des Randes zuriickgefiihrt; letztere -wird 
rekursiv nach der Dimension der betrachteten Komplexe und Abbildungen 
definiert; dadurch wird der ProzeB der simplizialen Approximation einer Ab- 
bildung, der sich bei nichtarchimedisch angeordnetem Grundkérper nicht 
durchfiihren laBt, durch einen rein algebraischen ReduktionsprozeB ersetzt 
(§ 3, 1.). 


§ 1. n-dimensionale formal-Euklidische Kompleze. 


1. Sei A ein angeordneter Kérper und R* der N-dimensionale, affine Ko- 
ordinatenraum iiber A. Sind a,,...,a,,,(r < N) irgendwelche Punkte des 
RX in allgemeiner Lage, so verstehen wir unter dem r-dimensionalen Simplex 
(kurz r-Simplex) y’ mit den Eckpunkten a, , ..., a, , ; das Innere der konvexen 
Hiille der Punkte a,,...,@,,,. Ist a;,..., qj. irgendein Teilsystem von 
@,,.--, @, 4 ;, 80 heiBt das s-Simplex y* mit den Ecken a, , ..., a; eine s-dimen- 
sionale Seite von y’. Die Vereinigungsmenge von y’ mit seinen Seiten ist die 
Hiille y’ von y’. 

Sei n eine feste natiirliche Zahl und N => n. Unter einem n-dimensionalen 
formal-Euklidischen Komplex K" im RN verstehen wir eine endliche Menge 
von untereinander punktfremden Simplices héchstens n“* Dimension im R*, 
die zu einem Simplex auch seine simtlichen Seiten enthilt. Fassen wir K” 
als Punktmenge des R% auf, so schreiben wir K". Eine Punktmenge JJ” des 
R* heiBt ein Polyeder, wenn es einen Komplex K" gibt mit K*— I)"; RK” heiBt 
dann eine Triangulation von I". 


*) Vgl. etwa: F. Benrenp: Uber Systeme reeller algebraischer Gleichungen. Comp. 
Math. 7, § 2 (1939). 
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Besteht AK” aus lauter n-Simplices und ihren Seiten, so heiBt K" homogen 
n-dimensional. Die (nm — 1)-Simplices von AK” heiBen dann die Seiten von 
kK"; sie bilden das (n — 1)-dimensionale Geriist von K". 

Die nulldimensionalen Simplices sind die Punkte, die nulldimensionalen 
Komplexe die endlichen Punktmengen des RY. 

2. Ein Simplex y’ wird orientiert, indem man ihm diejenigen Reihenfolgen 
seiner Eckpunkte zuordnet, die aus einer festen Reihenfolge (a,,..., @,. ) 
durch eine gerade Permutation hervorgehen. Die beiden Orientierungen 
werden mit + y’, — y’ oder auch durch Angabe einer zugehérigen Eckpunkt- 
reihenfolge bezeichnet. 

Mit den r-dimensionalen orientierten Simplices eines Komplexes K" als 
Erzeugenden bilden wir einen ganzzahligen Modul 2’, indem wir festsetzen, 
daB fiir jedes y”: (+ y’) + (— y’) = 0 sein soll. Die Elemente C’,... von 2” 
heiBen die r-Ketten von K"; sie lassen sich eindeutig in der Gestalt 


. r P r 
(1) C=Qytes +H 
darstellen, wo yj,..., yj die beliebig orientierten r-Simplices von K’ und 
C,,...+,¢, ganze Zahlen bedeuten. Unter dem von der Kette C’ gebildeten 


Polyeder C’ verstehen wir die Vereinigungsmenge der Hiillen derjenigen 
r-Simplices, die in (1) mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten auftreten. 
Unter dem von der Kette C’ gebildeten Komplex |C’| verstehen wir den 
Komplex, bestehend aus den soeben erwihnten r-Simplices und ihren Seiten. 
Die nulldimensionalen Ketten von K” sind formale Summen der mit 
ganzzahligen Koeffizienten versehenen Eckpunkte von K”". 
3. Unter dem Rand @(y’) eines orientierten r-Simplexes y’ = (a,,..., @ 4 1) 
versteht man die (r — 1)-Kette 
r+l1 
(2) (9) = S (— 17 +! 8 (a, ..-, Gp Gggir- > +s Gea; 
k=1 
der Rand einer durch (1) definierten Kette C’ wird durch 


0(C") =¢,-O(yj) + +++ +e° Aly’) 


erklart; die Randbildung ist also eine lineare Operation im Bereich der Ketten. 
Man bestiatigt sofort, daB die doppelte Randbildung zur Nullkette (so nennen 
wir die Kette, deren Koeffizienten alle Null sind) fiihrt. 

Der Rand einer nulldimensionalen Kette wird definitionsgemaB gleich 0 
gesetzt. 

Eine Kette heiBt ein Zyklus, falls ihr Rand die Nullkette ist. Jeder Rand 
ist ein Zyklus. 

Eine lineare Abbildung des Moduls 2’ der r-Ketten eines Komplexes K" 
in den Modul 2* der s-Ketten eines Komplexes K heiBt eine Kettenabbildung, 
wenn sie mit der Randbildung vertauschbar ist. 

4. Ist y ein Simplex, ¥ seine Hiille, so bilden diejenigen Simplices einer 
Triangulation von ¥, die in y liegen, eine Unterteilung y’ von y. Sind alle 
Simplices eines Komplexes derart unterteilt, daB die neu entstehenden Sim- 
plices wieder einen Komplex K’ bilden, so heiBt K’ eine Unterteilung von K. 
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Sei K’ eine Unterteilung von K und etwa 2z},..  - die r-Simplices, in 
welche hierbei ein r-Simplex y’ zerfillt. y’ sei nach geeigneter Numerierung 


der Eckpunkte orientiert durch y’ = (a,..... a,,,). Die Vektoren Gy Go. el 


a, 4, , 1 seien als Grundvektoren eines Koordinatensystems in dem von y’ auf- 
gespannten affinen Raum R” gewahlt. Sind nun die Ecken 6; ,,..., 5;,. 
(j=1,...,q) von z so numeriert, daB in diesem Koordinatensystem 
agn det (b;,,...,6;,,,;) = + 1 ist, so wahlen wir als Orientierung von 
zj: z= (b)1...-, 6;,44) und setzen 

d(y’) = 2+ -°* + 2%. 
Hieraus erhalt man durch lineare Fortsetzung eine Abbildung d des Moduls <’ 
der r-Ketten von K in den Modul 2” der r-Ketten von K’. Man iiberlegt sich 
leicht, daB d eine Kettenabbiidung ist: d 0 = 0d. Daraus folgt insbesondere 
d(C) = a(C). 

Ist p Punkt eines Simplexes y’ von K, so heiBt y’ das T'réigersimplex von p. 
Bei vorgegebenem ¢ > 0 aus dem Grundkoérper A kann der Komplex K immer 
derart unterteilt werden, daB das Tragersimplex y’ von p in K’ ebenfalls 
r-dimensional ist und einen Durchmesser < « besitzt’). 

Sind ferner K,, K, Triangulationen zweier Polyeder J7,,/7,, so gibt es 
Unterteilungen K;, K3, die eine Triangulation des Durchschnittes /7, -\J7, als 
gemeinsamen Teilkomplex enthalten: K\“™ K; = K, Kj). Im Falle IT,= IT, 
bedeutet dies, daB es zu zwei Triangulationen eines Polyeders eine gemeinsame 
Unterteilung gibt. 

5. IT sei ein Polyeder, z, und z, seien Zyklen beliebiger Triangulationen K, , 
K, von JT. & sei irgendeine Punktmenge auf /7. Es gebe eine gemeinsame 
Unterteilung K’ = d,(K,) = d,(K,)), und eine Kette C von K’ mit CA = 0, 
so daB d,(z,) — d,(z,) = @(C) ist. Dann heiBen z, und z, zueinander homolog 
beziiglich IT — &: 

Z ~ 2 (bez. /7 — 8). 
Aus dem in 3. und 4. Gesagten folgt sofort, daB die Homologie eine Aqui- 
valenzrelation darstellt. 
§ 2. Polynomfelder. 

1. C = C" sei irgendeine n-Kette im RY(1<n< N) und f = (f,,..., fr44) 
ein System von n + 1 Polynomen in N Variablen mit Koeffizienten aus A. 
Wir kénnen /,, ..., f, , ; als Komponenten eines (n + 1)-dimensionalen Vektor- 
feldes im R* oder auch als Koordinaten in einem affinen Bildraum S"*! iiber 

”) Es ist zu beachten, daB man (bei nichtarchimedischer Anordnung von A) durch 
Unterteilung i. A. nicht die Durchmesser simtlicher Simplices unter die Schranke e 
driicken kann. Man kann aber p zwischen geeignete Hyperebenen einschlieBen und hat 


dann nur alle entstehenden Zellen von K (das sind Durchschnitte endlich vieler Halb- 
raume und Hyperebenen) in geeigneter Weise zu triangulieren. Wir gehen auf diese 
elementare Konstruktion nicht naher ein. 

*) Vgl. die unter *) angedeutete Konstruktion. 

*) Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Unterteilung eines Komplexes und die 
dadurch induzierte Kettenunterteilung in unmifverstandlicher Weise mit demselben 
Buchstaben. 
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dem Grundkérper A auffassen und gebrauchen dementsprechend fiir f auch 
die Bezeichnungen ,,Feld“ bezw. ,,Abbildung (des RY in den S"*'). Wir 
setzen tiber das System f{ zweierlei voraus: 


l. fi,-++>fa4+1 haben auf C keine gemeinsame Nullstelle. Ein solches 
System heiBe auf C definit. 
2. Die ersten Polynome f,,...,f, haben auf C nur endlich viele und auf 


d(C) keine gemeinsamen Nullstellen. Das System f heiBe in diesem Fall 
auf C regulér. 

Wir werden weiter unten sehen, daB im Fall, wo C = z ein Zyklus ist, die 
zweite Voraussetzung entbehrlich wird. 

Eine nichtausgeartete affine Abbildung « des RN= R in einen R’ iiber A 
induziert offenbar eine simpliziale Kettenabbildung, indem einem orientierten 
Simplex y’=(q,,..., a,. ,) des RN das orientierte Simplex y”=(a(a,),..., 
a(a,.,)) des R’ zugeordnet und diese Zuordnung linear auf beliebige Ketten 
fortgesetzt wird. Diese Kettenabbildung kénnen wir, ohne MiBverstindnisse 
zu befiirchten, wieder mit « bezeichnen. 

Wir werden weiter folgende Bezeichnungen gebrauchen: die Hinter- 
einanderausfihrung zweier Abbildungen f und g ergibt wieder eine Abbildung, 
fiir die wir gOf schreiben. Ist ferner y=(a,,...,@,,,) ein orientiertes 
n-Simplex und f ein Polynomfeld im R¥, so verstehen wir unter f, die Beschrin- 
kung von f auf den von y aufgespannten linearen Teilraum R" von R*, und 


— —> + 
zwar ausgedriickt in dem von den Grundvektoren a, a,,..., @,@,.; aufge- 
spannten Koordinatensystem. Mit e, bezeichnen wir die affine Abbildung des 


R* auf einen 8", die a, in den Ursprung und die Grundvektoren thes 
(i= 1,...,m) in die Grundvektoren des 8" (unter Beibehaltung der Reihen- 
folge) iiberfiihrt; als Polynomsystem ausgeschrieben, hat also e, die Gestalt 
Cy™ (2, .. +» Xq)**). 

Wir setzen von nun an A = Q reell abgeschlossen voraus. 

2. Es soll nun der n-Kette C und dem System f von n + 1 Polynomen 
eine ganze Zahl zugeordnet werden, welche wir den Indikator von f beziiglich C 
nennen. Ist C = z ein Zyklus, so wird sich zeigen, daB diese Zahl durch 2 
teilbar ist; ihre Halfte werden wir als Kroneckrersche Charakteristik des 
Feldes beziiglich C bezeichnen. Wir wollen diese beiden ganzzahligen Funk- 
tionen durch Rekursion nach der Dimension n im festen R* definieren. 

Sei f" ein festes n-dimensionales Feld im R*. Der Indikator y (f", C"~ ') 
= y(C"~") von f" beziiglich einer (n — 1)-Kette C"—' im RY sei definiert, 
falls f" auf C"~! definit und regular ist; die Charakteristik y(f", z"~*) = y(2"~') 
sei definiert, falls z*~' eir Zyklus im R*% und /" auf z*~’ definit ist. 

Wir setzen fiir die Dimension n eine Reihe von Eigenschaften von y und x 
als bewiesen voraus, nimlich 








1°) Diese Bezeichnungen sind insofern ungenau, als durch Vorgabe des orientierten 
Simplexes y die Reihenfolge seiner Eckpunkte nur bis auf eine gerade Permutation fest- 
gelegt ist. Man miBte also, um genau zu sein, schreiben: fg, ,.. a, _,° Wir diirfen aber 


diese Willkiir zulassen, da die folgenden Begriffe und Satze durch sie nicht betroffen werden. 
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A, . Linearitit. 
y (f, & Cr+ ¢y Cy) = > pf, Cy) + 2° pf, C2) 
Kf, A+ Cg %)— 4 (fam) + 2° ZUf, %)- 
A, . Invarianz bei Unterteilung. 
y (f, C) = v(f, d(C) 
“£(f,2) = x(f, 4 (2). 
A,. Unabhingigkeit vom Koordinatensystem im R*. 
y (fou, C) = yf, a(C) 
y(fou,z) = x(f, «(z)). 
A,. Transformationssatz. LaBt die lineare Abbildung « den Nullpunkt 
des S" fest, so gilt 
y(aOf,z) = x(f, z) sgn det a. 
Dabei bedeutet det « die Determinante der Matrix von « im Bildraum SS", 
den wir uns ja immer mit einem festen Koordinatensystem versehen denken. 
B. Normierungseigenschajft. Ist y ein orientiertes n-Simplex des R*, pC y 
ein Punkt auf y und ist das konstante Feld, das p seine Koordinaten zuordnet, 
ebenfalls mit p bezeichnet, so gilt 
L(ey— Py> d(y))=1. 
C,. Satz von Rovcnté. f sei auf z definit. Fiir ein zweites Feld f* gelte in 


jedem Punkt von z: 
n n 


Lh > LZ (hi— KY. 
i=1 i=1 
Dann ist auch f* auf z definit und 
uf, 2) = x (f*, z)- 

C,. Eigenschaft (f, p). Ist f = (f,,...,f,) auf Z definit und » ein auf Zz 
definites Polynom, das daselbst das Vorzeichen sgn @ besitzt, so ist auch 
f*= (f1 @ fes+-+s f,) auf z definit und 

xz (f,z) = sgn p- x (f*, z). 

C,. Satz von BotzaNno-KRoneckER. Ist //] ein Polyeder im R¥, z, und z, 
zwei (n — 1)-Zyklen beliebiger Triangulationen von J7 und § die Mannig- 
faltigkeit der auf /7 liegenden Nullstellen des Feldes f = (f,,...,f,), so gilt: 

Aus z,~ z, (baw. J7 — %) folgt y(z,) = x(z,). 

3. Wir gehen jetzt zu einer n-Kette C"= C iiber. Sei /"= f ein n-dimensio- 
nales Feld, das auf C nur endlich viele, auf ac) keine Nullstellen besitzt, und 
p ein Punkt von C, der nicht auf ac) liegt. Wir definieren den Index von f 
in p beziiglich C,7(f, p, C). 

Seien p,,..., p; die von p verschiedenen Nullstellen von f auf C. Es sei 
eine Unterteilung d(C) von C und eine Teilkette /’ von d(C) mit folgenden 
Eigenschaften konstruiert: 

a) In J’ treten alle Simplices y von d(C) mit pC y auf, und zwar mit dem- 
selben Koeffizienten wie in d(C). 
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b) P enthalt keinen der Punkte p,(A=1,...,8); ar) enthalt auBerdem p 
nicht. b) impliziert, da8 f beziiglich 0(/°) definit ist. — Dann setzen wir 


(3) i(f, p,C)= x(f, aL). 


Es ist zweierlei zu zeigen: 1. Die Existenz von d(C) und J’ mit den obigen 
Eigenschaften und 2. die Eindeutigkeit der Indexdefinition. 

1. Existenz. Sei yX ein N-Simplex des RY mit pC y®, pay’), p,cy* 
(A=1,...,1). Weiter seien |y* |’ und |C|’ solche Unterteilungen der Kom- 
plexe | y* | und |C'|, die eine Triangulation des Durchschnitts y* AC bewirken; 
diese heiBe |/"| =|y*/\Cl. Ist d die durch die Unterteilung |C\ induzierte 
Kettenunterteilung, so sei /’ aus den n-Simplices von |/"| mit denselben 
Koeffizienten gebildet, mit denen sie in d(C) auftreten. a) und der erste Teil 





von b) sind dann fiir /’ offenbar erfiillt. p liegt nicht auf d d(C) und nicht auf 
d(C) —TI’, also auch nicht auf dd(C) — d(/’) und deshalb auch nicht auf 
a(I°), womit b) nachgewiesen ist. 

2. Eindeutigkeit. Seien I’, , [°, Teilketten zweier Unterteilungen |C|,, |C|, 
von |C'| mit den Eigenschaften a), b) und |C},, eine gemeinsame Unterteilung. 
Diese Unterteilung induziere auf |C|, die Kettenunterteilung d,, auf |C|, die 
Kettenunterteilung d,. Die Ketten d,(/,) und d,(/°,) haben dann beziiglich 
d(C) (d die durch |C|,, induzierte Kettenunterteilung von |C|) wieder die 
Eigenschaften a), b). — Sind wieder y,,..., y, die Simplices von d(C), deren 
Hiillen p enthalten, so kénnen wir schreiben 


d(C) = Sie y; 


i l 
& @ 
7 ’ ’ , 
d,(I’;) _ > OC; Y;7 » CY; 
i=1 i=s+1 


a w 
d,(I’s) _ > % ¥;7 a CG; %> 
i=1 i=s+1 


wobei die c;, c}’ Null sind, falls 7; einen der Punkte p, enthilt. Also enthialt 





d,(I’,) — d,(I°,) weder p noch die Punkte p,(A=1,...,1). Wegen d,@(I’,) — 
—d,0(I',) = 0(d,(I,) — d,(1;)) ist also 
a(l’,) ~ a(r’,) (bzw. C — §), 


wo $ die Punktmenge (p, p,,..., p;) bedeutet. Nach dem Satz von Bot- 
ZANO-KRONECKER ( 2, C,) folgt daraus x(f, 2(/°,)) = x(f, (:)), q.e. d. 

Ist p selbst keine Nullstelle von f, so folgt aus C, und A,: 

i(f,p,C)= x(f, 20) = x (7,9) = 9. 

4. Der Index eines n-dimensionalen Feldes besitzt folgende Eigenschaften: 

Aj . Linearitéit. j(f, p, Cy + C20) = ¢ j(f, P, Cy) + 2 7 (f, P, C2) (falls alle 
drei vorkommenden Indices definiert sind). 

A; . Invarianz bei Unterteilung. 
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A; . Unabhiingigkeit vom Koordinatensystem im R*. 


j(foa, p, C) =7(f, « (p), a(C)). 
A‘. Transformationseigenschajt. 
j(aof, p, C) =7(f, p, C) sgn det a. 

Aj ergibt sich sofort aus A; und der Indexdefinition, da d(C) und «(C) Ketten- 
abbildungen sind. — Es ist zweckmaBig, den Index auch noch fir pd C zu 
definieren. Wir setzen dann einfach j (f, p, C) = 0, und die Regeln A; behalten 
ihre Giiltigkeit. 

B’. Normierungseigenschaft. Mit denselben Bezeichnungen wie in 2. gilt: 
ist pC ¥, pd a(y), so ist 
(4) j(€y— Py, P, y) = 1. 
Zum Beweis braucht man nur in der Indexdefinition /’ = y zu wihlen. 

SchlieBlich beweisen wir zwei Eigenschaften des Indexes, die wir als Sitze 
formulieren. Die Induktionsvoraussetzung C,, zusammen mit der Index- 
definition, fiihrt auf den 

Satz 1. 

Besitzt f auf C nur endlich viele Nullstellen P,,+-+; P,, wovon keine auf 3(C) 


liegt, so ist 
l 


Dit, Pp,» C) = xf, A(C)). 
A 1 


Beweis. Wie in 3. konstruiert man eine Unterteilung d(C) von C und zu 
jedem p, eine Teilkette /’, von d(C), so daB /’,,..., I’, paarweise elemente- 
fremd sind. Dann ist 

l 


I 
a(f, @(C)) = xf, Y A) + xf, a(d(C) — DT ,)); 
a=1 A=1 


— 
A 


das zweite Glied rechts ist Null, weil die eingeklammerte Kette keine Nullstelle 
l 

des Feldes enthilt; das erste Glied ist nach A, und (3) gleich ¥ j(f, p,, C). 
a=1 


Satz 2. 

Ist y ein orientiertes n-Simplex und pC y, p 4 (y) eine einfache Nullstelle 
des Systems jf, , 80 gilt 
(5) i(f, p. y) = sgn A (fy) (p). 
wo A(f,) (p) die Funktionaldeterminante des Systems f, im Punkte p bedeutei. 

Beweis. Entwickelt man f, im Punkte p und behalt dann nur die linearen 
Glieder bei, so erhalt man die durch /, im Punkte p induzierte infinitesimale 
lineare Abbildung «; es ist dann A (f,) (p) = det «. Ist a1 die inverse Ab- 
bildung zu «, so bilden wir zu f das neue Feld « 'of = f*; nach Aj geniigt es, 
zu zeigen, daB 

j(f*, p, y) = 1 

ist. Hierzu waihlen wir, wenn y = (a,,...,4,,,) ist, im R* ein Koordinaten- 


system, dessen erste n Grundvektoren die a, a;, ,;(¢=1,...,) sind, und ent- 
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wickeln /* im Punkte p=(p,,..., p,,0,...,0) nach aufsteigenden Potenzen 
VON 2 — Py,---; Lp— Pn, Mn41,+++, Ly; nach Konstruktion von f* lautet diese 
Entwicklung folgendermaBen: 
N 
fi= x,— p+ a Ajy Xt; (§=1,...,%), 
k=n+1 


wo die Restpolynome r; nur quadratische und héhere Glieder enthalten. 
Man wiahle nun ein in y liegendes, p als Mittelpunkt enthaltendes, regulires 
n-Simplex y,'") von so kleinem Durchmesser ¢, daB auf ganz 0(y,) 


n n 
y ri< » (%;— 7)? 
1 


i=1 i= 
— a N 
gilt’*). Da 0(y,) in y liegt, verschwinden auf @(y,) alleSummen )’ a,, 2,, 
k=n+1 


und nach C, (Satz von Rovucu®) folgt 


x(f*, 8 (y.)) = %(Cy— Py» O(Y,))- 


Nimmt man nun in der Indexdefinition ’= y, , so ergibt sich wegen der Nor- 
mierungseigenschaft B’: 


i(f*, p, y) =7(ey— Py, Py) =1, g.e.d. 


5. Wir gehen jetzt iber zur Untersuchung (n + 1)-dimensionaier Felder auf 
n-dimensionalen Ketten, welche die in 1. gemachten Voraussetzungen erfiillen. 

f = f"*1= (f,..--, fa41) sei ein (m + 1)-dimensionales Feld. Unter seiner 
Projektion { verstehen wir das n-dimensionale Feld f = (f:>-++sfn)- C sei eine 
n-Kette. Dann definieren wir: 

Definition 1. 

Unter dem Indikator w(f,C) des auf C definiten, reguliiren Feldes f ver- 


stehen wir die ganze Zahl 
l 


(6) v(f,C) = -— Sif, p,, C) sen fa41(P,)» 
A=1 
WO P,,. ++, P, die Nullstellen von f auf C bedeuten. 


Aus 4. folgt sofort, daB wy die Eigenschaften A,, A,, A, von 2. besitzt, 
falls dies fiir die Dimension schon der Fall war. 
Nun sei C = z ein n-Zyklus und f ein auf Z definites Feld, das wir vorliufig 


auBerdem regular beziiglich 2 voraussetzen. Seien p,,..., p, diejenigen Null- 
stellen der Projektion f auf 2, in denen /,,,, positiv, p,,,,..., p; diejenigen, 
in denen f, ,, negativ ist. Es ist dann 

k l 


y.2=-Lit-y.2+ L if, p>?) 
A=1 A=k+1 

41) Wir legen im Koordinatenraum R* die Euklidische Metrik zugrunde. 

12) Eine leichte Abschatzung zeigt, daB auf aly.) die rechtsstehende Summe > f e’, 
die linksstehende < y e* ist, wo 8, y von der Wahl von e unabhingige positive Kon- 
stanten aus {2 sind. Daraus folgt sofort, daB e > 0 aus 22 tatsichlich in der gewiinschten 
Weise gewahlt werden kann. 
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und anderseits nach Satz 1 wegen 0(z) = 0: 


k ™ 1 be 
O= Dii.p,.2)+ DY if. P,,2), 
A=1 A=k+1 
also 
l _ 
(7) pif.z)=2- SY jl, p,2) 
a k+1 


Definition 2. 

Unter der Charakteristik y ({,z) des auf 2 definiten, reguliren Feldes f ver- 
stehen wir die Indexsumme der Projektion f, erstreckt iiber diejenigen ihrer Null- 
stellen auf Z, in welchen f,, , , negativ ist. 

Nach (7) ist die Charakteristik gleich der Halfte des Indikators, besitzt 
also ebenfalls die Eigenschaften A,, A,, Ag. 

6. Nachdem wir so auf dem Umweg iiber den Index die Begriffe Indikator 
und Index rekursiv definiert haben, miissen wir diese Definition noch ver- 
ankern. Dazu geniigt es, die Charakteristik eines eindimensionalen Feldes, 
d.h. eines einzelnen Polynoms f, beziiglich eines nulldimensionalen Zyklus, 
d. h. einer algebraischen Summe von Punkten des R*% zu definieren. Sei 

q 
z= J) Cy Dx: 
k=1 
daB f auf z definit ist, bedeutet, daB f in keinem der Punkte p, verschwindet 
(die Voraussetzung der Regularitat (J.) ist hier trivialerweise immer erfiillt). 
Dann definieren wir 


1 Z 
4(f,2)= 9° XL ce sgn f (py). 
~ k=1 
Man erkennt sofort, daB die Eigenschaften A, (i = 1, 2, 3, 4) erfiillt sind. Die 
Normierungseigenschaft B besagt: Ist p eine Zahl aus 2 zwischen 0 und 1 
und y die orientierte Strecke 0< 2,< 1, so gilt fiir das Feld e,— py = (x,—p): 


1 
£ (ey — Py» 9(y)) =m (8am (2 — P)ie,-1 — 880 (2%, — P)|r,—0) = 1. 


C, und C, ergeben sich sofort aus den Anordnungseigenschaften von Q. 
SchlieBlich ist C, gleichbedeutend mit dem klassischen Nullstellensatz von 
BoLzaANo-WEIERSTRASS, welcher bekanntlich fiir Polynome iiber einem 
reell-abgeschlossenen K6rper richtig ist!*). 

7. Wir stehen nun vor der Aufgabe, fiir die rekursiv definierten Begriffe 
des Indikators und der Charakteristik die Eigenschaften A,, B, C,,C,,C, zu 
beweisen (unter der Voraussetzung, daB sie fiir die Dimension n schon als 
richtig erkannt sind). Wir beginnen mit der Normierungseigenschaft B. Sei 
also y = (a,,...,4,,.) ein orientiertes (x + 1)-Simplex im R*, und das Ko- 
ordinatensystem im R* sei wie in 4. an dieses Simplex adaptiert. p=(p,,..., 
Pn+1,9,..., 0) sei ein innerer Punkt von y. Die Projektion des Feldes e,— p, 


= (2;— Py, -- +, Zn41— Pn+1) lautet e,— py = (z,— P,,---, Z_a— Pp). Sie besitzt 


8) Vgl. etwa: B. L. v. p. WAERDEN: Moderne Algebra, I. Kap. IX, § 71, Satz 5. 
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zwei Nullstellen auf 0(y), nimlich 


Pp : (P,,-+ +> Pa» 0,-.-,0) und p=(p,,..., Dp, 1—p,—...— p,,0,...,90). 
In p ist (2%, .1— Pn41) negativ, in Pp positiv, so daB also 

+) 1 

%(¢y— Py, O(y)) = 9 (Gy— Py, P, O(y)) 
ist. Nun liegt p in dem n-Simplex y = (a,,...,4,,,) und es ist 
Cy— Py =¢€,—P,; 

“ u 
und weiter tritt y in 0(y) nach der Randdefinition [§ 1, 3., (2)] mit dem Koeffi- 
tienten 1 auf, also folgt aus Aj und B’ (cf. 4.): 


° 1 1 1 
X(ey— Py, (yy) =F(e,-Pi.PY)=1, ged. 
y y 


8. In 5. wurde y(f, z) nur fiir auf z definite und regulire Felder definiert. 
Wir werden uns jetzt von der zweiten Voraussetzung befreien und zugleich 
den Transformationssatz A, beweisen. 

z"=z wird im folgenden festgehalten; wir schreiben demgemaB , (f, z) 

z(f). Wir betrachten neben f folgende Felder, die durch lineare Operationen 
auseinander hervorgehen: 

f Gan - +2 fase) 
f= (fnaa> fe peeces fn» hh) 
f* = (hi fnaa> fe acres fe» 4). 
Die Ausdriicke ,,definit‘‘ und ,,regulir“ beziehen sich im folgenden immer auf. 
Hilfssatz 1. Ist ¢ definit und regular, p eine Nullstelle von i, so ist 


i(f*, p) =i (f, p) sen fn 41 (P)- 
Beweis. Sei f,,,(p) = ¢ +0. Der Durchmesser der Kette J in der Index- 
definition laBt sich so klein wahlen, daB auf J’: 


Cc 


Invi—Cl\S35 


bleibt. f,,, ist also auf d(/°) definit und besitzt daselbst iiberall das Vor- 
zeichen sgn f,,,(p). Also folgt die Behauptung aus der Eigenschaft (f, ¢) 
(2., C,). 
Hilfssatz 2. Sind f und f° beide regular, so gilt 
z(f)=— x{f°)-. 

Beweis. Sind f und f° beide regular, so auch f*. Da die letzte Komponente 
von f* gleich 1 ist, folgt aus Satz 1, angewandt auf f*: w (f*) = 0. Anderseits 
ist nach Hilfssatz 1 und Definition 1: 

y(f*)=ylf) + yf); 
Division durch 2 liefert die Behauptung. 
Wir betrachten jetzt ein Feld der Gestalt 
f= (f; t C fast *? «stant Ch Fcae's faaad (c,€ Q,t = Bis ° -» %) 
und beweisen den 

Hilfssatz 3. 

11* 
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Sind die Felder f, i, (f)° regular, so ist 
— x) = 2). 

Beweis. f° und (f)® haben genau dieselben Nullstellen. Da (f)° regular ist, 
so auch f®. Nach Hilfssatz 2 ist y(f) = — x(f*) und x(f) =— x ((f)). Es 
bleibt zu zeigen (f°) = x ((f)")- — Sei p eine der Nullstellen von f®, also 
auch von (f)°. In p stimmen einerseits die letzten Komponenten /f, und f, + 
+ €f,,, der beiden Felder iiberein, anderseits ist wegen Aj (cf.4.): 7 (f°, p) 





= i ((f)°, p). Nun folgt die Behauptung nach Definition 1 und Division durch 2. 
Die Hilfssitze 1 und 2 dienten nur zur Herleitung von Hilfssatz 3. 
Wir kommen jetzt zum Beweis von A,. 


Satz 3 (Transformationssatz). 

xz (f, z) apt sich fiir ein auf z definites Feld eindeutig definieren. Ist dabei 
f'=aof das Feld, das aus f = (f,,..., fn.) durch die nichtsinguldre affine 
Transformation 


n+1 
i= ahs (a,;,€ Q,i=1,...,%+ 1) 
k=1 


hervorgeht, so gilt x (f’, z) = sgn||a,,||- x(f, z). 

Beweis. Damit «Of oder («0 f)® nicht regulir sind, miissen die a;, gewisse 
algebraische Bedingungsgleichungen erfiillen™), woraus insbesondere folgt 
da8 man die a,, aus 2 so wihlen kann, daB aof und («0f)® beide regular 
sind und auBerdem a, ,, ,,,+ 0 ist. Wir fiihren nun ein vorgegebenes regu- 
lires Feld f durch eine derartige lineare Transformation « in das Feld f’= «of 
iiber, und zwar in drei Schritten: 


= n ° 
“ Rr p he= DS bin Ge . |= h, + Cjha,, (}=1,..., 0) 
_ ’ k+1 ? 
9Gn+ = D> Gnit ele i. =h +1° 
: k+1 , haa = Gn41 mt an 





Dabei ist gesetzt 
Qjin+i 
On+1,n+1 


Qien+s 
On+1,m+1 
Wegen ||a;,||= G,41. n1 °||5;,!| ist |]b,,||4 0, also ist auch das Feld (h,,.. 
h,,,) auf z regulir. Weiter gilt fiir die Felder f, g, h, f’: 


C.= 


‘ > Oin= Ope— Ona Ss ew a.) ee 


°9 


“(9) = SENG, ,3.n41° xf), da an jeder Nullstelle von 
f=9: 9ns1= Insi.n41° fns1 ist. 

x (h) = sgn\|b,,||- (9) nach Aj 

af) = x(A) nach Hilfssatz 3. 


Zusammen ergeben diese Formeln ; (f’) = sgn||a;,|\- x (/). 


4) Dies habe ich (in geometrischer Einkleidung) unter etwas allgemeineren Voraus- 
setzungen in einer friiheren Arbeit gezeigt: W.Haxnicut: Topologische Eigenschaften 
reeller algebraischer Mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 122, 181—204 (1950), § 3, Satz 5a 
(S. 192). 
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Nun seien f und /f’ irgend zwei regulire Felder, die auseinander durch eine 
nichtsingulire affine Transformation « hervorgehen: 
f= aof. 
ay am B Of’ =a yof 
so gewahlt, daB f’, (f’’)® beide regular und die letzten Koeffizienten der zu- 
gehérigen Matrizen 6, .5 n41+ 9, Cni1.n41 0 sind. Dann gilt fiir die Deter- 
minanten der Transformationsmatrizen ||a;,/||-||b,,||=||¢,,||, anderseits ist 
xz (f’) = sgn\\>,,\|- x(f) = sgnijeq||- x(f), also ist x (f’) = sgn|\a,,||- x (f). 
SchlieBlich sei f’ irgendein auf z definites, aber nicht notwendigerweise 
regulires Feld und f ein regulires Feld mit f’= «0of. Dann definieren wir 
a(f) = sgn||ay|l- x (f)- 
DaB diese Definition von der Wahl von f unabhingig ist und fiir regulire 


Felder mit der alten Definition iibereinstimmt, folgt aus dem Vorigen. Damit 
ist Satz 3 bewiesen. 


Weiter sei 


§ 3. Approximationssatze iiber Polynomfelder. 

1. Unser Ziel ist, die 3 Eigenschaften C,, C,, C, fiir (n + 1)-dimensionale 
Felder auf n-dimensionalen Zyklen zu beweisen. Sie lassen sich alle zuriick- 
fiihren auf folgenden Deformationssatz iiber Feldscharen f(t) im R% (d.h. 
Felder, die vom Parameter ¢t ganz rational abhaingen): Sind auf der Parameter- 
strecke 0 < t < 1 des reell-abgeschlossenen Kérpers 2 alle f(r) beziiglich 2” 
definit, so ist y(f (0), z) = x(f(1), z) (vgl. § 4, 2.). Einen ersten Schritt zum 
Beweis tun wir in 3. (1. Approximationssatz); dort wird der Deformationssatz 
,im Kleinen“ bewiesen. Damit ist man im Falle eines archimedisch ange- 
ordneten Kérpers 22 schon fertig. Die Schwierigkeit liegt aber gerade darin, 
daB 2 im allgemeinen nichtarchimedisch angeordnet ist. Wir gehen hier 
folgendermaBen vor. Zu dem ,,allgemeinen Feld“ (vgl. 2.) F"*? und dem 
festen Zyklus z" gibt es eine Reihe von Feldern F’; und festen Zyklen z;~ J 
so daB bei ,,fast allen‘ Spezialisierungen F"*!+/f"*1, P"+f": x (f"*}, 2") 

- -S x (fi, 2," *) gilt ($4, 1., Reduktionssatz). Insbesondere laBt sich jede 
auf 2" definite Feldschar durch eine ebensolche approximieren, die fiir die 
Parameterwerte 0,1 mit der ersten charakteristikgleich ist und auf [0,1] nur 
endlich viele Ausnahmewerte besitzt, wo das Reduktionsverfahren versagt. 
Wendet man auf diese Werte den Deformationssatz ,,im Kleinen“ und auf die 
iibrigen Intervalle Induktion nach m an, so folgt der Deformationssatz. — 
Wir haben also im folgenden mit Stetigkeits- und Approximationseigenschaften 
von Feldern und Feldscharen zu tun. In 2. werden die Stetigkeitssitze zu- 
sammengestellt, die wir nachher brauchen. In ihnen ist von Komplexen im 
R* noch nicht die Rede; vom zugrundeliegenden Kérper 2 brauchen wir erst 
die Anordnungseigenschaften, noch nicht die reelle Abgeschlossenheit. 

2.Seien F,,...,F, r allgemeine Polynome vorgegebener Gradzahlen 
l,,...,l, in N Variablen; die Koeffizienten seien also Unbestimmte, die wir 


; wo (4+N ; 
mit v,,..., (z =) e ) durchnumerieren wollen. F = (F,,...,F,) 
-™ * 


— 
i= 
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heiBe ein allgemeines r-dimensionales Feld der vorgeschriebenen Gradzahlen. 
Spezialisiert man die v,(j = 1, ..., L) zu Elementen a, des Grundkérpers Q, 
so geht F iiber in ein spezielles Feld f. Wir fassen im folgenden f auf als Punkt 
f =-(a,, ..., @,) eines affinen Koordinatenraums R* iiber Q, den wir auch als 
Feldraum (oder Abbildungsraum) bezeichnen. DemgemaB besteht eine ¢-Um- 
gebung U, (f,) des Feldes f= (do, ,..., 4p, ,) aus den Feldern f = (a,,..., az) 
mit »* (a;— a, ,)*< é*. 


7 

Offenbar definiert das System F = (F,,..., F,) eine Polynomabbildung des 
topologischen Produktes R’ x R* in einen R’, indem dem Punkt f xp der 
Punkt (/,(p), - . ., f-(p)) zugeordnet wird. Also gilt 

Hilfssatz 1. Die Abbildung F von R” x R* in R’ ist auf jeder beschrinkten 
Punktmenge B von R” x RN gleichmaBig stetig und beschrinkt. 

Spezialisiert man die Koeffizienten des allgemeinen Feldes F zu Poly- 
nomen des Parameters ¢ iiber 2, so entsteht eine Feldschar f (t), welche eine 
rationale Kurve im R¥ durchlauft. Fiir t = t € Q geht die Schar in ein Feld 
f(t) aus R” iiber. Anderseits laBt sich jede Schar f (t) als Feld in N + 1 Va- 
riablen z,,..., Zy, t, also als Punkt eines affinen Koordinatenraums R% iiber 
2 auffassen. In diesem Sinn verstehen wir unter der e-Umgebung U,(f,(t)) 
einer Feldschar /,(t) die e-Umgebung des Punktes /,(¢) im R%. 

Hilfssatz 2. Ist tr € Q beliebig, so ist die durch f (t)+f (rt) definierte Ab- 
bildung des R4 in den R” im R‘ stetig. 

Denn die Abbildung ist sogar linear. 

SchlieBlich beweisen wir noch 

Hilfssatz 3. ‘Y(F) sei ein Polynom in den ZL Variablen v; mit Koeffi- 
zienten aus 2. Y(f)=0 sei hinreichend dafiir, daB f eine gewisse Eigenschaft 
€ besitzt. Dann gibt es in jeder U, (f,) ein Feld /, das die Eigenschaft € besitzt. 

Ist naimlich g irgendein Feld mit Y(g)+ 0, so verbinde man f, und g 
im R” durch eine Gerade mit dem Parameter ¢. Auf ihr wird ¥ ein nicht 
identisch verschwindendes Polynom in ¢ iiber 2, das nur endlich viele Null- 
stellen besitzt, woraus die Behauptung folgt. 

3. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Gruppe der Approxi- 
mationssitze. Sie beruhen wesentlich auf dem folgenden Satz von der unteren 
Schranke"®) : 

45) W. Hapicut: Ein Existenzsatz iiber reelle definierte Polynome. Comm. Math. 
Helv. 18, 331—348 (1945). Der Satz wurde dort ausgesprochen fiir n-dimensionale Quader 
q im R, Er iibertragt sich aber offenbar sofort auf beliebige Polyeder J7 im RY. 

Seither hat A. Tarski (A decision method for elementary algebra and geometry, 
University of California Press 1951, insbes. supplementary note *) einen Satz bewiesen, 
aus dem sich der zitierte Satz als Spezialfall ergibt. Sei nimlich eine Punktmenge des 
RY, die durch endlich viele Gleichungen und Ungleichungen mit Koeffizienten aus 2 
definiert ist, als algebraische Punktmenge (a. P.) bezeichnet, so gilt: die Projektion einer 
a. P. des R* in emen linearen Unterraum R™ (M < N) ist wieder eine a. P. Davon aus- 
gehend kann man leicht zeigen, daB die Projektion einer beschrinkten, abgeschlossenen 
a. P. wieder beschrankt und abgeschlossen ist. Setzt man insbesondere M = 1, so folgt 
bei geeigneter Wahl der a.P., daB ein Polynom auf einem Polyeder des RY—1 sein Maximum 


annimmt (WerersTRassscher Satz vom Maximum). Daraus folgt natiirlich « 
zitierte Satz von der unteren Schranke. 
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Ist das Polynom @ in  Variablen iiber dem reell-abgeschlossenen Kérper Q 
auf einem Polyeder /7 des R* iiber Q positiv definit, so besitzt es daselbst 
eine positive untere Schranke d aus 22. 

Daraus folgt sofort das 

Lemma. Die Menge der beziiglich eines Polyeders IT definiten Felder ist im 
Feldraum offen. 

Beweis. f =(f,,..., f,) sei beziiglich /7 definit. Dann gilt dasselbe fiir das 


Polynom g = 3’ fj. Sei nun d eine positive untere Schranke fiir p auf J7. 
i=1 
Weiter sei S eine gemeinsame obere Schranke fiir |/;(p) + fi(p)|, fi C U1 (f,), 
p CIT (1., Hilfssatz 1, mit r= 1 und DB = U, (f;) x 77), i=1,..., 7. Nach dem- 
selben Hilfssatz gibt es dann weiter eine U,(f) (6< 1), so daB fiir f’ c U,(f), 


p CIT: 


, d 
fi(p) — fp)| < ore g=1,...,7) 
gilt. Dann ist fiir y’= ¥ f{?, pC J7: 
A < whe d 
Y (p) — v(P)\=| V+ fd i- fd sS8°Lli-his zg, 
i=1 i=1 


also p’(p) => : , d. h. f’ ist auf /J7 immer noch definit. 


Eine Feldschar f (¢) heiBe definit auf J7 x [0,1], wenn fiir alle t mit0 <t< 1 
aus {2 die Felder f(t) auf 7 definit sind. Anwendung des Lemmas auf /7 x [0,1] 
liefert dann ohne weiteres den 

Zusatz. Die Menge der auf IT x [0,1] definiten Feldscharen ist im Raum R* 
der Feldscharen offen. 

Eine Umgebung eines Feldes f (bzw. einer Feldschar f(t)), in der alle 
Felder f’ (bzw. f’(t), 0< t <1) definit sind, heiBe eine Definitheitsumgebung 
des Feldes (bzw. der Feldschar). 

4. Nun sei f ein (n + 1)-dimensionales Feld, z ein n-Zyklus. Dann gilt 

Satz 4 (1. Approximationssatz). 

Ist f auf z definit, so besitzt f eine Definitheitsumgebung, innerhalb welcher 
die Charakteristik x (f, z) sich nicht dndert. 


Beweis. Im Fall n= 0 besteht z aus einer algebraischen Summe von 
l l 
. ' 1 . ‘ 
Punkten, z= 3'c, p,, und es ist y(f,z) = -5 3c, sgn f(p,). Die Behauptung 
A=1 “a=1 


folgt dann direkt aus Hilfssatz 1 (2.). 
Der Satz sei schon bewiesen fiir die Dimension n — 1. Wir setzen zunichst 


voraus, daB f auf Z regular sei. Seien p,,..., p, die Nullstellen der Projektion 
f auf z. Zu diesen seien die zueinander punktfremden Ketten J,,..., I’, einer 


Unterteilung d(z) von z wie beim Beweis von Hilfssatz 1 in § 2, 8. so kon- 
struiert, daB f,,, auf J", definit und sgn f, ,,(J",) = sgn fp .,(p,) ist (A=1,...,0). 
Dann gilt 

— 

(8) 4h2=-¢d 


A=1 


x(f, 2(1",)) sen fags (Ty) - 
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Ist D die Kette d(z) — ,—---—TJ", so ist f auf D definit; nach dem 
Lemma gibt es also ein 6, >0 aus Q, so daB alle Felder aus U, (f) auf D de- 


finit sind. Weiter besitzt f nach Induktionsvoraussetzung eine solche De- 








finitheitsumgebung U, (f) beziiglich 0(7\) + 0(1,) + --- + O(1,), innerhalb 
welcher simtliche Zahlen x(f d(I,)) (A=1,...,2) konstant sind. SchlieB- 
lich ist f, ,, auf ria aye l) definit, also gibt es wieder nach dem Lemma 
ein 6, € 2, so daB alle Polynome /,,, , aus U, (f, ,,) auf den i definit bleiben 
und die Gleichungen sgn f;, . ; (/",) = sgn f,,,(J",) (A= 1,..., 0) erfiillen. 


Jetzt setzen wir 6 = = min (6,, 6,, 4,) und betrachten ein Feld /’ aus 


U,(f). f ist auf z definit, 7 (f', z) also definiert. Ist /’ auf Z nicht regular, so 
laBt es sich durch eine von der Identitaét geniigend wenig abweichende lineare 
Transformation") in ein auf Z regulares Feld /” iiberfiihren, das immer noch 
in U,,(f) liegt und nach dem Transformationssatz (§ 2, 8.) dieselbe Charakte- 
ristik wie f’ besitzt: y(f’,z) = y(f’z). Wegen der Konstruktion von 6 ist f’ 
auf D immer noch definit, ferner f,’ , auf allen J’, definit, und es gelten die 
Gleichungen 


(9) sgn f,’,, (I",) = sgn fn, (I",); (A=1,...,)). 
(10) xf", (0) = xf, 2) 


Samtliche Nullstellen p/’ von f’” auf Z miissen sich auf die J" 


, Vverteilen, 
und die Anwendung von Satz | (§ 2, 4.) auf die J’, liefert: 


l a - 
x (f"s2) a° & J(f’, pi’. 2) sgn fn, 1 (P,’) 
(11) 7 1 
l i = , — 
it y z(f", d(L,)) sgn gs + ah B 
= A 1 


Die Formeln (8) bis (11) ergeben zusammen  (f’’,z) = 7(f, z); also ist auch 
z(f',z) = x(f, 2), q.e. d. 

Ist schlieBlich das Ausgangsfeld f definit, aber nicht regulir auf Z, so 
transformieren wir es affin in ein regulires Feld «of und wenden alle obigen 
Uberlegungen auf « f an. Wir haben dann nur noch zu bemerken, daB « 
sich als lineare, also stetige Transformation im Feldraum R” auffassen laBt. 
Da « Definitheit und Charakteristik erhalt, so folgt Satz 4 fiir f, da er fiir 20 
schon bewiesen ist. 

Eine Umgebung der in Satz 4 beschriebenen Art heiBe eine x-Umgebung 
von /, ein Feld aus einer y-Umgebung eine y-Approximation von f. Aus Hilfs- 
satz 2 (2.), dem Zusatz zum Lemma (3.) und Satz 4 folgt noch 

Satz 5. Ist f (t) eine auf Z x [0,1] definite Feldschar, so gibt es eine Definit- 
heitsumgebung U (f (t)), so dap fiir f’(t)C U (f (t)) die Felder f’(0) bzw. f’(1) 
sogar y-Approximationen von f (0) bzw. f (1) sind. 

U (f (t)) heiBe wieder eine 7-Umgebung von f (t). 


'®) Siehe a. a. O. "*), § 3, Satz 5a (S. 192) sowie § 5, 5. (S. 199). 
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5. Wie in 1. bemerkt, werden wir im folgenden eine beliebige (n + 1)- 
dimensionale, beziiglich eines festen Zyklus z" definite Feldschar durch eine 
ebensolche approximieren, fiir welche sich die Charakteristik bei allen Para- 
meterwerten mit endlich vielen Ausnahmen durch Charakteristiken gewisser 
n-dimensionaler Felder beziiglich einer Reihe (nm — 1)-dimensionaler Zyklen 
(der Rander der Simplices von 2") ausdriicken laBt. Eine Feldschar der letzt- 
genannten Art werden wir als Normalschar bezeichnen. 

Das angedeutete Reduktionsverfahren beruht auf den Resultaten zweier 
friiherer Arbeiten, welche wir im folgenden in etwas modifizierter Gestalt als 
, Satz 8,“ (n > 2) baw. ,,Satz S,‘‘ zitieren"’). 

Sei 2 ein angeordneter K6rper und zunichst n > 2, F ein Feld von n + 1 
allgemeinen Polynomen in » Variablen mit unbestimmten Koeffizienten »v, 
(vgl. 2. mit N = n), I’[v] der Ring der Polynome in den v iiber dem ratio- 
nalen Zahlenkérper J’. 

Satz S,,. 

Zu F gibt es ein n-dimensionales. Feld F in den n Variablen mit Koeffizienten 
aus I*{v] und ein Polynom @ (v) aus I’ [v] mit folgenden Eigenschaften: 

Ist bei einer Spezialisierung der v; in 2: D(v) +0, so haben die speziali- 
sierten Felder f, / im R" nur einfache Nullstellen, und zwar genau die gleichen; 
in jeder solchen Nullstelle p gilt 


(11,) sgn A (f) sgn f,.,= sgn 1 (f). 


Der Fall » = 1 spielt eine Ausnahmerolle. Er konnte in der zitierten 
Arbeit insofern allgemeiner behandelt werden als der Fall n > 2, als dort der 
Indexbegriff ohne Voraussetzung der Einfachheit der betrachteten Nullstelle 
eingefiihrt werden konnte. Es gilt dann mit denselben Bezeichnungen wie 
in Satz S,: 

Satz S,. 

Zu F = (F, F’,) gibt es eine endliche Kette von Polynomen F, (s=1,...,8) 
mit Koeffizienten aus I'{v] und ein Polynom ®(v) mit folgenden Eigenschaften: 

Ist bei einer Spezialisierung der v, in Q: O(v) + 0, 80 gilt in jedem Punkt 
des R' fiir das spezialisierte Feld f = (}, f,) (y bedeutet irgendeine orientierte 
T rigerstrecke des Punktes ): 


(11,) — i (fp, y) sgn fy= w(p,) — w(p,); 


dabei ist p,— p,= 0(I",) der Rand einer mit y gleichorientierten Teilstrecke 
von y, die p, aber keine andere Nullstelle eines Kettenpolynoms enthdlt, und w 


17) Satz S,: W. Hapicut: Eine Verallgemeinerung des Sturmschen Wurzelzahlver- 
fahrens. Comm. Math. Helv. 21, 99—116, § 3 (1948). 

Satz S,(n > 2): W. Hapicut: Zur inhomogenen Eliminationstheorie. Comm. Math. 
Helv. 21, 79—98, § 3 (1948). Der Buchstabe n deute an, daB es sich bei Satz S, um das 
n-dimensionale Analogon zum verallgemeinerten Sturmschen Satz S, handelt. 
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die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Kette (wobei Nullen bei der Zahlung 
wegzulassen sind )'*). 

Fiir ®(v) kann man dabei setzen ®(v) = v,v,R(v), wobei v, und », die 
héchsten Koeffizienten der beiden Komponenten von F, R(v) deren Syt- 
vesTERsche Resultante bedeuten. 

Geht f aus F durch Spezialisierung der v hervor und verschwindet @ bei 
dieser Spezialisierung nicht, so heiBe f reduzibel. Geht eine Schar f(t) aus F 
durch Spezialisierung der v in 2 [t] mit ®(t) + 0 hervor, so heiBe sie ebenfalis 
reduzibel. Zu einer reduziblen Schar gehért nach Satz S, bzw. S, eine Schar 
f(t) von n-dimensionalen Feldern bzw. eine Kette von Polynomscharen i, (t) 
(¢=1,...,8), die fiir alle Parameterwerte t aus 2 mit héchstens endlich 
vielen Ausnahmen in der durch Satz S,, bzw. S, beschriebenen Weise mit { (r) 
zusammenhangt. 

6. Sei nun f(t) eine (n + 1)-dimensionale Feldschar in N Variablen iiber Q, 
f(t) ihre Projektion, C eine n-Kette im R*, y,(A=1,...,1) die n-Simplices 
von |C| und y,, (A=1,...,1; w=1,...,2+ 1) ihre (n — 1)-dimensionalen 
Randsimplices. Wir setzen (f())y, = fay ® resp. Fy, = fa,)(t) und defi- 
nieren : 

Definition 3. f(t) heiBe eine Normalschar beziiglich C, wenn folgende Be- 
dingungen erfiillt sind: 

1. Alle Scharen f,,)(t) sind reduzibel. 

2. Fiir alle Parameterwerte mit endlich vielen Ausnahmen ist as (t) auf y,,, 
definit (A=1,...,l;u=1,...,m+ 1). 

Wir gehen nun in den Scharraum R“ und beweisen: 

Satz 6 (2. Approximationssatz). 


In jeder Umgebung einer (n + 1)-dimensionalen Schar gibt es eine Normal- 
schar beziiglich C. 


Beweis. Nach Hilfssatz 3 von 2. geniigt es, zu einer allgemeinen Schar F (t) 
mit unbestimmten Koeffizienten u ein Polynom ¥ (u) iiber 2 zu konstruieren, 
dessen Nichtverschwinden bei Spezialisierung der u hinreichend ist fiir die 
Normalitat der spezialisierten Schar. 

Dazu gehen wir aus von einem allgemeinen Feld F in N Variablen mit un- 
bestimmten Koeffizienten v; aus ihm gehe F (t) dadurch hervor, daB man die v 
zu allgemeinen Polynomen in ¢ mit unbestimmten Koeffizienten u speziali- 
siert. — Wir bilden nun erstens die Beschrinkungen F,, und (F(t))y, fiir 


jedes A. F,, ist offenbar wieder ein allgemeines Feld in n Variablen, dessen 


18) Diese Formulierung von 11, gilt zwar nur fiir reell-abgeschlossene Kérper (bei der 
Definition der rechten Seite wurde, genau wie bei der Indexdefinition der Satz von 
BoLZANO-KRONECKER, der Boxizano-WetersTRass’sche Nullstellensatz stillschweigend 
benutzt); sie hat aber den Vorteil, daB sie sich dann auch gleich iiber eine ganze Strecke 
»integrieren“ laBt, wie dies ja beim klassischen Sturmschen Satz auch geschieht. 

Man kénnte natiirlich fiir (11,) auch eine Formulierung geben, die die reelle Abge- 
schlossenheit nicht beniitzt, da sich sowohl i(f, p, y) als auch die rechte Seite durch die 
Vorzeichen der Ableitungen der Kettenpolynome in p ausdriicken lassen. 
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Koeffizienten w,,, ganz rational von den v mit Koeffizienten aus 2 abhangen; 
zu Fy, kénnen wir deshalb nach Satz S, bzw. S, das nicht identisch verschwin- 
dende Polynom ®(w,,) = ®,(v) mit Koeffizienten aus Q bilden. Bei der 
Spezialisierung von F zu F(t) gehen die ®,(v) iiber in Polynome @,(u, t) in t 
mit Koeffizienten aus 2[u], deren Absolutglieder nicht verschwinden, da 
F (0) wieder ein allgemeines Feld ist. — Zweitens bilden wir die Beschrin- 
kungen Fy, und (F(®))y, fiir jedes Paar (A, u). Da F,, ein System von n 
allgemeinen Polynomen in »— 1 Variablen ist, verschwindet seine Syt- 
vesTERsche Resultante R(w,,,)) = R,,,(v) nicht identisch. Bei der Speziali- 
sierung von F zu F(t) gehen die R,,,(v) ebenfalls in Polynome R, ,(u, t) in t 
mit Koeffizienten aus 2([(u] und nichtverschwindenden Absolutgliedern iiber. 
Wir setzen nun 


Y (u) = IT ®,(u, 0) IT R, (u, 0). 
Aa Am 


Verschwindet ¥ bei einer Spezialisierung der u in 2 nicht, so verschwindet 
keiner der rechtsstehenden Faktoren, also auch keines der spezialisierten 
Polynome @,(t), R,,(t). Das ist aber hinreichend fiir die Normalitaét der 
spezialisierten Schar f(t). 


§ 4. Der Deformationssatz. 
1. Satz 7 (Reduktionssatz). 
i 


C= J c,y, sei eine n-Kette, f(t) eine (n + 1)-dimensionale Normalschar be- 
=1 


i= 
ziiglich C im RN iiber dem reell-abgeschlossenen Kérper 2. Dann gibt es 1 


n-dimensionale Scharen a (t) bzw. fiir n = 1: Scharketten K,,) (t), so daB fiir alle 
Parameterwerte mit héchstens endlich vielen Ausnahmen: 
1 


(f(t), C) = — J ey: x (fa (2), A(y,)) 


l 
bzw. fiir n = 1 y (f(t), C) = + DY ¢,w(K,, (t), O(y,)) gilt. 


Beweis: Fir alle Parameterwerte mit endlich vielen Ausnahmen sind die 





Felder /,,)(t) reduzibel und die hay (2) auf 0(y,) definit. Dann folgt aber aus 
Satz S,(m => 2) bzw. Satz S, in Verbindung mit den Satzen 2 und 1 (§ 2, 4.): 


yp(f(t),C)= Dre, (f(r), y,) = - 2 C, (L1G, Pry Y,) 880 fas (Pay); 
A ue 
= -Jie, (2 sgn A fi.) (t, p,,) * 88M fray,n 41 (T, Piy)) 


| 
~My >t 


C, (x sgn A hay (t, Piy)) == 2 C,° x (hay, a(y)) 
resp. fiir n = 1: 


y(f(t), C) = — a (LiF), Pip? y,) sgn f,(t, Pay) 


my 
a 
=+J'c, (2 (w(K, Pin,2) — Ww (Ka, Piy,1))) 
A 
- 
—_ 
Aa 


° 


¢, w(K,,), O(y,)). 
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Dabei durchlauft p,, jeweils die auf y, gelegenen Nullstellen von | (tr). 

2. z sei ein fester n-Zyklus, f und /* zwei auf z definite Felder im RY. 

Definition 4. { und {* heiBen beziiglich z homotop'®), wenn sie sich so in 
eine Feldschar f(t) einbetten lassen: f = f (0), f*= f (1), daB f(t) firO<t< 1 
auf z definit ist. 

Deformationssatz. 

Sind zwei Felder f und f* auf Z homotop, so haben sie beziiglich z dieselbe 
Charakteristik. 

Beweis. Der Satz ist richtig fiir die Dimension n = 0, denn dann besteht 
ein Zyklus aus einer algebraischen Summe von Punkten des R* ; in jedem von 
diesen wird f(t) ein Polynom in ¢, das fiir 0 <7 <1 nicht verschwindet, also 
nach dem Nullstellensatz von BoLZANO-WEIERSTRASS sein Vorzeichen beibehalt. 

Der Satz sei schon bewiesen fiir die Dimension n — 1. Wir betrachten 
zuerst den Fall n=>2. f(t) sei eine Schar, so daB f (0) =f, f (1) = f* und f(r) 
fir 0<t<1 auf z definit ist. Nach Satz 5 (§3, 4.) und dem 2. Approxi- 
mationssatz (§ 3, 6.) gibt es eine Normalschar /’(t), welche fiir t= 0 und t= 1 
mit der urspriinglichen Schar charakteristikgleich und fiir O0<1t< 1 auf z 
ebenfalls definit ist. Es geniigt deshalb, zu beweisen: Ist f(t) eine Normal- 
schar bzw. z und f(t) fir OS t<1 auf Zz definit, so ist y(f(0)) = x(f(1)). 
Dies ergibt sich folgendermaBen. Seien 1;(j = 1,...,q) die endlich vielen 
Punkte des Intervalls 0 <1 < 1, fiir welche f(z,;) nicht normal beziiglich z 
ist. Fiir jedes j ist f(z;) auf z definit, besitzt also nach dem 1. Approximations- 


» 


satz (§ 3, 4.) eine y-Umgebung U (f (r,;)). Da f(t) als variabler Punkt im Feld- 


raum stetig von ¢t abhingt, gibt es ein 6 >0 aus 2, so daB fiir |t — 1;|< 6: 
f(r) CU(f (t)) G=1,...,q). Wir nehmen aus dem Parameterintervall 
0=<t<1 die Teilintervalle |r —1,;|< 6, in welchem j;(f(t),z) konstant 


bleibt, heraus. 

Sei 7,;<1< T, irgendeines der iibrigbleibenden Intervalle. Nach dem 
Reduktionssatz bilden wir zu f(t) die n-dimensionalen Scharen fa (). Fiir 
T,s t= T, ist f(t) Normalfeld, also hey (t) auf d(y,) definit; folglich sind 
hay (Ty) und fay(T'2) beziiglich @(y,) homotop. Aus der Induktionsvoraus- 
setzung und dem Reduktionssatz folgt also nach Division durch 2: x (f (7), 2) 

x7 ({(T.), z). Zusammensetzung aller Teilintervalle ergibt die Behauptung. 

Im Fall n 1 gehen wir zunichst wieder zu einer fir 0<1t< 1 defi- 
niten Normalschar f(t) iiber und bilden zu ihr nach dem Reduktionssatz die 
Scharketten K,,)(¢). Ist p einer der beiden Punkte, aus denen @ (y,) besteht, 
so geht K,,(t) in p tiber in eine Polynomkette in der Variablen ¢ iiber 2. 
Die Vorzeichenfunktion w(K,,)(t), p) kann sich nur an denjenigen Parameter- 
stellen ¢ = 0; andern, wo eines der nicht identisch verschwindenden Polynome 
dieser Kette das Vorzeichen wechselt. Man wiederhole diese Uberlegung fiir 
alle Ketten K,, (t) auf @(y,) und numeriere alle so erhaltenen singularen 
Parameterstellen durchlaufend: 0,,..., O,. Jetzt bestimme man wie oben 





'%) Genauer: Die Abbildungen / und /* von z sind homotop in S" + !— 0 (S" 
Bildraum, 0 sein Ursprung). 
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die Parameterwerte t,, . . ., T,, in denen f (t) nicht normai beziiglich z ist, und 
fiige zu ihnen noch die Werte 0,, ..., O, hinzu®®). Von hier an geht der Be- 
weis wie oben, indem man auf die iibrigbleibenden Intervalle den Reduktions- 
satz anwendet. 

3. Im folgenden bedienen wir uns der vektoriellen Schreibweise. Da sich 
ein Feld als variabler Vektor auffassen laBt, ist klar, was man unter der line- 
aren Verbindung und dem inneren Produkt zweier Felder zu verstehen hat. 
f und f* bedeuten immer (n + 1)-dimensionale Felder, z einen n-Zyklus. 

Aus dem Deformationssatz ergeben sich ohne weiteres in bekannter Weise 
die grundlegenden Satze der Abbildungstheorie fiir Polynomabbildungen”*). 

Satz 8 (Satz von Porcar&é-Bont). 

f und {* seien auf z definit und in keinem Punkt von z entgegengesetzt ge- 
richtet. Dann ist x(f,z) = x(f*, 2). 

Beweis. Wir bilden die Schar f(t) = (1—t#)f+tf*. Es ist f(0) =f, 
f(1) =/*. Fir jedes t mit 0< 1 < 1 ist f(t) auf z definit, denn nach Vor- 
aussetzung kann in keinem Punkt von 2: t- f* = — (1 — t)f sein. Also sind 
f und f* beziiglich z homotop, und die Behauptung folgt aus dem Deformations- 
satz. 

Als Anwendungen von Satz 8 beweisen wir nun die Higenschaften C, und C, 
fiir die Dimension n + 1 (cf. § 2, 2.). 

Beweis von C,. Ware in einem Punkt von z f* = 0 oder f und f* entgegen- 
gesetzt gerichtet, d.h. f*= —2-f(A€ 2,420), so wire in diesem Punkt 
das innere Produkt (f* — f, f*— f) = (1 + A)®- (f, f) = (f, f), entgegen der Vor- 
aussetzung. — Nun wende man Satz 8 an. 

Beweis von C,. Die Felder f’= (sgn p-f,, fe,.--,fn41) und f*=(o-f,, 
fe,-.+,fn+,) Sind auf z definit und in keinem Punkt von z entgegengesetzt 
gerichtet. Nach dem Transformationssatz (§ 2, 8., Satz 3), angewandt auf die 
sehr spezielle Transformation {+ /’ und Satz 8 folgt also 


zx (fz) = sgn p- x(f’,z) = sgn p- x(f*, 2), q.e.d. 


4. Es bleibt noch C, nachzuweisen. C, ist, wie wir unten sehen werden, 
aquivalent mit 


Satz 9 (Kroneckerscher Abbildungssatz). 


Ist C eine (n + 1)-Kette im RX, f ein (n + 1)-dimensionales, auf C definites 
Feld, so ist ¥(f, (C)) = 0. 
l l 

Beweis. Sei C = 3’ c,y,, also @(C) = Dd &° O(y,) (e,+ 9, i ae 
A=1 i=1 
l 

Dann ist wegen A, (§ 2, 5.): x(f, 2(C)) = D ¢,: x(f, 2 (y,)). Es geniigt des- 
i=l 


halb, Satz 9 fiir Simplices C = y zu beweisen. 
*°) Man iiberlegt sich iibrigens leicht, daB die r; schon unter den @, vorkommen. 


*1) Vgl. im folgenden: P. ALExaNnpRoFF-H. Horr: Topologie (Grundlehren XLV, 1935), 
Kap. XII (459—493). 
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f sei also auf ¥ definit und p sei ein beliebiger Punkt im Innern von ¥. 
y, entstehe aus y durch Ahnlichkeitstransformation mit dem Zentrum p und 
dem Ahnlichkeitsverhiltnis 6. 
Ist f,+ 0 das konstante Feld, das im Punkte p mit f zusammenfillt, so 
ist fiir einen beliebigen n-Zyklus z: 7 (f/,,z) = 0. Wahlt man nun 6 > 0 aus 2 
so klein, daB in y,: (f — fo. f — fo) < (fo. fo) bleibt, so folgt aus C,: x (f, 2(y,) 
(fo: 9 (ys)) = 9. “ 
Wir betrachten jetzt folgende Schar von Ahnlichkeitsabbildungen im R*: 
a(t): 23 = x, + (l1— 6)t- (p; — z,) ee Oey N). 


«(0) ist die Identitat, «(1) fiihrt y in y,, 0(y) in 0(y,) tiber. Das Feld f ist 
fir 0<1t< 1 auf «(r) (A(y)) c y definit, also ist die Feldschar g(t) = fo«(t) 
fiir 0<1<1 auf 0(y) definit. Also gilt nach A, (§ 2, 2.) und dem Deformations- 
satz: 
x(f, O(y)) = x(f, «(0) (0(y))) = x (fou (0), A(y)) 
z(fou(l), A(y)) = x(f, «(1) A(y))) = x(f, Aly) =9, qed. 
Beweis von C,. Die Voraussetzung z,~ z, (bzw. J] — YB) bedeutet nach 
§ 1, 5. die Existenz einer (n + 1)-Kette C’ einer gemeinsamen Triangulation K’ 
von JT, Z, und z,, so da f auf C’ definit ist und fiir die durch K’ bewirkten 
Unterteilungen z; , z von z, und z,: z; — 23 = 0(C’) gilt. Aus A,, A, (§ 2, 2.) 
folgt dann nach Satz 9: 


“Cf, 22) — xf, 4) = xf) — x0 21) 
= x(f, 2 — 21) = x(f, 9 (C’)) = 9, q. e. d. 

Damit haben wir alle Eigenschaften von Indikator und Charakteristik fiir 
die Dimension + 1 nachgewiesen, so daB sich nun tatsiichlich alle einge- 
fiihrten Begriffe und deren Eigenschaften rekursiv definieren und beweisen 
lassen. 

§ 5. Einige Anwendungen. 

1. Der Abbildungsgrad. 


Wir lassen im folgenden die Deutung eines Systems f = (/,,..., f,) von 7 
Polynomen in N Variablen mit Koeffizienten aus dem reell-abgeschlossenen 
Koérper als Abbildung des RX in einen S" in den Vordergrund treten. Ist 
C = 3’ c,y, eine Kette im R*, so verstehen wir unter ihrem Bild {(C) die 


4 


singulare Kette®*) ¥° c,f(y,) im S". 
i 


Besitzt f auf der n-Kette C = >» ey, nur einfache Nullstellen, von denen 


keine auf einem der Rander d(y,) liegt, so heiBe die Summe 

2 c, sgn A hy, (Piy)> 
erstreckt iiber die Nullstellen von f auf C, die algebraische Anzahl der Null- 
stellen von f beziiglich C. Aus den Satzen 2 und 1 (§ 2, 4.) folgt, daB diese Zahl 
gleich der Charakteristik y(f, 2 (C)) von f beziiglich des Randes 2 (C) ist. 


**) SEIFERT-THRELFALL: Lehrbuch der Topologie (1934), § 25, 26. 
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Ist F ein allgemeines n-dimensionales Feld, so laBt sich leicht ein nicht- 
verschwindendes Polynom ¥Y(v) in den unbestimmten Koeffizienten v des 
Feldes angeben, dessen Nichtverschwinden bei Spezialisierung der v hin- 
reichend ist dafiir, daB das spezialisierte Feld auf C die beiden obigen Forde- 
rungen erfiillt®*). Nach § 3, 2., Hilfssatz 3 gibt es deshalb in jeder Umgebung 
eines vorgelegten Feldes f ein Feld, das diese Forderungen erfiillt. 

Ist nun f ein beliebiges, auf 9(C) definites Feld und U,(f) eine y-Umgebung 
von f beziiglich 0 (C) (§3, 4., Satz 4, eine Dimension tiefer angewandt), so 
definieren wir: 

Definition 5. 

Unter dem lokalen Grad von f (C) im Nullpunkt verstehen wir die algebraische 
Anzahl der Nullstellen einer solchen y-Approximation f’ von f, die auf C nur 





einfache Nullstellen besitzt, von denen keine auf einem der Simplices 0(y,) des 
(n — 1)-dimensionalen Geriistes von | C | liegt. 

Dadurch ist der lokale Grad fiir alle singuliren Simplices f (C), fiir die 
f (2 (C)) den Nullpunkt nicht enthalt, eindeutig definiert, und es gilt 

Satz 10. Der lokale Grad von f(C) im Nullpunkt ist gleich der Charakte- 
ristik ¥(f, @(C)) von f beziiglich des Randes 0(C). 

2. Mit Hilfe der in § 4 entwickelten Satze lassen sich in bekannter Weise 
lokale topologische Eigenschaften von Polynomabbildungen entwickeln. Wir 
wollen als Beispiel die Gebietsinvarianz bei Polynomabbildungen beweisen. 
Als Operationsgebiet wahlen wir ein orientiertes Simplex y". Da dieses bei 
den folgenden Betrachtungen nicht verlassen wird, bedeutet es keine Ein- 
schrinkung der Allgemeinheit, wenn wir die Dimension des einbettenden 
Raums R* ebenfalls gleich n wihlen. f bedeute also von nun an ein n-dimen- 
sionales Polynomfeld in n Variablen mit Koeffizienten aus 2; es definiert eine 
Abbildung des R” in einen R”. 

Lemma. Ist j(f, p, y) definiert und +0, so gibt es zu jeder e-Umgebung 
y,(p)**) eine 6-Umgebung y,(f (p)), welche in f (y,(p)) enthalten ist. 

Das Lemma besagt, daB unter der gemachten Voraussetzung f in p um- 
gebungstreu ist. 

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen 
f (p) = 0. e& sei zum vornherein so klein, da’ f in y, auBer p keine weitere 
Nullstelle besitzt. Es ist dann y(f,2(y,))=7(f, p, y) +90. Sei d eine posi- 


tive untere Schranke fiir (f, /) auf 0(y,) (vgl. Anm. *5)) und é€ Qmit0< d< d. 
Ist nun f,C y,(0), so gilt auf O(y,): (fo, fo) <(f,f). Nach dem Satz von 
Rovcut ist also 
x(f — fo, 2 (y.)) = x(f, 2 (y,)) + 9- 

Das Feld f — f, besitzt also nach dem Satz von KRONECKER in ¥, eine Null- 
stelle g, d. h. es gilt f(g) = fo(q) = fo, gq. e. d. 

*8) Man wiahle fiir y(v) das Produkt.der Diskriminanten der Felder Fy, und der Re- 
sultanten der Felder Py, 

**) Unter y, (p) verstehen wir im folgenden ein orientiertes reguléres Simplex mit dem 
Mittelpunkt p und dem Umkugelradius 9, wahrend U, (p) die Vollkugel um p vom Radius 9 
bedeutet. 
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Satz 11. Ist f in der Umgebung U,(p) eines Punktes p des R" umkehrbar 
eindeutig, so enthilt f (U,(p)) eine Umgebung U,(f (p)) des Bildpunktes. 

Wir fiihren den Beweis in 2 Schritten. r bezeichne den Rang der Funktional- 
matrix des Polynomsystems f. 

a) Hilfssatz 1. Ist r< n, so ist die Abbildung f in keiner Umgebung U,(p) 
eines beliebigen Punktes p des R" umkehrbar eindeutig. 

Beweis. Man kann die Indices so permutieren, daB f,(x),..., f,(z) alge- 
braisch unabhingig iiber 2 sind. f,{x) hingt dann fiir s > r algebraisch von 
ihnen ab, es gibt also ein normiertes irreduzibles Polynom F, (z) = zs + 
Coy (f(z), ~~~, fp(x)) 2-1 + ++ 4 Com (f,(2),.- +» f,(x)) mit Koeffizienten aus 
22 (f(x), ..-,f,(x)) und F,(f,(2)) = 0. Da es in jeder Umgebung von p nach 
§ 3, 2., Hilfssatz 3 einen Punkt p’ gibt, in dem die Funktionaldeterminante 

8 (fis - - +» fr) 
O (24,5 - - «2» Zp) 
Coe (f(z), ---) (8 =r +1,...,2; k=1,...,m,) sinnlos wird, kann man an- 
nehmen, daB dies schon im Punkt p der Fall ist; weiter kann man f(p) = 0 
als Nullpunkt im R” annehmen. Wir halten nun s fest, etwa s = r + 1, und 
operieren in den Teilraumen R’’*! und R” des R”, die durch die Gleichungen 


nicht verschwindet und in dem keine der rationalen Funktionen 


R’rti- Nese = °° == 0 
R° imu = °° = = 0 
definiert sind. Ist 7 = (7, ..-, Mp,,) C R”*!, sosetzen wir 7 = (m,,.--, Nr) CR”. 
Sei nun H die durch die Gleichung (m,,, = m) 
Ns + Coats (Ms - + +> Ne) Mey + °° * + Cease (hs - + +> Me) =O 
definierte Hyperflache in R’*! und 0, qg,, . . ., g, ihre (endlich vielen) Schnitt- 
punkte mit der Geraden 7,= --- = y,= 0. Dann gibt es, wie leicht zu sehen, 


zu jedem 4, ein 6,> 0 aus 2, so daB aus 7 C H und 7 C U, (0) folgt 
nC U4 (q)-. 

Zu 6, gibt es weiter ein 4,> 0, so daB aus §C U, (p) folgt / (é) = (f,(&),..-; 
f-(€)) C U,,(0). Da dann aber die ganze Strecke p & in U, (p) liegt, mu8 ihr 
Bild bei der Abbildung /’ = (f,, . . -, f,,,) ganz in U, (0) verlaufen, falls nur 6, 
so klein gewahlt wird, daB die U, (q,) disjunkt sind. Also ist dann auch 
f’(€) CU, (0). Ist nun /(€) = 0, so muB f,,,(&) = 0 sein, da g,,...,q alle 
auBerhalb U, (0) liegen. 

Macht man dies fiir alle s, so folgt schlieBlich: es gibt eine U,(p), so dab 
aus €C U,(p) und f (é) = f(p) folgt f(€) = f (p). 

Wir betrachten nun das r-dimensionale Feld / in der Umgebung des Punktes 
p =(pP,,---,P,)- Durch eine geeignete nichtausgeartete lineare Transfor- 





mation im Bildraum erreicht man, daB die Entwicklung von f= aof nach 
Potenzen von 2;— p; die Gestalt 
a n 
f= (a — Pd)+ Lo Ms (ty — Ps) + Ms (}=1,...,7) 
j=r+1 
annimmt, wo die r;; nur mindestens quadratische Glieder in den 2;— p, ent- 
halten (cf. § 2, 4., Beweis von Satz 2). 
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Sei nun C’ die Grundkette*) einer Triangulation des Quaders C’ des R", 
der durch die Gleichungen 
p,—OS§<7,+6 (¢=1,...,7r) 
E;= p+ & (@=r+1,...,n) 


definiert ist, wo d wie oben, aber auBerdem so klein gewahlt ist, daB C’ C U,(p 
(d. h. d < 1) und daB auf 6(C’): 





ps (fj , (2x; Pi)? < 6 Ss PH (x; = p;)* 


i 1 i 1 


gilt. Dann ist nach dem Satz von Rovcué und der Normierungseigenschaft 
x(f, (©) = x (ec — Pe, @(C)) = 1, 


also besitzt j auf C nach dem KronecKErschen Abbildungssatz eine Null- 
stelle &. Wegen r < n ist aber pd C, also E+ p. & ist auch Nullstelle von 
f und liegt in U,(p), also ist auch f(&) = f(p) = 0. Da 6 beliebig klein ge- 
wahlt werden kann, folgt die Behauptung von Hilfssatz 1. 

b) Hilfssatz 2. Ist r=n und f(p) = 0, aber der Index j (f, p, y) nicht 
definiert oder + + 1, so ist die Abbildung f in keiner Umgebung von p umkehrbar 
eindeutig. 

Beweis. Ist j (f, p, y) nicht definiert, so gibt es in jeder Umgebung von p 
eine von p verschiedene Nullstelle des Feldes f, womit dieser Fall erledigt ist. — 
Nun sei j (/, p, y) definiert, aber + + 1; y,(p) sei so klein, daB f auf y,— p 
definit ist. d sei eine positive untere Schranke fir (f, f) auf A(y,). Ist nun 
q< y,(p) beliebig mit (f(g), f(¢g))< d und A f,(q) +0 (§3, 2., Hilfssatz 3; 


wegen r = n verschwindet Af, nicht identisch), und ist f(¢) = fy gesetzt, so 


ist =x (f — fo O(y.)) = x0, Oy.) =F Py) + +1, aber 7 (f — fog, y,) 
sgn A f,(q) = + 1, also kann q nicht die einzige in ¥, liegende Nullstelle 
des Feldes f — f, sein. Da e beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die 





Behauptung von Hilfssatz 2. 

Aus den beiden Hilfssitzen folgt: Ist f in der Umgebung U, (p) einer Null- 
stelle p umkehrbar eindeutig, so ist j(f, p, y) definiert und gleich + 1. 

Damit ist Satz 11 auf das vorangehende Lemma zuriickgefiihrt. 

Satz 11 enthilt den Satz von der Gebietsinvarianz fiir Polynomabbil- 
dungen f: Ist f auf einem Gebiet G umkehrbar eindeutig, so ist f(@) wieder 
ein Gebiet. 

Denn aus pC G folgt fiir geniigend kleines e: y,(p) C G; nach Satz 11 gibt 
es ein 6, so daB y,(f(p)) C f(y,(p)) Cf(@). DaB der Zusammenhang von @ 
bei f nicht zerstért wird, ist unmittelbar einzusehen. 

*5) Dies ist die Kette, gebildet aus den ,,koharent orientierten“‘ Simplices der Trian- 


gulation, jedes mit dem Koeffizienten 1. 2(C*’) ist dann der mengentheoretische Rand 
von C’, 
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Water Hasicur: 


3..Zum SchluB wollen wir als Beispiel einer globalen Anwendung den in 
der Einleitung erwahnten Satz von Porncaré-BrouweERr iiber Tangential- 
felder auf Sphiren beweisen. 
Im R**! sei eine n-Sphiire gegeben durch die Gleichung 
n+1 
(12) (2, x)= J z?= 0; 
i=1 
weiter sei f ein Polynomfeld im R"*!, das in allen Punkten der Sphire an 
diese tangential ist, d. h. daselbst die Bedingung 


(13) (f,z)= D f,2,=0 


erfillt. Sei nun o die stereographische Projektion der Sphire in die Aquator- 


hyperebene R", die durch die Gleichung z, ,,= 0 gegeben ist: 


xj PF , 
“, = v — 
. 1 — Inui 
n 2 
(14) é z ul 
z.= “uj ° 1 : i=1 
i ae (0 gece, @)s Bear “ge 
Zz ut+i 2 u+i 
i=1 i=1 


Wir betrachten nun im R" das n-dimensionale Feld g, dessen Komponenten 
gegeben sind durch 


(15) 9; (u) = f,(o"* (u) + u; f,., (04 (u)) Ge 3501.58). 
Es ist klar, daB jede Nullstelle & +(0,...,0, 1) des Feldes f auf der Sphire 
vermége o in eine Nullstelle w des Feldes g im R" iibergeht. Aber auch die 
Umkehrung ist richtig: jeder Nullstelle von g im R" entspricht vermége o™! 
eine Nullstelle von f auf der Sphire. Denn aus g(m) =0 folgt fiir & = 071 (qm): 
(l — &,43) £:(E) + €e° fanaa l€) = 0 Tae © 
Multipliziert man die i-te dieser Gleichungen mit £; und addiert, so erhilt 
man wegen (12) und (13): 
(En 4 ae En41) fags + (1 — & + ) fnoi= (l — Ent) faai= 0, 


woraus wegen | — &,,, >0: f/,,,= 0 und daraus weiter /; = 0 fiir alle i. 
Das Feld g(u) ist kein Polynomfeld; man kann es aber durch Multipli- 
kation mit einem in den u definiten Faktor c”, wo 


(16) c= Yuj+l 
i=1 


und m eine geniigend groBe natiirliche Zahl ist, in ein solches verwandeln. 
Wir setzen also 


(17) h;(u) = c™ g;(u) (¢=1,...,%); 


dann hat das Polynomfeld A(u) im R* genau die gleichen Nullstellen wie 
das Feld g(u). 


Nach dieser Vorbereitung beweisen wir nun 








Uber Polynomabbildungen. 


Satz 12 (Satz von Pomncart£-Brouwer). 

Ist f ein Tangentialfeld an die n-Sphéire (12) und n gerade, so besitzt f auf 
der Sphire eine Nullstelle &. 

Beweis. Wir kénnen voraussetzen, daB der ,,Nordpol (0,...,0,1) der 
Sphire nicht Nullstelle von f ist. /,,, verschwindet im Nordpol; nach Aus- 
iibung einer geeigneten Ahnlichkeitstransformation auf die f,,..., f, und der 
kontragredienten Transformation auf z,,..., zx, unter Festhaltung von f,,, 
und 2, ,,, die wir uns zum vornherein ausgefiihrt denken, kann man weiterhin 
voraussetzen, daB das Feld im Nordpol die Gestalt 

fi=1, f= 0 (§=2,...,%+ 1) 
annimmt. Wir bilden nun zu / wie oben das Feld h(u) im R"; nach dem oben 
Gesagten geniigt es zu beweisen, daB h (uw) fiir gerades n eine Nullstelle besitzt. 

Dazu entwickeln wir f im Nordpol nach Potenzen von 2,,..., 2, %,41— 1: 


f(z) =1 (mod. (2, ..-, 2» (%~41— 1))) 


f(x) =0 (mod. (Ws 5:0. +» Mus (Mera 1))) 
(¢=2,...,%) 
fn+1(%) == 2, (mod. (2, sere Um, (Zn 41 — 1))). 


Hieraus ergibt sich unter Beniitzung von (14), (15), (16) und (17) 
h(u) = hu) + r(u), 


Uy um 1 
p(w) = em-ora(,..., 2), 
hi(u) = c™—*+ (— wit wht +++ + up), 
hj(u) = — e™—* + (2 uu) (§=2,...,8). 


Dabei bedeutet r ein Polynomfeld in den wu, s ein solches in der angegebenen 
Variablenreihe, und zwar mit lim c> s = 0. Nun ist 


(h(u), h(u)) = 2™— (¢ — 1)? 
und deshalb in allen Punkten des Randes @(y) eines geniigend groBen n-Sim- 
plexes y im R" 
(r, r)< (h®, h®); 
nach dem Satz von Rovcut ist also 


x (h, O(y)) = x(h°, A(y)). 
Die letztgenannte Charakteristik ist bis aufs Vorzeichen gleich derjenigen des 
quadratischen Feldes k°, dessen Komponenten durch 


0 2 2 2 
= — 4 a | 
k Us us + the, 
ki =2u;,u, (¢=2,...,m) 


gegeben sind. 
7 (k®, @(y)) ist nun aber sehr leicht zu bestimmen. Uben wir zunichst im 
R* die Koordinatentransformation 
Un+ Uy, = v, 
Un— Uy = Vp 


u;,= v; 
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aus, so driickt sich k® in den neuen Koordinaten folgendermaBen aus: 


a a a ee on ie ale 
ky = 0, 0,+ v5 v; 
(18) ki = (v, — Ve) % 51 (¢=2,...,”-—1) 
0 aio 2 
k, =, (v, — v,): 
Ist weiter y"~'= (a,,..., 4,) das orientierte (n — 1)-Simplex, dessen Kanten- 
vektoren a,a,,..., @,a, die letzten n — 1 Grundvektoren und dessen Ecke a, 


der Nullpunkt des Koordinatensystems ist, so nehmen wir in seinem Innern 
irgendeinen Punkt p, verschieben y"~! zuerstin seiner Hyperebene so, daB 
p in den Nullpunkt riickt, und verschieben es dann noch parallel zur v,-Axe 
um den Betrag | einmal in der einen, das andere Mal in der entgegengesetzten 
Richtung. Bezeichnen wir die beiden so erhaltenen orientierten Simplices 
mit yf ~* bzw. y"{', so schneidet die v,-Axe diese in je einem Punkt p, bzw. 
p_,, und aus der Normierungseigenschaft B (§2, 2.) folgt fiir das Feld 
© = (v,,...; v,) sofort 
(19) 10, r, ¥—") = x, py, 9"7') = 1. 
Man konstruiere nun im R* ein Prisma /7 mit der ,,Grundfliche“ y"{* und 
der ,,Deckflache“ y’\ ' Man kann dann leicht eine Triangulation |C| von [7 
mit der Grundkette C angeben, so daB y{~', y"{' in 2(C) mit den Koeffi- 
zienten | und — | auftreten. 

Nun ist aber 0 die einzige Nullstelle von k® und @(y) ~ @(C) (bzw. R"— 0), 
also nach C, (Satz von BoLZANO-KRONECKER): 

x (k®, 8(y)) = x(k, 8(C)) = F(R, py, ya") — F(R. rm, ye"); 

denn die einzigen Nullstellen von k° auf 2(C), an denen ky, positiv ist, sind p_, 
und p,; die Charakteristik ist aber die negative Summe der Indices von ke 
an den Nullstellen, an denen kj, positiv ist. Nun lautet aber die Entwicklung 
von k® im Punkte p,= (1,0,..., 90): 





= 
Ill 
e 


(mod. (v,,..., Un)*) 


und im Punkte p_,= (— 1, 0,..., 0): 


k° = — (mod. (v,,..-, v,)*), 
woraus nach dem Satz von Roucn#, dem Transformationssatz A, und (19) folgt 
j(k°, Pia. ¥1 ') , j (k°, yA V ')=7(-—%, pia, yt ') —7(v, P,, y ') 

af 2-21. 
Ist nun n gerade, so folgt also 
x (h, O(y)) = %(h°, a(y)) = — 7(R, O(y)) = 2; 


nach dem KroneckeErRschen Abbildungssatz hat also h im R” mindestens eine 
Nullstelle, womit der Beweis fertig ist. 


( Eingegangen am 15. Januar 1953.) 
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Uber den Zusammenhang der E1senstewschen Reihen 
und Thetareihen mit der Diskriminante der elliptischen 
Funktionen. 


Von 
Bruno SCHOENEBERG in Hamburg. 


Die von E. Hecke begriindete Theorie der E1sensternschen Reihen 
héherer Stufe') und seine Neubegriindung und Erweiterung der Theorie der 
bindéren Thetareihen*), die sich fiir die Weiterentwicklung der elliptischen 
Modulfunktionen als unentbehrlich erwiesen haben, sollen im folgenden auf 
einige spezielle Fragen angewandt werden. Ich werde zeigen, wie man mit 
Hilfe der EisenstTEtNschen Reihen die Hauptfunktionen zu Kongruenz- 
gruppen des Geschlechts p = 0, wenn die Anzahl der Spitzen des Fundamental- 
bereichs mindestens drei ist, konstruieren und wie man durch sie die Funk- 


tionen A,(t) = VA(z), A| 12, ausdriicken kann (§1). AuBerdem werde ich 
einen Zusammenhang zwischen den E1sENsTEINschen Reihen beliebiger fester 
Stufe, aber verschiedener Dimensionen aufzeigen. In § 2 gebe ich eine Dar- 
stellung der Funktionen 4,(r) durch die verallgemeinerten biniren Theta- 
reihen, die zwar im wesentlichen bekannt ist, hier aber in einer invarianten 
Form erscheint, aus der man fiir 4 > 2 das Eulerprodukt der zugeordneten 
Dirichlet-Reihen und eine Abschatzung ihrer Koeffizienten abliest. In §3 
zeige ich einen Zusammenhang der Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen 
Zahl als Summe von 2k Quadraten mit den E1senstetnschen Reihen und 
den Funktionen A, (r). 


§$ 1. Die Darstellung der Hauptfunktionen und der Funktionen 4,(r) durch die 
Ersensternschen Reihen. 


Ich stelle zunachst die fiir das Folgende wichtigsten Eigenschaften der 
EIsENSTEINschen Reihen der Stufe N und der Dimension —k=—1 zu- 
sammen. 

Sie sind fiir k > 3 ganze Modulformen der Dimension — k zur Kongruenz- 
gruppe /"(N). 

Die durch sie erzeugte homogene lineare Schar hat bei N = 3 den Rang 
a(N), wo o(N) die Anzahl der Spitzen des Fundamentalbereichs von /'(N) 
bedeutet, und enthalt genau ein Element, das in einer beliebig vorgegebenen 
Spitze einen vorgegebenen, von Null verschiedenen Wert annimmt und in den 
iibrigen Spitzen Null ist. 


1) E. ‘Heck E, Theorie der E1senstetnschen Reihen héherer Stufe und ihre Anwendung 
auf Funktionentheorie und Arithmetik, Abh. Math. Sem. Uniy. Hamburg 5 (1927). 
*) E. Hecke, Zur Theorie der elliptischen Modulfunktioren, Math. Ann. 97 (1926). 
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Bei N = 2 gilt der entsprechende Satz nur, wenn k = 0 (mod 2) ist. 

Bei k = 2 gilt der Satz auch. Nur sind dann die E1sensterschen Reihen 
keine analytischen Funktionen. Ihre lineare Schar enthalt aber eine Teil- 
schar analytischer Funktionen vom Range o(N)— 1. Diese ist identisch mit 
der Schar der 6-Teilwerte der Stufe N. 


Fir k = 1 sind die E1sensternschen Reihen wieder analytische Funktionen. 
Der Rang ihrer Schar ist bei N > 2 gleich 1/2 ¢(N). 

Ist /',(N) eine beliebige Kongruenzgruppe der Stufe N und k = 0 (mod 2), 
so hat die Teilschar derjenigen Funktionen aus der Schar der EISENSTEIN- 
schen Reihen dieser Stufe, die bei den Substitutionen aus /’,(N) invariant 
sind, den Rang o,(N), wo o,(N) die Anzahl der Spitzen des Fundamental- 
bereichs von /’,(N) ist. Der Rang der analytischen Funktionen ist fiir k = 2 
gleich o,(N)— 1. 

Wir bezeichnen die analytischen Elemente der durch die EIs—NsTEINschen 
Reihen der Stufe N und der Dimension — k erzeugten linearen Schar, soweit 
sie schon zur Kongruenzgruppe /", (NV) der Stufe N gehéren, mit G(r; [’, (N)—k) 
und die Spitzen des Fundamentalbereichs von [',(N) mit S,, ..., S,y)- 
Untere Indizes an G(r; [,(N)—k) sollen bedeuten, daB die Funktion in den 
Spitzen mit diesen Indizes von Null verschieden, in den iibrigen Spitzen 
gleich Null ist, und obere Indizes, daB die Funktion in den zugehérigen Spitzen 
gleich Null ist. 


Ich zeige zunichst: Zu jeder Kongruenzgruppe /’,(N) mit einem Funda- 
mentalbereich des Geschlechts p = 0 und der Spitzenanzahl o,(N) = 3 laBt 
sich die Hauptfunktion als Quotient von Linearkombinationen der 6-Teil- 
werte der Stufe N ausdriicken. 

Die Anzahl der Nullstellen einer ganzen Modulform der Dimension — 2 
zu /’,(N) ist namlich nach bekannten Satzen gleich o,(N)—2 + 1/2 e, + 2/3e,, 
wo e, die Anzahl der nach /"(1) mit « aquivalenten Ecken {i} des Fundamental- 
bereiches und e, die Anzahl der nach /'(1) mit 9 aquivalenten Ecken {0} be- 
deuten. Alle ganzen Modulformen der Dimension — 2 haben in den Ecken {7} 
eine feste Nullstelle der Ordnung 1/2 und in den Ecken {9} eine solche der 
Ordnung 2/3. Nun gibt es eine Linearkombination von 6-Teilwerten, G,, (Tt; 
I,(N),— 2), die in den beiden beliebig vorgegebenen Spitzen S, , 8, von Null 
verschieden, in den iibrigen Spitzen gleich Null ist. In den Ecken {i} ver- 
schwindet sie in der Ordnung 1/2, in den Ecken {0} in der Ordnung 2/3. In 
den iibrigen Punkten des Fundamentalbereichs ist sie nach dem zitierten 
Satz iiber die Anzahl der Nullstellen von Null verschieden. Bilden wir ent- 
sprechend G,,(r; /',(N), — 2), so ist 
G,,(t; I'(N), — 2) 

Gya(ts P(N), — 2) 
eine im Fundamentalbereich einwertige Funktion, die in S, einen Pol und in 
S, eine Nullstelle hat. 

Dieses Verfahren zur Konstruktion von Funktionen mit gewissen Eigen- 

schaften ist auch fiir die Untersuchung der elliptischen Funktionenkérper, 





(1) F(t) = 
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die zu Kongruenzgruppen des Geschlechts p= 1 gehéren, brauchbar, wenn 
man noch das Differential 1, Gattung heranzieht. 

Hecke hat fiir die Hauptfunktion zu einer Kongruenzgruppe /,(N) mit 
p=0 eine Hauptfunktion mit Hilfe der 6-Teilwerte angegeben, die fir 
o,(N) = 2 gilt, aber tiefer liegende Eigenschaften der 6-Teilwerte benutzt*). 

Die Darstellung der Funktionen 4,(t) durch die E1sensternschen Reihen 
wird gegeben durch: 

A,(t) = G,,(t; (2), — 2) Gog(t; (2), — 2) Gy,(t; F'(2), — 2) 

= G,(t; I'(2), — 4) G(r; I'(2), — 2), 
(2) A(t) = Gy9(t; 1°(3), — 2) @ay(t; (3), — 2) = G(r; F'(3),—3) @ (x; (3), —1), 

A,(t) = G(r; P'(4), — 1) (x; (4), — 1) G(x; F'(4),— 1). 

Die Produkte der Funktionen auf der rechten Seite sind nach ihrer Kon- 
struktion Spitzenformen der Stufe 4. Ihre j-ten Potenzen verschwinden, 
gemessen in /"(A), in der Ordnung A, sind aber, da es jeweils nur eine solche 
Modulform gibt, bei Normierung durch einen passenden Faktor gleich A (r). 
Zur Herleitung von (2) wurde nicht benutzt, daB A,(r) fiir 21> 1 bei den Sub- 
stitutionen aus /"(A) invariant ist. 

Die angegebenen Konstruktionen von 4,(t) sind ebenso wie die Kon- 
struktion der Hauptfunktion bei p = 0 auf mehrere Weisen méglich und fiihren 
dadurch auf Relationen héheren Grades zwischen EIsENSTEINschen Reihen. 

Es sei noch auf einen allgemeinen Zusammenhang zwischen EISENSTEIN- 
schen Reihen verschiedener Dimensionen bei beliebiger Stufe N hingewiesen. 


Er folgt aus der Differentialgleichung der 6-Funktion: 
6'(2; @ , We)? = 4.6(z; @, , @a)>— gq(@, , Wg) (2; @ , yg) — Jg(@, » Wg) 
durch wiederholtes Differenzieren nach z: 
26’ 6” = 1267 6’— 9,6’, 
6’ = 66°—1/29,, 6°’ = 1266’, 
o'V= 12 (67+ 66") = 1267+ 726°—6926,.... 


Setzt man fiir z einen N-ten Teilwert ein und beachtet 


(3) 


(25. QWs 


4 


(4) 9,(@,,W)=c, SD b 5; w,) x= 2,3, 


(@, , @s) 
wo iiber ein vollstindiges System primitiver Teilwerte zu summieren ist, so 
folgt, da die Eisenstetnschen Reihen der Dimension — k bis auf einen kon- 
stanten Faktor mit den (k— 2)-ten Ableitungen der 6-Funktion tiberein- 
stimmen: Die Eisensterschen Reihen G,(t; a,,a,, N) (k ]>3, N = 2) sind 
als Polynome in den Teilwerten von 6 und 6’ mit konstanten Koeffizienten 
darstellbar. Der Vergleich der konstanten Glieder in den Potenzreihenent- 
2xir 

‘zeigt, daB man die Berechnung von » 2s fiir 


— 
m= a(mod N) ™ 





wicklungen nach e 


* Vergl. auch B. ScHOENEBERG, Multiplikative Gruppen algebraischer Funktionen, 
Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 16 (1949). 
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beliebiges ganzes k > 2 auf die Berechnung dieser Reihen mit k = 2,3 zuriick- 
fiihren kann. 


§ 2. Die Darstellung der Funktionen 4,(1) durch die verallgemeinerten binaren 
Thetareihen. 


Ist R(yD) ein quadratischer Zahlkérper mit der Diskriminante D <0 
liber dem K6rper der rationalen Zahlen, a ein ganzes Ideal aus R(j/D), A seine 
Norm, und sind k und Q natiirliche Zahlen, so sind die Funktionen 

2xir - 
(5) #,(r; eo, a, Q VD) = py pte AQ” 

wme(aQV D), eca 

wo 4 alle ganzen Zahlen aus R( yD) mit der angegebenen Restk!assenbedingung 
bei festem o aus a durchlauft und yw’ die Konjugierte zu y ist, ganze Modul- 
formen der Dimension — & und der Stufe Q|D|. Fir k > 1 sind sie Spitzen- 
formen. Das ist von Hecke fir k= 1 und k= 2 ausfiihrlich dargestellt 
worden. Fiir k >2 beweist man diese Tatsache am einfachsten, indem man 
den DifferentiationsprozeB, der von #, zu #, fiihrt, wiederholt*). Man kann 
auch, wie HEcKE es tut, dazu die Zetafunktionen mit GréBencharakteren 
heranziehen. 

Die durch die #, mit festen k, a, QD erzeugte lineare Schar ist aqui- 
valent mit der Schar der 


(6) 6,(t; 0, a, QVD, x) = = *, 2 4(a) O,(t;0a,a, QD), 
a a's 1(Q|D\) 
wo tiber ein vollstandiges Restsystem « mod Q//D mit « a’=1 (mod Q|D)) 
summiert wird und y alle Charaktere der Gruppe dieser « mod QD durch- 
léuft. e ist die Anzahl der Einheiten in R (VD). Die 0, mit festem x bilden 
ein bei Modulsubstitutionen invariantes System und sind fiir k > 1 stets, 
fiir k = 1 dann und nur dann Spitzenformen, wenn der Charakter y die Glei- 
chung 
(7) p x(a) =0 
«a's 1(modQ/|D)\) 
amod@V D 

erfiillt. Diese Bedingung ist wegen des Auftretens der Restklasse 9 = 0 (mod 
QD) erforderlich. Notwendig dafiir, daB die 9, nicht identisch verschwinden, 
ist y(e) = e~“— fiir die Einheiten ¢ aus R (yD). 

Unter den Funktionen 9, befinden sich auch die Funktionen A,(r) fiir 
A = 3, 4, 6,12. Um das zu zeigen, braucht man nur nicht identisch ver- 
schwindende Spitzenformen 9, der Stufe A und der Dimension — 12// auf- 
zustellen. Da diese dann Stufe und Dimension mit 4,(r) gemein haben und 
es nur eine Spitzenform dieser Art gibt, stimmen sie wegen des Faktors l/e 
mit A,(r) iiberein. Wir behandeln zunichst die Fille 4 = 3,4,6 und be- 
achten, daB dann die zum auftretenden Modul teilerfremden Restklassen 
durch Einheiten reprasentiert werden kénnen. 


*) B. ScHOENEBERG, Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei Modulsubstitu- 
tionen, Math. Ann. 116 (1939). 











E1senstetnsche Reihen und die Diskriminante der elliptischen Funktionen. 181 


Zu A,(t) gelangt man, wenn man D = —4, a=(1), Q@=1, k=3 und 
z(u) = 1 bei uw = 1 (mod /—4), x(u) = — 1 bei uw = 1 (mod / — 4) setzt: 


2xir 
1 . pp’ 
(8) A(t) = 4 DS xzu)pte * 
wcR(V —4) 
2xir 
4 


Der Koeffizient von e fiir primzahliges p > 0 ist 


; {a+ a;", wenn p = 2, 2) und 2, so gewahlt ist, daB y(2,)= 1. 


t 
(9) tT (p) 0, wenn p + 1 (mod 4). 


Fiir die zugeordnete Dirichlet-Reihe gilt 


, ( ) s s f 1 2— 2s aa 
(10) D,(s) ye _ Tt (1—ep) p-*+ (—) v*-**) 
wcrV—s) (#HY pee af ; 
Die Summe erstreckt sich iiber ein System von nicht assoziierten Zahlen. 
Fiir A,(r) setzt man D=—3, a=(1), @=1, k=4 und y(n) = 1 bei 
u = 1 (mod /—3), x(a) = — 1 bei uw = 1 (mod /— 3). 
1 . Sac oe 
A;(t) = % > xzupre * ; 
uc R(V—-3) 
fait a3, wenn p= 2, 21, x(™%) = 1 
(11) T3(P) = 
| 0, wenn p = | (mod 3), 


v x(4) 


D,(s) = IT (1—t,(p) p-*+ p?—24)-1, 


wcrV¥as) (HRY p42, 
A,(t) erhalt man mit D -- —3, a= (1), @= 2, k= 2. Als Charakter hat 
man den einen der beiden Restcharaktere mod 2 /—3 von der Ordnung 6 


2xi 2xi 
zu wahlen, und zwar den mit Aa 6 ) =e ® . Dann ist 
1 2xir 
Alt)\=— L xluue * 
#CR(V —-3) 
sa “- a, wenn p= 2, 7, x(m) = 1 


ue 


12 
(12) Te(P 0, wenn p + 1 (mod 6), 


(mu) w _ i dows 
Dis)= FS 2 = MI (\—tdp)p-'+ 
@cRV—3) ‘#) p+2,3 


Fiir |r,(p)|, A = 3, 4,6 gelten, wie man sofort sieht, die Ungleichungen 


2 ' a, 

(13) t3(p)| < 2 p®, |t4(p)| < 2 p, | to(p)| < 2 pP. 

Das ist eine Aussage von der Form, wie sie RAMANUJAN fiir die Koeffizienten 
von A(r) vermutet hat. Uberdies gilt 

1 (p) 

le = ihe 1. 

lp 9 

Setzt man namlich uw = x w,+ y @,, wo (@,, @,) eine Basis fiir die ganzen 
Zahlen aus R(j/D) ist, so gibt es in dem Winkelraum x>0, y>0, y/z<d 


(14) lim 
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fiir jedes 6 > 0 unendlich viele z,, so daB 7, 2; eine rationale Primzahl ist. Das 
gilt auch fiir die Basis (e w,, ¢ w,), wenn ¢ eine Einheit aus R(j/D) ist, so daB 
bei geeigneter Basis in dem angegebenen Winkelraum auch unendlich viele 2, 
mit 7 (2,) = 1 liegen. Daraus folgt die Behauptung. Entsprechend beweist man 


. 1 ta(p) 
(15) lim 5 wai, =— I. 
> 
Um 4A,,(t) zu gewinnen, setzen wir D = — 4, a= (1), Q@=3, k=1. Die 


Restklassen, die nach dem Modul 3 //— 4 einer Einheit kongruent sind, bilden 
eine Untergruppe € vom Index 2 innerhalb der Gruppe der « mit « «’=1 
(mod 12) und diese wiederum eine Untergruppe vom Index 2 innerhalb der 
Gruppe & aller zu 3 /— 4 teilerfremden Restklassen. Die Faktorgruppe R/€ 
ist zyklisch von der Ordnung 4. Mit dem durch einen Charakter von R/€ 
des Grades 4 bestimmten Restcharakter mod 3 //— 4 bilden wir die Funktionen 
@,(t; e, (1),3 V—4, x). Diese verschwinden nicht identisch fir 9 0’= 1 
(mod 12), sind also dann eleich A,,(t). Dagegen verschwinden sie identisch 
fiir @ 9’ = 1 (mod 12), weil sie Spitzenformen sind und in der Spitze o in 
héherer als erster Ordnung verschwinden. Arithmetisch hat das identische 
Verschwinden seinen Grund darin, daB die beiden durch € bestimmten Kom- 
plexe mit « a’ 1 (mod 12) zu einander konjugiert sind. Mit dem eben 
definierten Charakter ist also auch 


2xir 


1 ’ Te pe 
A,A(t) =| aS xzmue™ : 
w»cR(V—4) 
m,)+ ¥(2m}), wenn p= 2, 2} 
(16) nul?) = | 4(™%) ~ 1) ; p 1 i 
, wenn p+ 2, 2}, 
(“) wag - == } ss =f 
D,,(8) = Ps K! —==x JT (1 —T_(p) p +( 5 |p 2) 
() cR(V —4) (4 #’) p+2,3 


Zu Aj, (t) gelangt man auch mit D=—3, a=(1), Q@=4, k=1. Die 
Gruppe &/&, entsprechend der vorigen gebildet, ist wieder von der Ordnung 4, 
aber nicht zyklisch. Der Charakter mod 4/—3 muB jetzt fiir solche « mit 
« «= 1 (mod 12), die mod 4 ¥—3 nicht einer Einheit kongruent sind, den 
Wert — 1 annehmen. Dann ist 

Qxit 
(17) A,,(t) = z P x (uv) e ie 
#cR(V—-3) 
mit den weiteren, (16) entsprechenden Formeln. Diese Reihenentwicklung 
fiir A,,(r) ist bisher anscheinend iibersehen worden. Ihre Identitaét mit der 
Reihenentwicklung (16), die funktionentheoretisch so einfach einzusehen ist, 
laBt sich auch arithmetisch beweisen. Man mu8 dazu so ahnlich vorgehen, 
wie es HECKE bei seinem arithmetischen Beweis fiir die Identitaét der Reihe 
aus &#(/—4) und der von ihm gefundenen Reihe aus R (V3) getan hat). 


5) E. Hecke, Uber einen neuen Zusammenhang zwischen elliptischen Modulfu’ «tio- 
nen ~nd indefiniten quadratischen Formen, Nachr. Ges. d. Wiss. Gottingen. 1925 
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§ 3. Uber die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von 
2k Quadraten. 

Die Funktionen 

2xir ( Pa vaccgcell ) 
(18) Boz1(t) = + ae" ait 5 es 
z;=1(mod2),l1sisl 
a;= 0(mod2),1<is2k 
sind bekanntlich ganze Modulformen der Stufe 4 und der Dimension — k*). 
Sie sind, wie man leicht sieht, linear unabhingig und bilden ein maximales 
System linear unabhangiger ganzer Modulformen dieser Dimension und Stufe. 

Daraus folgt fiir k= 1, wo es 3 linear unabhingige E1sensternsche Reihen 
G(r; (4), —1) gibt, daB sich die Funktionen @, ,(t) durch die G(r; I’ (4), 
— 1) linear darstellen lassen. Fiir k = 2 gibt es 5 linear unabhingige G(r; 
I’ (4), — 2), und die #, ;(7) lassen sich linear durch diese ausdriicken. 

Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl n als Summe von 2 
oder 4 Quadraten ist aber eine elementare Funktion von n auch dann, wenn 
man fiir die Komponenten Restklassenbedingungen mod 2 vorschreibt. 
oz o(t) fiihrt zu der Anzahl der Darstellungen von n als Summe von 2k 
Quadraten ohne Restklassenbedingungen. Daraus folgt aber schon bei 
k = 1,2 die Anzahl bei Réstklassenbedingungen, weil dann durch die Rest- 
klasse von n mod 4 die Anzahl der z; mit x;= 1 (mod 2) bestimmt ist. 

Bei k = 3 gibt es 6 linear unabhingige G (1; J" (4), —3). Diese lassen sich 
so wahlen, daB ihr Verhalten bei der Substitution U =7+1 durch G(r; 
lr’ (4), —3)| U = 7” G(r; [' (4), — 3) gegeben ist. Dabei sind die Maultiplizi- 
taten des Auftretens von v mod 4 gleich 2 bei y= 0, 2 und gleich 1 bei y= 1, 3. 
Die G(r; I’ (4), —3) bilden noch kein maximales System fiir die Dimension 

3. Hinzu kommt noch 4A,(r). Alle diese Funktionen lassen sich linear 
durch die #, ;(t) ausdriicken. Fiir diese gilt #, ,(r) | U = i! & ,(r). Hier tritt 
der Multiplikator 7° fir / = 0,4, der Multiplikator i fiir 7 = 1, 5, der Multi- 
plikator i? fiir / = 2, 6 und # fiir / = 3 auf. Der Vergleich mit den G(r; I’ (4), 

-3) ergibt: Die Koeffizienten von #, ;(t) sind auBer fiir / = 1, 5 elementare 
Funktionen des Exponenten. Bei den Koeffizienten von @, ;(t) und #, 5 (7) 
treten noch die Koeffizienten von A,(t) hinzu. Wegen 4,(t)| U = i A,(t) 
ist A,(t) = c, Be 1 (tT) + co He 5 (tT). Man findet 


1 
(19) A(t) = % (96,1 (tT) — Do, 5 (t)) - 
Daraus folgt: 


1 if g r 0 
A(t) = | @i2,2— 2 Pi2,6+ Piz, 10)» 
1 
16 


A(t) = (P24,.4— 4 Ba4,g + 6 B24, 12—4 B24, 16 + P24, 20) - 


Fiir k = 4 hat man ein maximales System ganzer Modulformen der Stufe 4 
in 6 E1senstetnschen Reihen G(r; J’ (4), — 4) und 3 Funktionen A,(t) @(r; 
I’ (4),— 1). In der ersten Schar gibt es 3 Funktionen, in der letzten keine, 


‘) S. etwa die in FuBnote *) venannte Abhandlung. 








184 Bruno ScHOENEBERG: E1senstetnsche Reihen und die Diskriminante. 


die bei U invariant ist. Also sind die Koeffizienten von #, ;(t) fir 1 = 0, 4,8 
elementare Funktionen. 

Fiir k>4 gilt, wie man leicht sieht, folgender Satz: Bezeichnet ao, ;(n) 
die Anzahl der Lésungen von n = z*+ ---+ 23, mit z= 1 (mod 2) fir l<i</ 


und z;= 0 (mod 2) fir 1<i<2k, so gibt es 6 unabhingige Linearformen 
2k 

» cf? ayy, (n), i= 1, 2,..., 6, mit von m unabhangigen Koeffizienten cj’, die 

1=0 

elementare Funktionen von n sind. 


Eingegangen am 23. Dezember 1952). 
gegang 
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Uber beschrankte Systeme von Funktionen. 


Von 


Ernst Pescut und FrrepHELM Erwe in Bonn. 


Einleitung. 


Diese Arbeit beschaftigt sich mit (geordneten) Systemen von Funktionen, 
die regulir im Einheitskreis sind, und untersucht vor allem die beschrankten 
Systeme, d.h. solche, welche den Einheitskreis auf analytische (zweidimen- 
sionale) Flichenstiicke im Rt?" abbilden, die im Inneren einer Hyperkugel 
liegen. Als besonders bemerkenswert stellt sich heraus, daB der aus der 
Theorie der beschrinkten Funktionen. bekannte Schursche Algorithmus voll 
iibertragbar ist und eine vollstindige Lésung des Koeffizientenproblems der 
Familie der beschriinkten Systeme gestattet. Dadurch wird auch der Weg 
zu gewissen ,,scharfen’’ Verzerrungssaétzen und weiteren Abschatzungen frei- 
gelegt. Die volle Klarung der Fragen des Julia-Carathéodoryschen Problem- 
kreises schlieBt sich an. 

Es wird Wert darauf gelegt, einen brauchbaren, iibersichtlichen Kalkiil 
zu entwickeln; zu diesem Zweck werden vor allem die Automorphismen der 
Hyperkugel in eine zweckmaBige Form gebracht, die die Analogie mit dem 
klassischen Fall n = 1 in diesen und vielen anderen Entwicklungen leicht er- 
sehen laBt. Nur so wird es méglich, auch noch kompliziertere Abschaétzungen 
und Schrankenfunktionensysteme in iibersichtlicher Form zu erhalten und 
zu studieren. Durch diese Untersuchungen sollen vor allem auch Mittel be- 
reitgestellt werden, um in gewisse weitere geometrische Fragen einzudringen, 
die bei der Behandlung regularer Abbildungen in mehreren komplexen Ver- 
anderlichen auftauchen. 

Um den Matrizenkalkiil weitgehend auszunutzen, normieren wir die 
Schreibweise des geordneten Funktionensystems als Spalte. Die Automor- 
phismen der Hyperkugel, mit denen sich — soweit als notwendig — § 1 be- 
schaftigt, dienen zur Untersuchung der Familie der beschrinkten Funktionen- 
spalten. In § 2 werden das Prinzip vom Maximum und daraus das ScHwaRz- 
sche Lemma mit dessen Verallgemeinerungen, z. B. die JENsENsche Un- 


gleichung, hergeleitet. — §3 ist dem Koeffizientenproblem der Familie der 
beschrankten Funktionenspalten gewidmet.— Im § 4 folgen Verzerrungssitze. 


Insbesondere werden in die Schranken der Verzerrungssitze die ersten 
Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungen beschrinkter Funktionen- 
spalten mit aufgenommen. — Bei Festhaltung dieser Koeffizienten lassen 
sich Schlichtheits- und Sternigkeitsschranken der Familie angeben, 
denen die §§ 5 und 6 gewidmet sind, wobei in Analogie zum klassischen 
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Falle die Verzerrungssitze wesentliche Dienste leisten und eine geeignete De- 
finition von Schlichtheit und Sternigkeit bei Funktionenspalten zugrunde- 
gelegt wird. In §7 schlieBlich wird der Satz von Juti1a-CarRaTHEoDORY 
iibertragen und der genaue Wertevorrat der Winkelderivierten, soweit sie 
existiert, angegeben. 


Vorbemerkungen: Definitionen und Grundformeln. 
(0,1) Ein geordnetes System von n komplexen Zahlen (,,Komponenten“) 
a 
a,,...,@, werde als Spalte a = . zusammengefaBt geschrieben'). Unter 
an 
dem Quadrat des Absolutbetrags |a|* von a werde verstanden: 
n 
af=aa = > % &. 
k=1 
Wir erinnern kurz an einige Gesetze: 
(0,2) (a) jal*) -=|Ral?+/Tal*, 
(b) |a 
(c)|ca| =|e|-|\a\ fiir jede komplexe Zahl c, 


(d) ja + 6) S|a|}+1b|, (Dreiecksungleichung), wo das Gleichheits- 
zeichen genau dann steht, wenn a= o0 oder fiir a+o0:6=ca (c reell und > 0). 


ll 


0 genau dann, wenn a = 0, 


a n n 
Fir a = i: a= 2 aj;e; und ja\s & |a,|. 
an j=1 j=1 
(0,3) ab|< a\\b|, (Cavcny-Scuwarzsche Ungleichung); Gleichheits- 
zeichen fiir n > 1 genau dann, wenn a = o oder fiir a+o0:6=ca (c beliebig 
komplex). 


(0,4) Wenn f(z) eine Spalte differenzierbarer Funktionen ist, so ist unter 
j’ (z) oder 5. f(z) oder f,(z) die Spalte der Ableitungen zu verstehen (analoges 


gilt fiir die partiellen Ableitungen von Spalten von Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen). In ahnlicher Weise ist auch das Differential dj einer Spalte 


1) Die kleinen Buchstaben des deutschen Alphabets sind in der vorliegenden Arbeit 
ausschlieBlich den Spalten komplexer Zahlen (a, b, ¢,...) — 0 sei stets die Nullspalte — 
und den Zeichen fiir Funktionenspalten (f, 9, 5, . . .), die groBen des griechischen Alphabets 
(A, B, I’, ...) den quadratischen Matrizen vorbehalten. Der Buchstabe n hat immer die 
Bedeutung der Gliederzahl der vorkommenden Spalten. 

Das Transponieren einer Matrix (oder Spalte) wird durch ,,~“ angedeutet, der Uber- 
gang zur Matrix (Spalte) der konjugiert komplexen Elemente durch Uberqueren. a 
bzw. ¥ a bedeutet die Spalte der Real- bzw. Imaginirteile der Glieder von a (natiirlich 
in unverinderter Reihenfolge der Glieder). 

Im iibrigen verwenden wir weitgehend die Matrizenmultiplikation. 


5 

ss + a * Peer 

Die Spalte es=| - | mit dpj= 11 fiir “Spam heiBe ,,j-te Einheitsspalte, und 
Snj 


unter A == (a,,...a,%) werde die Matrix verstanden mit den Spalten a,,...,a,. Die 
Einheitsmatrix (e,, . . . ¢,) bezeichnen wir mit E. 

Der Einheitskreis |z| << 1 wird mit EK, die Finheitshyperkuge! |;| << 1 fiir ein festes 
im allgemeinen nicht naher bestimmtes n mit EH abgekiirzt. 
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von Funktionen zu verstehen. Sind die Komponenten einer Spalte f(z) in z, 
regulire Funktionen von z, so heiBe die Spalte ,,regulir”’ in z,. 
(a) Wenn h eine Funktion und f, g Funktionenspalten sind, so gilt: 


d(hf) =hdf+fdh 
(b) d (¥g) =Fdg + (df)g. 


(0,5) Eine Funktionenspalte f(z) soll beschrankt heiBen, wenn sie in |z|< 1 
regular ist und wenn dort gilt: |f(z)| < 1. 


§ 1. Automorphismen der EH. 


Eine analoge Rolle, wie sie die Automorphismen des EK in der Theorie 
der beschrinkten Funktionen spielen, spielen die Automorphismen der EH 
des Rt?" in der Theorie der beschrinkten Funktionenspalten von n (komplexen) 
Komponenten, also derjenigen in |z|< 1 reguliren Funktionenspalten f(z), 
fiir die gemaB (0,5) 


\f(z)|S 1 im EK 


gilt. Die durch eine Spalte von n Funktionen w, = w, (z,, .. ., Z,) von » kom- 
plexen Variablen z,,..., Zz, vermittelte Abbildung einer Punktmenge des ®*, 
kurz 


v-mo (»-(2}+-(2) 


geschrieben, heiBe ein Automorphismus der EH, wenn sie eine regulire und 
topologische Abbildung von |3|< 1 auf |w|< 1 ist (vgl. etwa BEHNKE- 
THULLEN [1]). 

Diese Automorphismen sind seit langem bekannt?). Fiir unsere Zwecke 
ist es wichtig, eine besonders handliche Form dieser Automorphismen zur Ver- 
fiigung zu haben. Aus diesem Grunde erscheint es uns zweckmaBig, den fol- 
genden, iibrigens besonders bequemen Weg zu einer expliziten Darstellung 
eines beliebigen Automorphismus der EH anzugeben. 

Wir behandeln zuerst solche Automorphismen der EH, die die Kreis- 


scheibe |z,|< 1, z2=--- = 2z,= 0, in sich iiberfiihren. 
Es zeigt sich, daB bereits der besonders einfache Ansatz: w,= 9 (2), 
Wo= wz) jo, Wobei mit % die verkiirzte Spalte der Komponenten 2,, . . ., z, 


bezeichnet sei und tv, analoge Bedeutung im (w)-Raume habe, solche Auto- 
morphismen liefert. Dabei muB natiirlich g(z,) ein Automorphismus des EK 


sein, also (1,1) p(z,) =« “S mit |a,|< 1 und |e|= 1. Wir erhalten: 
—“s “3 
, 1—a,@ on - = 
(1,2) 1 —|wP= (jo ” v9) (1 —2,%) + yp: (1 —|4)?). 


*) Vgl. dazu etwa: Fr. Sommex [5]; auf S. 127 ist dort allerdings ein Rechenfehler 
unterlaufen, der sich auch noch auf die explizite Darstellung der Automorphismen auf 


1 + |109/? 


8. 128 auswirkt. Es muB in (9.8) heiBen: g.= to - Sip” und in der Matrix I von 
|'Vo 


(9.9) ist in der letzten Spalte und entsprechend in der letzten Zeile (Feld rechts oben und 
links unten) im Zahler der Faktor |1v,| zu streichen. 
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Wir wahlen die Funktion y(z,) so, daB der erste Summand hierin verschwindet, 
d. h. wir setzen (1,3) w(z,) = = . Dann geht die vorige Gleichung iiber | 
in (1,4) 1 —|ro|?=-+—%", (1 — ||). Man bestiitigt leicht, daB diese Wahl 

— 1*1 


von @ und y tatsichlich Automorphismen der speziellen Art liefert. 
Zu jeder n-gliedrigen Spalte a mit |a|< 1 laBt sich die Matrix 


(1.5) re)-— 


ite) 29+ v(ayE 


bilden, wo E die n-reihige Einheitsmatrix ist und zur Abkiirzung 
(1.6) v(a) = V1 —|aP 
gesetzt wurde. Die in (1.5) und (1.6) verwendeten Bezeichnungen J" (a) und 


v (a) werden im folgenden oft wiederkehren und stets die gleiche Bedeutung 
haben. 


Einige wichtige und leicht zu verifizierende Rechenregeln fiir die Matrix 
I’(a) seien hier jetzt zusammengestellt. 


P— A 


I'(a) = I'(a); F(a) a =a, AI'(a) = 4; 
(1.7) I (Aa) = AI(a) A (A unitar); 
(1.8) T2(a) = a4 + v* (a) E; 


I’(a) ist umkehrbar; es gilt sogar fiir beliebige ganze Zahlen k: 


— yk = 
I (a) = 5 aa+wvwE 
(fiir v = v (a) + 1, d. h. a + 0; trivialerweise ist aber ["(0) = E). 
Es ist 
(1.9) v (a) |b} <|I'(a) 6) <6), 


und das Gleichheitszeichen gilt linksseitig genau dann, wenn 46 = 0, und 
rechtsseitig genau dann, wenn a = o oder b = ca (c beliebig komplex). Ferner ist 


(1.10) ab! </al |I"(a) bl, 
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = o oder b = ca (c be- 
liebig komplex). 

Wie leicht nachzurechnen ist, laBt sich die oben gefundene Funktionen- 
spalte nun so schreiben: 


(1.11) w (3) = '(a,) 2—*, 


1 —a,% 
worin @,= @,¢, und ¢, die erste Spalte der Einheitsmatrix ist. 
Da trivialerweise jede unitire Drehung des §®", d. h. jede durch 


u = Av (AA = BE) vermittelte Abbildung des v-Raumes auf den u-Raum, 
ein Automorphismus ist, ist auch 


(1.12) A, w = I'(a,) a 
— 0, yj 


ein Automorphismus, wenn A,, A, zwei unitaire Matrizen sind, die also gemaB 
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(1.12) unitére Drehungen im 3- und ty-Raum vermitteln, ehe die Abbildung 
(1.11) zur Durchfiihrung kommt. Wegen (1.7) laBt sich mit den Abkiirzungen 


(1.13) ) (also |a,| =|a\), 

(1.14) A, A,=A 

(1.12) auch so schreiben: 

(1.15) w = AI (a) 2-2 . 
l1— ag 


Hier ist A unitaér und |a|< 1. DaB jede unitire Matrix A in Frage kommt, ist 
unmittelbar ersichtlich, denn bei gegebenen unitéren Matrizen A, A, laBt sich 
A, als unitére Matrix aus (1.14) berechnen. DaB aber auch jede Spalte a mit 
a\< 1 in Frage kommt, folgt aus der Tatsache, daB zu gegebenen Spalten a, 
a, mit gleichen Absolutbetragen stets eine unitére Matrix A, existiert, so daB 
(1.13) erfiillt ist. Eine solche Matrix laBt sich sogar explizit angeben, namlich: 


A -e(2 (a, + ea) (@,4+ 2a) E) 
1 a, + eal? 4 
(1.16) qa, mae 
rs fir Ga, +0, 
é= laa,| 
ly fir Ga, = 0. 


Die Auflésung von (1.15) nach 4 ist nach dem in AnschluB an (1.4) Ge- 

sagten méglich und auch leicht auszufiihren. Es ergibt sich: 

A w+a 

= 1(@)—=z 

1+aAw 
wie man auch — und das demonstiert die Fruchtbarkeit der Anwendung des 
Matrizenkalkiils — durch direkte Behandlung von (1.15) etwa folgendermaBen 
zeigen kann (es werde zur Vereinfachung — und das ist keine wesentliche 
Einschrankung — A = E gesetzt): 


(1.17) w= J(a)-2=2 , 
1—a4 
1+ aw = oot. 
1—az 
I'(a) w (1 — 43) = 0&3 + v? (a) 4 — a = v® (a) 4 — a (1 — 44), 
also 
I'(a) (tw + a) (1 — @ 4) = v* (a) 3, 
1.18 a Pea Bt. 
( é (Q) in 


Die Gl. (1.4) lautet fiir die allgemeineren Automorphismen (1.15) in ver- 
einfachter Schreibweise : 


(1.19) » (to) = 200) 208) 
|1 — a4} 
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GemaB8 Dreiecksungleichung und Caucuy-Scuwarzscher Ungleichung [siehe 
(0.2 d), (0.3)] gilt: 


(1.20) Sle) 2D) = 9 (ww) = Ew 
1+ |a4| 1—|ag| 
(1.21) rats <v(Ww) < STINE 
1 fg <ions tee 


Wegen der Ubergiinge von (1.19) zu (1.20) und von (1.20) zu (1.21) steht das 
Gleichheitszeichen in (1.22) genau dann, wenn a =o oder 4 = + . a(a+o), 


und zwar + fiir die Abschaétzung von |1v| nach | oben Wenn |4|< a, so 


folgt hieraus, da die Funktionen ot. Sew, 
1 + |a|z 1—|a\z 


bzw. fallend in der reellen Veranderlichen x sind (a|< 1): 


monoton steigend 


=e mi — lite 
1— lala s|~\s 1+ lala’ 
und das Gleichheitszeichen steht dann genau (linksseitig natiirlich « <|a| 
vorausgesetzt), wenn 
a=o und |j\/= «a 


oder 


a “ unten 
s= +778 (a + 0) (Abschatzung nach ae ) ; 


Sei nun w = 7'(3) ein Automorphismus der EH, der 4 =a in w =o wirft. 
Dann ist 
(1.23) w= T (re) A) = 8(v) 
1+av 


ein Automorphismus, der den Nullpunkt festlaBt, also nach wohlbekannten 
Saétzen der Abbildungstheorie (vgl. BrHNKE-THULLEN [1]) eine unitare 
Drehung: 


(1.24) to = Ab, A unitare Matrix. 

(1.23) und (1.24) liefern 

(1.25) T (3) = AT(a) +, 
1—ajz 


so daB sich der folgende Satz formulieren laBt: 
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Satz 1: Die Gruppe der Automorphismen der EH ist gegeben durch 
w= Al (a)4— 2, 
l1—ajz 
wo|a|< 1, A unitér®). 
Nun jaBt sich leicht ein weiterer Satz beweisen: 
Satz 2: Der Ausdruck 
heh of 
€ (41, 32) = D(a) “ee (a |< 1,|42|< 1) 
ist invariant gegeniiber Automorphismen der EH, d. h. fiir jeden Automorphismus 
der EH wo = ww (4) gilt: 
€ (1 (4), 1 (42)) = E (4, d:)- 
Ferner gilt, daB € (%,, 2) symmetrisch in 3, und 4, ist, d. h. 


€ (42 tx) = E (i, d2)- 
— € (4, §2) wird als der invariante Abstand von 4, und 4, bezeichnet. — 
Beweis: Mit den Automorphismen 


. ~ + 
(1.27) u =u (3) = F'(,) 2—#, 5-5 u) - TG) 
1—jns 1+ ju 
und 
b =» (10) = I'(to,) 
1 — Ww, 
ist auch die zusammengesetzte Abbildung 
t= t (u) = 0 (to (5 (u))) 


ein Automorphismus der EH. Dieser laBt aber den Nullpunkt fest, falls 
0, = tv (4), ist also eine unitére Drehung, so daB demnach gilt: 

(1.28) \t (u)| =|ul. 

Fir u =u (j,) heiBt das (tw (%.) = tq): |v (tg)| =|u (J), w.z.b.w. Ganz 
ahnlich l4Bt sich auch die zweite Aussage des Satzes zeigen. Neben (1.27) 
mogen 


» = v (3) = I'j,) 2—# 
1 — §23 
und 


v—bd 
to = tv (v) = I" (v,) ——" 
1—d, 
Automorphismen sein. Dann ist 


t =t(u) = tv (v (4 (u))) 


‘) Im ibrigen sind die GréBen A, a charakteristisch fiir den Automorphismus, d. h. 
falls fiir alle 4 der EH gilt: 


(1.26) Ara)—— = Brit) 
l—a4 





4 —_— 

1—b; 

(A, B unitar, ja] < 1, |b] < 1), so sind A= B, a= b (,,Eindeutigkeit“ der Darstellung 
(1.15)]. Es ergibt sich naémlich aus (1.26), speziell 5 = a setzend: a —b =o, und nun 


lautet (1.26): Avo Bio fir alle wo in |wo| <1 (w= F(a) 5S), woraus A= B folgt. 





= 


1—aj3 
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ein solcher, der aber nun den Nullpunkt festlaBt, falls »,= » (g,). Es gilt also 
wieder (1.28), d. h. fiir u = u (g 9): | (4); = |u (§2)|, w. z. b. w. 

Der Gruppe der Automorphismen der EH ist (bis auf einen positiven 
Zahlenfaktor) eindeutig eine gewisse HErmiTEsche Geometrie (von 2 n reellen 
Dimensionen) zugeordnet. Das Linienelement ds einer solchen Geometrie 
muB im Nullpunkt bis auf einen positiven Faktor mit dem Euklidischen iiber- 
einstimmen, denn nur dann ist, wie leicht einzusehen ist, die speziell zu for- 
dernde Invarianz gegeniiber unitiren Drehungen gewahrleistet. Sei nun ds 
das Linienelement in irgend einem Punkte 4, der EH. Vermége 


5 — be 


1 = I" (4) ~ 
1 — jo% 


wird 4, in den Nullpunkt geworfen, und dabei soll das Linienelement erhalten 
bleiben, und zwar etwa gleich dem o-fachen (9 > 0) des Euklidischen sein. Da 


dw = I'j) 284 — in) +s — te) bods 
(1 — §04)* 


1 
(dv), .3,= (is) Ty.) 43, 


ergibt sich also: 
ds = (dW), ~ x, = say | Ibe) 43}. 


DaB dies Linienelement, ohne den Index 0 nun einfach in der Form 
(1.29) ds = —*_|I'(a) da 
v* (5) : 


geschrieben, im vollen Umfang die Invarianzeigenschaft besitzt, d. h. daB es 
invariant bleibt bei Verpflanzung aus einem Punkt 4, in einen Punkt 4, ver- 
mége eines Automorphismus der EH, folgt leicht durch Dazwischenschalten 
je eines Automorphismus, der 4, bzw. 4, in den Nullpunkt wirft und die Linien- 
elemente nicht andert. Im Nullpunkt aber sind die Linienelemente ja tri- 
vialerweise gleich. 


§ 2. Satz vom Maximum. Scuwarzsches Lemma. Jensensche Ungleichung. 


Der Satz vom Maximum hat in der Theorie der Funktionenspalten fol- 
gende Verallgemeinerung: 

Satz 3. Sei f(z) eine in einem Gebiete & der z-Ebene reguliire Funktionen- 
spalte. Gilt dann fiir ein z,€G: 


(2.1) fin |f (2)| = |f (20)|, 
z€G 
so ist §(z) eine Spalte konstanter Zahlen. 
Beweis: Sei 
(2.2) f(z) = DY ay (2 — 


= 


die Potenzreihenentwicklung von f(z) in z,, deren Konvergenzradius gréGBer 
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als r >0O sein mag. Jede Komponente von (2.2) ist in |z — z,|<,r absolut 


konvergent, und folglich ist nach (0,2) auch 3’ |\a,|r“ konvergent. Nun ist aber 
i 0 


foP=f@i@= YY aa, e-a @-Hy 
a =o v=0 
eine Doppelreihe, die in |z — z,| <r absolut und gleichmaBig konvergiert, da 


in »’ » \a,|\a,|r*+” eine konvergente Majorante gefunden wurde. Also gilt 


nl he 


w=0v7=0 
bei reeller ne t: 
2x 22 
Oo = 1 
az [lf @o+repat— 5 y x tea pete. — [ ete at 
7 =o = on, 
< 0 
30 ~ 
(2.3) = > i, 4,7". 
u=0 


Andererseits gilt unter Verwendung der Voraussetzung (2.1): 


22 


(2.4) = il f (29+ re")Pdt< max |f (z+ re)? 
— 2 Osts22 

(2.5) S |f (2)? = \aoP. 

Aus (2.3) und (2.5) folgt aber: 


= 0,=-"*-=0, 
womit alles bewiesen ist. 
Dagegen gilt fiir n > 1 nicht mehr der Satz vom Minimum in der Form, 
die Satz 3 annimmt, wenn die Voraussetzung (2.1) durch 


fin | f (z)| = |f (z,)| > 0 
zm j | (0 
ersetzt wird, wie das Beispiel f (z) = | ; } (G sei die ganze Ebene und z, = 0) lehrt. 


Nach (0,5) soll eine Funktionenspalte f(z) beschriankt heiBen, wenn sie 
im EK regular ist und wenn dort gilt: |f(z)|< 1. Nach dem Satz vom Maxi- 
mum kann hier sogar nie das Gleichheitszeichen eintreten, wenn von den- 
jenigen Spalten konstanter Zahlen abgesehen wird, die einen Absolutbetrag 1 
besitzen. 

Zunachst kann aus dem Satz vom Maximum in iiblicher Weise das Ana- 
logon zum Scuwarzschen Lemma hergeleitet werden (vgl. auch BocHNER- 
Martin [2]): 

Satz 4: Wenn j(z) eine beschriinkte Funktionenspalte ist, die im Nullpunkt 
den Wert 0 besitzt, so gilt im EK: 

f (z)| S|z\. 

Hilt hier fiir ein z, 0 <|\z|< 1, das Gleichheitszeichen, so ist f(z) =e z mit 

einer konstanten Spalte e vom Betrag 1. 


Beweis: Mit f(z) ist auch g (z) = : f(z) im EK regular, und daher gilt 
nach Satz 3: 
g (z)| = te] < =e < : fir alle |zis7r, O<r<l, 


14 
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wenn wir M (r) = max|f(z)| setzen. Fiir r+ 1 folgt: |g(z)|< 1. Gilt hierin I 
z;=-f 
fiir ein z,|z|< 1, das Gleichheitszeichen, so folgt nach Satz 3: g (z) =e (= const.) : 
mit |e|= 1, womit Satz 4 bewiesen ist. P 
Zu einer ersten Verallgemeinerung des vo fig py Lemmas“ fiihrt , 
die Uberlegung, daB mit f(z) auch ww (f(z (w))) = f*(w) eine beschrankte ( 
Funktionenspalte ist, wenn 
tv = 1 (3) = T(t) 
ein Automorphismus der EH und “ é 
z= 2z(w)=— + % 
i  1+20 ( 
ein Automorphismus des EK ist. Falls f(z.) = tw, besitzt f*(w) in w= 0 
eine o-Stelle, so daB Satz 4 die Ungleichung j 
1 
Ir 10) 1) — We | < _—- 
1 — tb, f (z) 1—Az | 


liefert, wo fiir z+ z, ee Gleichheitszeichen fiir genau diejenigen Funktionen- 
spalten f(z) steht, fiir die 
f(z) — Ww, Z—% 
I (to =e (e|=1 
(14) - 1 — ieof (2) 1—%Zz 
gilt, d. h. (vgl. den Schritt von (1.17) zu (1.18) fiir: 
e toss. + Ww 
i-k ’e 
(2.6) f (2) _ I" (19) = oe 
1+ Woe ~~ + 
Die Gruppeneigenschaft der Automorphismen gestattet es, (2.6) in der Form 


(2.7) f@)= AT(a) >" 


—aez 


zu schreiben, wo |a|< 1 und A unitar. f(z) entsteht nimlich durch Einsetzen 
von 





w = I'(e =e 
( ") 5 ges 1—Zz 
in 
is. 
(109) i+w 
Wenn Ae=e,, Aa=a, gesetzt wird, so lautet (2.7) [es ist (1.7) zu beachten]: 
(2.8) fe) = F(a) S™, 
— 4, 0,2 


und hier sind |a,|=|a|< 1 und |e,|=|e|= 1. Um a, und e, mit ty,e und z, 
in Beziehung zu setzen, geniigt es, in (2.6) und (2.8) die speziellen Werte z= 0 
und z = z, zu setzen: 


(2.9) a, = T° (109) 
— Wee “hy 
(2.10) I’ (a,) a = Wo. 





0; C1 % 
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Fiir z,= 0 stimmen (2.6) und (2.8) iiberein, wenn ¢,=e, a,= — Ww, gesetzt 
wird. Fiir z+ 0 aber lassen sich gemaB (2.9), (2.10) a, und e, aus 0p, e, 2, 
berechnen, doch auch umgekehrt ergeben sich fiir jedes z, + 0 aus a, und e, 
— immer unter den fiir die GréBen gemachten Voraussetzungen — eindeutig 
ww, und e. Damit ist gezeigt, daB die Menge der Funktionenspalten (2.6) 
(Jtwy|< 1, |z|< 1, |e| = 1) die gleiche ist, wie die der Funktionenspalten (2.8) 
(ja,|< 1, je,)= 1). Es gilt also der folgende Satz: 

Satz 5: Wenn f(z) eine beschriinkte Funktionenspalte ist, die im Punkte z, 
des EK den Wert to, der EH annimmt, so gilt 


f (z) — We Z— 2 
2.11 I'(to < 
_— 0) Be) || 1a 
fiir alle z€ EK. Schrankenfunktionenspalten sind fiir z +z, die folgenden, und 


nur diese: 
(2.12) f(z) = F(a) ==", |a\<1, |e|=1. 
1—aez 
Nach diesem Satze ist unter den gleichen Voraussetzungen die im EK 
sicherlich regulire Funktionenspalte 


f(2)—f(m) l—ae 
fi (2) = I(F (%)) 
;  1-fedte *-* 


sogar eine beschrankte. Ist nun z, ein weiterer Punkt des EK (es braucht 
nicht notwendig z, +z, zu sein), und ist |f(z,)|< 1, d.h. ist f(z) keine der 
Funktionenspalten (2.12), so ergibt sich durch erneute Anwendung von Satz 5, 
daB 
a7 1-z 
fe (z) = I'(f, ()) © — ht ae 


——— z—% 
1 — f, (z,) fi (2) 


eine beschrinkte Funktionenspalte ist. Sei auf diese Weise allgemein eine 
beschrinkte Funktionenspalte f,(z) aus der vorangegangenen f,_,(z) ge- 
wonnen worden, so laBt sich bei Vorgabe eines Punktes z, des EK unter der 
Voraussetzung, daB |f, (z,)|< 1, auf Grund von Satz 5 aussagen, daB dann 
auch 


(2.13) f-+1 (2) = "(fe (z)) f@—fh) 1—z2 


1-Fe) i *-* 


eine beschrinkte Funktionenspalte ist. Dieser RekursionsprozeB spielt eine 
beherrschende Rolle in der Theorie der beschrinkten Funktionenspalten. Er 
fiihrt z. B. zur JensEnschen Ungleichung, zur Behandlung des Interpolations- 
problems, unter dem Namen ,,Scuurscher Algorithmus” zur Lésung des 
Koeffizientenproblems und zu sehr allgemeinen Verzerrungssitzen. Die erst- 
genannte dieser Fragen mag hier zunachst angegriffen werden. 

Wenn speziell f, (z,) = fz (2) = -* * = fm (Zm) = 0, wenn also neben z, auch 
2, 2g)». +) Zm Wo-Stellen von f (z) sind (in dieser Aufzihlung darf jede tv,- 
Stelle mehrmals vorkommen, jedoch héchstens so oft, als ihre Vielfachheit 
14* 
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betragt*)), so lautet (2.13): 
(2.14) fo+1 (2) = fel) = (v= 1, 2,...,m), 


und f,, +, (z) ist eine beschrinkte Funktionenspalte, die genau dann in einem 
Punkt des EK einen Wert vom Absolutbetrag 1 annimmt, wenn sie eine 
Konstante vom Betrag 1 ist. Alle Gl. (2.14) benutzend, lautet die Aussage in 
geringfigiger Abwandlung: 

Satz 6: Wenn f(z) eine beschrinkte Funktionenspalte ist, die in den Punkten 
Zq 2) +++» 2% des EK den Wert w, der EH annimmt (jede dieser 1w,-Stellen 
darf in der Aufzihlung héichstens so oft auftreten, wie ihre Vielfachheit betriigt), 
so gilt: 


m 


(2) — < * z— 
(2.15) P(t) = i <\h (z)| mit A(z) i oes 
Pa. Pe He: sind fiir z+z,(v=0,1,...,m) genau die fol- 
— e-h(z)+ 
¢ C) 
(2.16) f(z) = I" (1,) 1+ Wre-hie)’ e|= 1 
Es sei hier nochmals ausdriicklich herausgestellt, daB eine Funktionen- 
spalte, die fiir ein z+ z, (y= 0,1,...,m) im (2.15) Schrankenfunktionen- 


spalte ist, dies dann fiir alle z des EK zugleich ist. 

Aus Satz 6 folgt nun leicht der folgende Satz, dessen Hauptinhalt im Falle 
n = 1 als JENsENsche Ungleichung bekannt ist: 

Satz 6a: Wenn 2, 2, ..., 2 im EK gelegene, von 0 verschiedene o-Stellen 
(jede dieser o-Stellen darf héchstens so oft auftreten, wie ihre Vielfachheit betrdgt ) 
der beschriinkten Funktionenspalte 

f(z) = a, & + Op 4, 2+? +°**,Qg+0 
sind, so gilt 
\20||21| - - + |Zm| = | Qe 
Schrankenfunktionenspalten sind die Funktionenspalten 
f(z) =e2*-h(z), je|=1, 
und nur diese. 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn auf die nach dem ScHwarzschen 


Lemma beschrankte Funktionenspajte ie Satz 6 mit m,= 0 im Punkt z=0 
angewandt wird. 


Die Rechnungen des § 1 gestatten sofort, aus Satz 6 Abschitzungen fiir 
|f (z)| selbst zu erhalten, und zwar eine solche nach oben und eine nach unten. 
Wenn wir uns derselben Abkiirzung A(z) wie in Satz 6 und 6a bedienen, so 
gilt nach jenen ener namlich : 

— \h(z) Wo| + |A(2) 


(2.17) ‘= ney = @lS ay ae: 


i *) Ein Punkt 2» heiBt k-fache 1w,-Stelle der in z, regularen Funktionenspalte f(z), wenn 
f (2) — Wy = ag (2 — mF +--* (ae + 0) 
die Potenzreihenentwicklung um z, ist. 
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Die Abschatzungen sind scharf, linksseitig wenigstens, solange die Schranke 
nicht negativ ist. Als Schrankenfunktionenspalten kommen héchstens die 
Funktionenspalten (2.16) in Frage, aber nur unter Vorbehalten, die aus Fest- 
stellungen des § 1 zu ersehen sind. Es mu8 danach zur Erzielung des Gleich- 
heitszeichens in (2.17) t¥9= 0 sein oder aber fiir tw, + 0: 

1@)—w _ + Ae) 


tu, 
(15) “ee: De f(z) Wo 0 
fiir die Abschaitzungen nach oral d. h. unter Verwendung von (2.16): 
a h(z) 
h(zje =F ~ 1p - 


Dies hinwiederum bedeutet, daB A(z) = 0 oder fiir A(z) + 0e ein komplexes 
Vielfaches ¢ = von ty, (je| = 1) und ¢h(z) = + \h(z)| sein muB. Zusammen- 
0 


fassend ist also zu sagen: Schrankenfunktionenspalten in (2.17) sind unter 
der Voraussetzung, daB die untere Schranke nicht negativ ist, fiir z+ z, 
(v= 0,1,...,m) genau die folgenden: 
a) ( € (2), e|= I, fir w= 0, 
2.18) f(z) = We eh(z) + |i, 2 * 
b) | We! 1+ |i! e A(z)’ e|= 1, fiir tu +0, 
im Falle a) in allen Punkten z des EK gleichzeitig, im Falle b) in genau den- 
jenigen Punkten z, in denen ¢h(z) positiv bzw. negativ ist fir die Abschitzung 
nach oben bzw. unten. 
Wird Ungleichung (2.15) zur folgenden abgeschwicht: 


Trey tS |< he (0), 


” 1 — We f (2) 
wo 
* _ % C2 TS wa ‘a 
eo eae l+rnr l+tmr? i” as ed 
so liefern jetzt Rechnungen des § 1: 
9 _|to| — A* (r) : Wo| + A¥(r) 
(2.19) 1 — |1Wo| A* (r) S|1@/s 1 + |tv, |A*(r) ’ 
und Schrankenfunktionenspalten sind, wenn der Fall z,= z,=--- = z= 0, 
z = 0 ausgeschlossen wird, genau die folgenden: 
a) ( ¢ 4° (e2), le} = 1, je} = 1 fiir wy = 0, 
2.20) f(z) = { we +A*(ez)+ |v, ' “ 
b) | We! 1+ |Wwelh* (ez) ’ le|= 1, fiir to +0, 
und zwar fiir den Punkt z = ér(+ fiir obere Schranke). 
\ untere 


§ 3. Das Koeffizientenproblem. 


Eine notwendige Bedingung fiir die Koeffizienten einer beschrankten 
Funktionenspalte 


(3.1) f(z) = Gg + a,2+a,2+--- 
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wird von der Gutzmerschen Verallgemeinerung des Caucuyschen Koeffi- 
zientensatzes geliefert, die sich in (2.3) und (2.4) findet: 


S|a,l* 2 <1, 
uw=0 

und da dies fiir alle rin 0 <r< 1 gilt, darf sogar der Grenziibergang r+ 1 — 0 
vollzogen werden: 
(3.2) >} \a,.?F <1. 

n=O 
Diese Koeffizientenbedingung ist aber bekanntlich keineswegs hinreichend 
dafiir, daB (3.1) eine beschrankte Funktionenspalte ist. Die Frage nach not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen ist das Koeffizientenproblem. 

Sei 

(3.3) p (z) = a9 + a, 2+ a,27+--- 


nun eine beliebige Spalte von Potenzreihen (Entwicklung im Nullpunkt). Auf 
sie werde rein formal, also ohne Konvergenzuntersuchung, der in § 2 be- 
schriebene RekursionsprozeB angewandt, jedoch fiir die speziellen Werte 
Zy = z%,= ++: =0. Das heift, es wird durch formales Rechnen die Potenz- 
reihenspalte 
‘ Pr(z)—a,o — 1 
(3.4) ver (2) = I . 
seat Cn) 1 — are pele) 2 
aus der Potenzreihenspalte 
Pp, (z) bees a,,0 si a,,1 z+ a, 22" , fate 


gewonnen (y= 0, 1, 2, .. .), wo noch p,(z) mit p(z) (ao, ,, = a,) identifiziert wird. 
Der Rekursionsproze8 soll dann und nur dann abgebrochen werden, sobald 
ein Index m (m = 0) auftritt, fiir den |a,, .|=> 1. 

Es gilt dann der folgende Satz: 

Satz 7: Die Potenzreihenspalte (3.3) ist genau dann im EK konvergent 
und stellt eine beschrinkte Funktionenspalte dar, wenn der soeben geschriebene 
RekursionsprozeB nicht abbricht oder aber im Falle des Abbrechens mit einem 
Index m gilt: 


(3.5) Quej= 1; Gunz = 0 fir E=1l. 


In diesem Satze ist die vollstaindige Lésung des Koeffizientenproblems 
eingeschlossen, denn die Spalten a, , lassen sich aus den Spalten a, berechnen. 
Durch eine genauere Betrachtung von (3.4) laBt sich sogar leicht feststellen, 
daB sich fiir jeden Index » die a, aus den GréBen dy, a, . . ., a, aufbauen. 
Diese Feststellung wird beim Beweise von Satz 7 eine Rolle spielen. 


DaB die im Satz formulierte Bedingung fiir die Beschrinktheit einer durch 
(3.3) gegebenen Funktionenspalte notwendig ist, ist schon in allgemeinerem 
Zusammenhang in § 2 eingesehen worden. Es soll nun gezeigt werden, daB sie 
auch hinreichend ist. Dazu werde zunichst angenommen, der Rekursions- 
prozeB breche nicht ab. Dann wird aus der gegebenen Potenzreihenspalte (3.3) 
eine unendliche Folge von Spalten dp, (= di), 0,9; - - -, My,9--- gewonnen. 
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Sei nun 

(3.6) by + BY z+: 

eine Potenzreihenspalte, die in den ersten » Koeffizienten mit (3.3) iiberein- 
stimmt, also 

(3.7) by = ay, bY” = a,,..., 68, =a,-}. 


Der auf sie angewandte obige RekursionsprozeB mag zu Spalten bo o (= Bp), 


bi", bso, ... fidhren, die den 5, G,9, %,9,--- entsprechen. Nach obiger 
Feststellung ist wegen (3.7) dann: 


bo 0 = A, 9, bi" = Ay.9) ++ +> bY 1.0 = O,_1,0- 
Nun sei weiter vorausgesetzt, daB (3.6) im EK konvergent ist und eine be- 
schrinkte Funktionenspalte g, (z) darstellt. Das lit sich stets einrichten, 
denn es braucht bloB etwa b,,=e (e|= 1) gesetzt zu werden, und dann 
ergibt sich g,(z) aus dem riickliufig durchgefiihrten RekursionsprozeB als 
beschrankte Funktionenspalte. Fiir spitere Zwecke sei vermerkt, daB sich 
die Gesamtheit aller so zu gewinnenden Funktionenspalten durch die fol- 


gende Rekursionsformel darstellen laBt (6) = 1, gesetzt) : 
Go (2) = e, |e| = 
(3.8 
(3.8) a, (2) =P Sete il (vel 1). 


‘) 1+ Cz Qp»_1 (2) 


Zu jedem Index » existiert also eine beschrinkte Funktionenspalte 4, (z), 
deren Entwicklung in den ersten » Koeffizienten mit (3.3) tibereinstimmt. 
Wegen (3.2) gilt nun aber fiir jedes 1 — und damit ist (3.2) nur in wesentlich 
abgeschwichter Form, nimlich in Form des Caucnyschen Koeffizienten- 
satzes ausgenutzt —: 

[b.”|< 1, 
also auch 
la,| <1. 
Hieraus folgt speziell, daB p(z) im EK konvergent ist und eine dort regulire 
Funktionenspalte darstellt. Es gilt aber sogar weitergehend: 
PC) — ate) =| 3 (a — 8) 2 


<2- 2 i"|= 2H. 


Fiir jedes z des EK gilt also: 
lim Gy (z) = p(z), 


vo 


d. h. aber, daB auch p(z) beschrankt ist. 

Zur Vollendung des Beweises von Satz 7 braucht nur noch der Fall behandelt 
zu werden, daB der Rekursionsproze8 mit einem Index m abbricht und daB 
(3.5) gilt. Dieser Fall ist aber sofort abgetan, denn jetzt laBt sich aus dem 
riicklaufig durchgefiihrten RekursionsprozeB (3.4) p(z) sofort als beschrinkte 
Funktionenspalte berechnen, wie es genau schon oben bei g, (z) geschehen war. 
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Die so erhaltenen Funktionenspalten heiBen die Schrankenfunktionenspalten 
des Koeffizientenproblems; sie und nur sie sind es, die in den fiir beschrankte 
Funktionenspalten (3.3) giiltigen Koeffizientenungleichungen 


(3.9) Qo) 21 (y= 0,1, 2,...) 
das Gleichheitszeichen erzielen. Werden sie mit g,(z) bezeichnet, so wird ihre 
Gesamtheit gerade durch (3.8) geliefert. 

Ein InduktionsschluB zeigt, daB fiir diese Schrankenfunktionenspalten, 
die als Spalten rationaler Funktionen in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
von endlich vielen Punkten regular sind, die funktionale Beziehung 

ek 
(3.10) a,(—)g.(2)=1 


> 
Zz 


gilt. Fiir vy = 0 ist das trivial. Angenommen nun, die Gl. (3.10) gelte fiir einen 
Index y= k— 120. Dann ergibt sich folgende Rechnung: 





—_— 
1 l = 
ae 6 AY gr ( ) + = 29,_,@)+% 
Ok = ) Mx (2) a? ——_— (cy) => 
- l 1 j 1+ (,z9,_, (2) 
— a —_—T"* 
1 , =~ 1 ~ 
gr-1 (= (cy) Qk-1 (2) + 2k ge-1 (2) + — ars (=) e+ Ck Ck 
—_—>=—— a 
1 1 ~ 1 = 
1+ — Gk-1 =) Ck + 2Ck Qk-1 (2) + Qke-1 - Ck Ck Qk-1 () 


und das ist = 1, da nach Induktionsvoraussetzung und (1.8): 
——— 


ge-1(>) Pty Ge-1 (2) + CeCe = Qe-1 =) Cy Ce Qe -, (2) + 1°). 

Fiir Funktionenspalten gilt die Ubertragung des Satzes von LAURENT. 
Im AnschluB hieran wird gesagt, daB z, eine Stelle der Regularitat, ein Pol 
bzw. eine wesentliche Singularitét einer in einer punktierten Umgebung 
0 <|z—2|<@ von z, reguliren Funktionenspalte ist, wenn der Hauptteil 
der Laurententwicklung keinen, nur endlich viele bzw. unendlich viele von 0 
verschiedene Koeffizienten besitzt. Wegen (3.10) und (0.2) gilt 


8. (=)|\s.@)|=1. 


, A 1 . 
Ist z, eine o-Stelle von g, (z), so muB hiernach 8, ( : ) + oo streben fiir z + 2p, 


also kann dann z keine Stelle der Regularitaét sein, und da bleibt nur die 
~o 

Méglichkeit der Polstelle. Alle Nullstellen von gq, (z), falls tiberhaupt vorhan- 
den, miissen hiernach im EK liegen. Es darf iibrigens fiir n => 2 nicht ge- 
schlossen werden, daB umgekehrt z, Nullstelle ist, falls - Polstelle ist. 

5) Die Beziehung (3.10) kann auch so erschlossen werden: Erstens folgert man, von 
(3.5) riickwarts gehend: (3.10a) |g, (z)| = 1 fiir |z| = 1, zweitens gilt fiir die (auf |z|)=—1 
1 


Zz 





regulire) rationale Funktion R(z)= a, ( ) o (z) —1, daB sie auf |z| = 1 verschwindet 


und deswegen fiir alle z verschwindet. 
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Die Schrankenfunktionenspalten (3.8) sind, wie erwahnt, Spalten ra- 


tionaler Funktionen, und als solche kénnen sie in der Form q,(z) = Po (2) 


Pr (2) 
geschrieben werden, wo p, ein Polynom und p, eine Spalte von Polynomen 


sind. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn noch etwa veriangt wird, daB 
keine Nullstelle von p,(z) auch o-Stelle von p,(z) ist und daB p,(0) = 1. Aus 
(3.8) ergibt sich dann das folgende rekursive Gesetz: 


Po(z) =e, Mo(z)=1, 
, (z) = Tye) (2 Py -1 (z) + Cy P,-1 (2)), 
p, (z) (c,) (2 P (2) P, -1 (2)) | w>1) 
P, (z) = p,- (Zz) + 2¢, p,-, (2). j 
Wird als (n + 1)-gliedrige Funktionenspalte aged = §,(z) eingefiihrt, so 
lautet die Rekursionsformel 
Bo (2)-({), 
Lc,) Ce 
B(2)= (27) Be) (2D, 
in expliziter Schreibweise ist also: 


P . (2D) cy (z P'¢c,_,) f—1\ zIe,) G (*) 
B, (2) = (= 1) ee (2 ~ 1)" 

Bemerkenswert sind noch die folgenden Feststellungen: gq, (z) ist auf |z| = 1 
noch regulir und nimmt dort Werte vom Absolutbetrag 1 an, wie sofort aus 
(3.10) ersichtlich ist. — Im Gegensatz zum Falle n = 1 kénnen fiir n = 2 die 
q, (z) auch fiir » = 2 schlicht sein. Was unter Schlichtheit einer Funktionen- 
spalte zu verstehen ist, wird in § 5 erlautert werden. 

Im Hinblick auf spiteren Gebrauch mégen noch die ersten der Koeffi- 
zientenungleichungen (3.9) und die zugehérigen Schrankenfunktionenspalten 


explizit in dg, a), Mg, . . . hingeschrieben werden: 
(3.11) a) vw=0: Q| = 1; go(z) =e, je|= 1; 
; oF 1 fi 
(3.11) b) v=l1: (49| <1) aig | tee) | S 1 
(d. h. explizit: ae a, ? — |agP?|a,? + |a,P? < (1 —|a,?))), 
8) = Tenge, le|= 1; 
G: (2) (O15 Ses 


(3.11) c) vw=2: (a|<1, |ayo| < 1) 


= 
= ft 
v* (ayo) | Pas) Q| => 1, 
. _ Fay) % _ LP) ( s&s) 
WO Gro = “98 (aq)? = Va) (92 Tot (ay) |}? 
" 2 
G2 (z) = I Mo + (Ay + Go Give) 2+ Fane le|=1. 


*) 1+ (Gee + doy) 2+ do Maye 2" 


Die Funktionenspalte g, (z) mag etwas eingehender untersucht werden. 
@, (z) bildet den EK auf einen ebenen (zweidimensionalen) Bereich ab, der 
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dann natiirlich eine Kreisscheibe ist. Es laBt sich nimlich g, (z) in der Form: 


Gi (z) = by + 6, g, (z) 
schreiben, wo etwa 


ey (E—e @) ¢, Tey (E— Gye 
a=: “fa-nee aa i—_f@cs 
(3.12) : gies : 
z) = a 
ne Tes 


gesetzt werden kann. Hier gilt: 
(3.13) \b,?| + |b,P = 1, |b|< 1, 66, =0. 


Zu jedem vorgegebenen « =@ ¢, mit |a|< 1 und vorgegebenen by, b,, die (3.13) 
erfiillen, lassen sich eindeutig die Spalten e, c, aus (3,12) berechnen, namlich 
Tey by 
b,|** ’ 

wie leicht nachgepriift werden kann. Das heift, die Menge der Abbildungen, 
die durch g, (z) vermittelt wird, laBt sich als die Menge derjenigen Abbildungen 
charakterisieren, die den EK auf die Schnitte der EH mit den analytischen 
zweidimensionalen Ebenen (Abstand vom o-Punkt kleiner als 1) abbilden. 


¢, = b, + a b,, e= 


§ 4. Verzerrungssiitze. 


Urspriinglich wurden Abschitzungen fiir |f’(z)| als Verzerrungssitze be- 
zeichnet. Es ist aber tiblich geworden, auch Abschatzungen fiir |f (z)| unter die 
Verzerrungssitze zu rechnen, und in diesem Sinne enthielt § 2 bereits einige 
Verzerrungssatze. Das Ziel wird jetzt sein, Abschitzungen fiir den Betrag 
der Ableitung einer beschrinkten Funktionenspalte f(z) zu gewinnen, spiter 
in die Schranken dieser Abschaitzungen und solcher fiir |f(z)| aber noch die 
ersten Koeffizienten der Entwicklung 

f(z) = dg + A, 2+ Gg27+--: 
aufzunehmen. 

(2.11) 1aBt sich in der Form 


i(e)—flm) 1—iye 
(4.1) loan 
t—% 1 Fe) fe) 


schreiben. Wird hier der Grenziibergang zz, gemacht, so bleibt die Un- 
gleichung giiltig. Fiir z, dann wieder z schreibend, ergibt sich also: 


s1 


7 , 1 —2z 
(4.2) Pg cepf' (2) a ——| <1. 
1 — f(z) f() 
Die Schranke wird offenbar auch hier von den Funktionenspaltén (2.6), dort 
Wy = f(z) setzend, im Punkte z = z, angenommen. Dariiber hinaus lat sich 
aber sogar feststellen, daB jede dieser Funktionenspalten fiir alle z des EK 
die Schranke in (4.2) erreicht, daB also [vgl. den Ubergang von (2.6) zu (2.12)} 
(4.3) F (2) = Ty =~, |a|<1, |e|=1, 
1—aez 


' 
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fiir alle z zugleich Schrankenfunktionenspalte in (4.2) ist. Das aber folgt ein- 
fach aus den Tatsachen, daB f(z) =e z fiir (4.2) Schrankenfunktionenspalte 
ist und daB die linke Seite von (4.1) nach den Feststellungen iiber die In- 


varianz des Linienelements [vgl. (1.29)] I» df| invariant ist gegeniiber 


1 
v* (7) 
Automorphismen von |f|< 1. DaB8 die Funktionenspalten (4.3) die einzigen 
sind, die in (4.2) das Gleichheitszeichen bewirken, wird spiter gezeigt. 

Zusammenfassend und geringfiigig erginzend laBt sich der folgende Satz 
formulieren : 

Satz 8: Wenn f(z) eine beschrinkte Funktionenspalte ist, so gilt: 

» 1— S 
(4.4) Tien f (z)|s i Te . 
Schrankenfunktionenspalten sind neben jeder Konstanten vom Betrag 1 genau 
die folgenden: 
f(2) = Is, lel|=1, |al<1, 
l—aez 


und zwar jede fiir alle z des EK zugleich. 


: , dz : ne : - 
Wenn mit ds = Fs das hyperbolische Linienelement einer Kurve z (s) 


im EK und mit dS = 0 |I"(tw) dtw| das Linienelement der Bildkurve 


to = f (z(s)) in bezug auf die Hermitesche Geometrie (1.29) in der EH bezeichnet 
8 
8 
Langenintegrale s = { ds, S= {dS im Sinne dieser beiden Geometrien fir 
Kurve und Bildkurve, daB dann immer gilt: S < s. 


werden, so besagt also Satz 8, daB < 1 ist, also folgt hieraus auch fiir die 


Der Differentialquotient - ist die erste einer Reihe von Differential- 


invarianten im Sinne der beiden oben genannten Geometrien, die durch fol- 
genden ProzeB erzeugt werden kénnen. 
Von tv = f(z) ausgehend, bilden wir: 


. ‘ f(z) — F (2) . et + 2% sone tol 
h(¢) = A I (f (z9)) ms mit z= ——, A unitar, |e|= 1 
1 — f(@) f@) viens 


und erhalten: 
§(¢) = 2 AM, {fh ere”, 


dann liefert jede Elimination der unitiéren Matrix A und der GréBe ¢ aus den 
Koeffizientenspalten Differentialinvarianten der geforderten Art, wie z. B. 


|%, | oder J, =|%,| = |9 (0)). 


Es ergibt sich (wenn wir im Endergebnis wieder z statt z, schreiben und bei 
j und seinen Ableitungen das weggelassene Argument z, jetzt wieder z heiBen 
soll): 


(44a) = ff} = SOF a2, 
(4.4b) a,(7} =< 2) ca), — 22) — 27) & + FTF 23} (- 27 


v*(j) 
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Aus Satz 8 folgt leicht eine nur von |z| abhingende scharfe Schranke fiir I 
f (z)|: u 
Satz 9: Wenn {(z) eine beschriinkte Funktionenspalte ist, so gilt: f 
- 1 
(4.5) r ()| S7—r- 1 


Die Funktionenspalten 


( 

f() = ~—=«, |a|<1, |e|=1, 

und nur diese, sind Schrankenfunktionenspalten, und zwar im Punkte z = a. ’ 

Beweis: Wegen (1.9) und den sich anschlieBenden Feststellungen iiber die 
Giiltigkeit des Gleichheitszeichens folgt aus (4.4) 

v* (f (z)) , 


v (F(z) |’ (|S 


1 — jz/? ’ | 
und da wv (jf) < 1, ist (4.5) schon bewiesen. Die Aussage iiber die Schranken- 
funktionsspalten l4Bt sich durch eine triviale Rechnung aus Satz 8 herleiten. 

Die bei der Lésung des Koeffizientenproblems gewonnenen Ungleichungen 
(3.9) und speziell (3.11) geben die Méglichkeit an die Hand, einige der bisher 
abgeleiteten Verzerrungssatze auf einem anderen Wege zu erhalten, aber ihnen 
noch weitergehende hinzuzufiigen, die iibrigens zum Teil auch direkt mittels 
des Scuurschen Algorithmus aufzufinden sind. Wenn f(z) eine beschrankte 
Funktionenspalte ist, so ist auch 


(4.6) G (z) = f (2 (z)) 
beschrinkt, falls /(z) ein Automorphismus des EK, speziell etwa 


(4.7) b(z) = 2+” jn)<1. 


1+%2z 
Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von (4.6) um den Null- 

punkt der z-Ebene sind 

a) My = g (0) = f (2), 
(4.8) 4 b) a, = gq (0) = (1 — 2 2) f’ (Z), 

C) a= /,Q" (0) = */g (1 — 2 2)" Ff’ (Zp) — Zp (1 — 2 2) f’ (2); 
und fiir sie gelten die Koeffizientenungleichungen (3.11). Die zweite dieser 
Ungleichungen ergibt, den Index 0 wieder weglassend: 


1—2zz o tar! 
(4.9) #(F2)) Tey f (|S 1. 
Dus ist aber genau die Ungleichung (4.2). Soll in einem Punkte z, des EK 
das Gleichheitszeichen stehen, so muB [vgl. (3.11 b)] 


(2) = Tia) =, |ag| <1, |e|= 1, 


l+aez 
sein, also 
— 
° = F Mo 
iM: a": 
+ dge =—— 


1-% 
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Dies 1aBt sich nach Feststellungen des § 2 auch in der Form (4.3) schreiben, 
und jede solche Funktionenspalte ist fiir alle z, des EK gleichzeitig Schranken- 
funktionenspalte, wie auch aus jenen Feststellungen hervorgeht. 

Durch einen IntegrationsprozeB laBt sich aus (4.9), die vermége (1.10) zur 
Ungleichung 

) ¥ (2) f (2) if (2) 
— e(j@)) = 1—2 
abgeschwacht werde, Ungleichung (2.19) zu einem Teil wiedergewinnen. Es 
werde bei dieser Rechnung die folgende auch sonst bekanntlich sehr vorteil- 
hafte Symbolik verwandt. 

Sei g (x, y) eine komplexwertige Funktionenspalte der beiden reellen Argu- 
mente x, y, die in einem Punkte z,, y, der x- y- Ebene partiell differenzier- 
bar nach beiden Variablen sei. 

a 


Dann werden die partiellen Ableitungen = q = Q, und 5g 


@ = gz (,,Ablei- 


tungen von g nach z und 2‘) definiert*) durch: 


(4.11) q: = M/s (Gz ~ t Gy), qz = Ms (Gz - t gy) . 


Anzumerken ist iibrigens noch die allgemein giiltige Beziehung: 


(4.12) (iz) = (fh. 
In dieser Symbolik lauten die Caucuy-Rremannschen Differentialgleichungen : 


fr= 0, so daB im Falle der komplexen Differenzierbarkeit von (4.11) als 
Funktionenspalte f(z) der komplexen Variablen z gilt: 


(4.13) f’ (2) =f. (, 2). 


Im iibrigen lautet — das sei hier ohne genaue Priazisierung erwihnt — eine 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Winkeltreue von (4.11): 


(fz) fe = 0. 
Die reguliren Funktionenspalten und deren Konjugierte bilden winkeltreu 
ab, aber fiir n = 2 auch noch andere, wie das Beispiel f(z, Zz) = hee zeigt. 
Fiir das hier vorliegende spezielle Problem wird dieser Kalkiil nur fir 
Funktionen, und nicht fiir Funktionenspalten in Anwendung kommen, und 
zwar fiir den Absolutbetrag # (z,Z) =|f(z)| einer beschrankten Funktionen- 
*) Diese Definition wird von dem Verlangen nach der Giiltigkeit der Kettenregel 
nahegelegt. Es gilt nimlich dann fiir das Differential: 
dg = Qzdxz + g,dy= g,dz + g7dz. 
Dementsprechend driicken sich natiirlich auch die héheren Differentiale d‘”)g, soweit sie 
existieren, in der komplexen Schreibweise aus: 
a a ,_\® 
di‘ a= (4 dz+ x4) q 
Im Hinblick auf die Rolle, die z,Z in diesem Kalkiil spielen und die man mit der Rolle 


von ,,unabhangigen” Veranderlichen vergleichen kann, erlauben wir uns auch gelegent- 
lich den Gebrauch der ,,formalen’”’ Schreibweise: 


G (x, y) = F (z, Z). 
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spalte, die nicht eine Konstante vom Betrag | ist. Aus # = f(z) F(z) folgt 
durch partielle Ableitung nach z [man beachte (0.3), (4.12) und (4.13)]: 


200, ={@)f'), 
so daB (4.10) nun lautet: 


1—e = 1-25" 
Fir # + 0 ist der Ubergang zu 


2 |8, ] 
(4.14) i_# = 


200, 8 


l—zz 

gestattet. Wegen des Satzes von der Isoliertheit der o-Stellen, der sich tri- | 

vialerweise auf Funktionenspalten iibertragt, und wegen der Stetigkeit von 

8,| gilt (4.14) sogar fiir alle z im EK, trivialerweise auch dann, wenn der Satz 

iiber die Isoliertheit der o-Stelle versagt, also # = 0 ist. Wird nun # als Funk- 

tion der Polarkoordinaten r= ) 22, = arc tg 
1 a »@ 


a 
wegen —? 2 (r or —+4 ) (z + 0): 


z—2Z ° 
i@+3) aufgefaBt, so gilt 


' 1 / 1 
1B, P = 4 (07 + = 
so daB (4.14) nun iibergeht in 


(4.15) 


o)= 70, 


0, 1 
1-# =i-7° 


Wenn der #-Wert in z = 0 mit #, bezeichnet wird, so ergibt sich durch Inte- 
gration und anschlieBende Umformung: 


Tr r 
1+8 1-8 |=|2-f B, 2-f dg _ l+r 
los (75 T300)| = [2° T—p 2e| $2: | Tog = 87 , 
0 0 


l—r _1+01-H% _1l+r 
I+r > 1-6 148, > 1-r’ 


o,—rFr a+r 


(4.16) 1—dor 1+a@r° 


sé 


lA 


In ahnlicher Weise kann aber auch vorgegangen werden, um weitergehende 
Ungleichungen zu gewinnen. Wird nun etwa 


1—zz 


v* (Ff (2)) 


gesetzt, dann kann die Ungleichung (3.11) c) durch A und 4A, ausgedriickt 
werden [vgl. (4.8) c)]. Es ist naimlich: 


ITofP=fitr+eorr. 
2-\Tof' |s\Tofl=- Wor =F Toe", 


(4.17) \Decey f° (2)| = A (z, 2) 


also nach Differentiation von (4.17): 
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—27(1—27) , 2(1—22) aiay , (1-239 r 

, Pri ws oa , 1— z)? F 1 5 ” 
-2tf (-za—zzyp + whe +5(1-22)7"| 

2 (i —2z)f rip 1 aa. « =\¢ (L—zzyP 7th TY 
a am -{($ 0-227 ~2(1-22)f') + = }. 


GemaB (4.8) entsprechen sich also 


(l—zzZ)AA, und a, Pay (a, + ae), 


v* (ao) v* (do) 
in der Bezeichnungsweise von (3.11) also:7) 
(4.18) (l—22Z) AA, und a ay. 
Es entsprechen sich auch 
(4.19) A und | djo!. 


Ungleichung (1.10) auf (3.11) c) anwendend, folgt unter Beriicksichtigung 
von (4.18) und (4.19): 
(l—zz)Al\a,|SA(1 — A’). 
Mit der Beschrinkung auf 4 + 0 (die nach dem an der entsprechenden Stelle 
iiber # oben Gesagten aber unnétig wird) ist der Ubergang zu 
Bis 
1— = 1l—2z 
méglich. Nun wieder A als Funktion der Polarkoordinaten r und » auffassend, 
ergibt sich wie beim Ubergang von (4.14) zu (4.15): 
| 2 
1 a = 1—r*° 
Integration liefert hieraus, wenn der j-Wert im Nullpunkt mit A, bezeichnet 


wird: 
1+A1-—A 1+r 
Nog (755 x) < log (5 try. 
also 
l—r\* _ 144 1-4 _/(1+r\ 
(455) sqttes (4): 
(4.20) A, —2r+ Agr “te Ag + 27+ Agr? 
i 1-2Ar+r ~~ 142A4r+r * 


Um hieraus Abschitzungen fiir |f(z)| zu gewinnen, ist eine weitere Integration 
nétig. Ist # wie oben erklirt, und zwar als Funktion der Polarkoordinaten 
aufgefaBt, und werden obige Rechnungen iibernommen, so liegt hier folgende 
Ungleichung vor: 
8, (1 — r*) 
A e- ‘ “I ——e ’ 
also gemaB (4.20): 
b, — At2rt+Ar ‘ Bi 
1—-# ~ 14+2Ar4¢r l—?r’ 


7) oder: (l — zz) AA, —Y%, {f} U, {7} unter Verwendung der Abkiirzungen (4.4, a), 
(4.4, b). 
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1 *s 1+2Ar+r 
S2 | Tytnete 1-e = ee 
0 


lo Gees =e) <2 [et2e+ ro 
1+8 148, 


1—r? — 1+é 1—-#  14+2Ar+r 


+3ar+- ~ 3 § 34-4, > 1—r? . 
Dy —Ao(1—e)r—F* _ gp __ Oot Ao(1+ H)r+ rr 
1+ Ag(1—8)r—Byr* ~~ 14+ Ag(1+ Hy) r+ Hor?” 


Zusammenfassend wird der folgende Verzerrungssatz formuliert, dessen 
Aussage iiber die Schrankenfunktionenspalten sich durch Rechnung verifi- 
zieren laBt : 

Satz 10: Wenn 
(4.21) f(z) = 9 + 4,2 + 0,27 +°--- 
eine beschrinkte Funktionenspalte ist, fiir die gilt: 


| | 1 
Bo =|Mq|< 1, A= v (ay) Ta) G|<1, 
dann bestehen die folgenden Abschitzungen (\z| = r): 
(4.22) Ag —27r+A,r* 1 1 - Ao + 2r + A,r? 1 


l1—2art+r 1-F = vue Fuel @)|s 1+24r+r 1—?F’ 


b — A (1 —%)r—r? <\¢ Bo + Ag (1+ Hi) r+ r* 





(4.23) T+2,1—08,)r—-8F* S|1(2)|s 1+4,(1+ &)r+ or? ° 
Die Funktionenspalten 
(4.24) f(z) = Hoetee Mt Oetee . 1) y tela, 


1+eA4(1+%)z+i 2h 2 


sind Schrankenfunktionenspalten (oberes Vorzeichen ergibt die obere, unteres die 
untere Schranke von (4.23); fiir (4.22) spielt dies Vorzeichen keine Rolle), links- 
seitig natiirlich nur, solange die Schranken nicht negativ sind. Die Schranken 
werden erreicht fiir (4.23) im Punkte z =ér, fiir (4.22) in z=er bew. z= —Er 
fiir die obere bzw. untere Schranke. 

Es ist wiinschenswert, in die Schranken der gewonnenen Ungleichungen 
neben r nur die Absolutbetrige von a, und a, eingehen zu lassen. Es gilt also 
noch, A, geeignet nach oben oder unten abzuschitzen (fiir n => 2 wenigstens), 
und diese neuen Werte in (4.22) und (4.23) einzusetzen. Da die oberen Schran- 
ken monoton steigende Funktionen von A, sind, ist in ihnen A, durch einen 
Wert A‘) > A, zu ersetzen. Die unteren Schranken in (4.22) bzw. (4.23) sind 
monoton steigend bzw. fallend; in ihnen ist also A, durch einen Wert A@)< A, 
bzw. A> A, zu ersetzen. GemaB (1.9) diirfen A) = Fay A@) a= =e ge- 
setzt werden, und das sind fiir n => 2 die besten Schranken. 

Fiir den Fall der Ungleichung (4.23) ist der neuentstehende Verzerrungs- 
satz besonders durchsichtig und soll formuliert werden: 

Satz 11: Wenn (4.21) eine beschriinkte Funktionenspalte ist, fiir die gilt: 

a, 
v* (ao) ’ 


By = |a9|< 1, AM = 
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dann bestehen die folgenden Abschitzungen (|z| = r): 


Pe — MPU Odr— P< 166g) << Mot At Ode t e 
1+49 (1 -— a) r—Ar ~ 144014 8)r+ ar - 


Die Funktionenspalten (4.24) sind Schrankenfunktionenspalten (linksseitig na- 
tiirlich nur, solange die Schranke nicht negativ ist), und zwar im Punkte z = Er 
(oberes Vorzeichen ergibt die obere, unteres die untere Schranke.) 


§ 5. Folgerungen aus den Verzerrungssitzen. Schlichtheitsschranke. 


Aus den unteren Schranken der Abschitzungen von |f(z)| ergeben sich 
unmittelbar die Radien r, derjenigen Kreise |z|< r,, in denen alle beschrinkten 
Funktionenspalten 
f(z) = Ag+ a,z2+a,22+-°: 
mit vorgegebenen Absolutbetrigen des ersten oder der ersten beiden Koeffi- 
zienten keine o-Stelle besitzen, auf deren Rand aber mindestens eine dieser 
Funktionenspalten eine o-Stelle hat. Aus (4.16) oder aus Satz 7 folgt: 


To= |g), 


oder in verscharfter Form ergibt sich aus Satz 11 r, als die nichtnegative 
Wurzel der in r quadratischen Gleichung 


a, 


- r—r=Q. 
1+ |d> 


| M9) — 
Ahnliche Schranken existieren fiir die o-Stellen von Differential- und von 
Differenzenquotient. Aus der linken Seite der Ungleichung (4.22) laBt sich 
eine solche fiir den Differentialquotienten — denn sie ist die gleiche wie fiir 
den invarianten Differentialquotienten, der in (4.22) vorkommt, weil der eine 
genau dann zu o wird, wenn das mit dem anderen der Fall ist — herauslesen, 
und zwar ist sie fiir A,= 0 Null, fiir A,>0 die kleinere der Wurzeln der in r 
quadratischen Gleichung 
(5.1) A—-2r+A,r=0. 


Um die entsprechende Frage fiir den Differenzenquotienten zu lésen, werden 
Abschatzungen desselben benétigt. Ein erster Satz in dieser Richtung ist der 
folgende: 
Satz 12: Wenn 
f(z) = a,2 + agz*+---,|a\< 1, 
eine beschrinkte Funktionenspalte ist, so gelten die folgenden Ungleichungen 
(2, | = 7y< 1, |29| = ro< 1, 2 + 2%): 
a;| — (To+ 71) + Oy ToT < r(j (Z»)) f (21) — F (2) 1—%z, 


1 — a) (To+ 1%) +n ~ %— % 1 — }{ (Zo) f (2,) 


Qy| + (To + 171) + \Qi| P07: 
~ 1+ |ay| (ro+ 11) + Por: 
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Schrankenfunktionenspalten sind genau die folgenden (linksseitig natiirlich nur, 
solange die Schranke nicht-negativ ist): 


(e**.jej= 1, fiir a, = 0, 
f(2)=) a +ez+\a, ) . 
\Ta: 1 + \a,\ez sj= ft, fiir a, +0, 
° - . - ° re 
und zwar in den Punkten 29= €1, %= 1, (+ fiir die | 4,4, Schranke). 


Beweis: Es werde der sog. invariante Differenzenquotient (vgl. Satz 2) 


(5.2) Pf (z)) 121) _1—=Be_ _ 9, 2) 


7—~ fe 1 — Flee) F(z) 





gesetzt. Dann ist nach Satz 5 #(z,,z) eine beschrinkte Funktionenspalte 

bei festem z, und variablem z¢-EK. Es ist #(z,, 0) = Fee) , und jetzt kann 
“0 

der Verzerrungssatz (2.19) auf #(z,, z) angewandt werden: 


ee =. Ue) + 
(5.3) - s B(Z, z)is a 
a 1 (Zo) 1+ 1 (20) 
20 Zo 
f (Zo) 


f(zo) said 
z 


Da beide Schranken monoton steigend beziiglich sind und da 


0 
dem Scuwarzschen Lemma auch eine beschriinkte Funktionenspalte ist, 
kénnen in (5.3) die Abschitzungen (2.19) nun auf iS angewandt werden, 


so daB sich ergibt: 


eS +r, 
a, ee a Qi, + To +s 
1 — |a;! ro c —~ 1+ \a\ro 
= D (Zp , 2) = y 
a,|— tf. a,| + fo 
1 — r 1+ 
1 — |a,| fo 1 + |a,| % 


Das Gleichheitszeichen wird fiir r,+ 0 und a,+ o héchstens dann erreicht, wenn 


f (z) ae bez+ |d, 


e| = | 
z a,| l+lajez ’ ; 


und zwar in z= @r,. Da im Falle dieser Schrankenfunktionenspalten 


a; 7% 


t+ €Z2 
a, 1+ Qa; To 


8 (2, 2) = la a,| + Fz ie 
™~ 1+ la,|F% 
ist, werden die Gleichheitszeichen von ihnen auch stets erreicht, und zwar in 
z=€r. Die Aussage des Satzes iiber die Schrankenfunktionenspalten im 
Falle a,= 0 ist trivial, und im Falle r,= 0 ist sie aus friiherem (§ 2) bekannt. 
Ein weitergehender Satz ist der folgende: 
Satz 13: Wenn 


(5.4) f(z) = Qg+ a, 2+ a,27+--> 








Ayo 
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eine beschrinkte Funktionenspalte ist, wo ay und dy)= Fs) I'(a9) a, Betrige 
0 
kleiner als 1 besitzen, so gelten die folgenden Ungleichungen (\z,|=1,< 1, 
bag| = To< 1, 2 + 2p): 


Qyo| — (Tot 71) + |Gi0| F021 < \I'(j (2) f (21) — F (zo) 1— Zz, ‘|Qy0| + (to+ 11) + |Qr0| F071 
1— |ayo|(ro+ 71) + 10%. =~ . 2— % 1 — Fie) f (21) = 1+ |ayo| (ro+ 71) + PoP: 


Schrankenfunktionenspalten sind genau die folgenden (linksseitig natiirlich nur, 
so lange die Schranke nicht-negativ ist ) : 


(z) +a 
F(z) = Ta) 9, 
1 + dy Q(z) 

wo 

e 2?, ej= 1, fiir Ayy=0, 

G(z)=} ay +€2+ |O = +. 
ties] 1+ \af!ez z,\e|= 1, fiir oF 0, 
, a - —s 

und zwar in den Punkten z)=€ fo, = & 1, (+ fiir die iti Schranke ). 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 12, wenn beachtet wird, daB 
der Betrag des invarianten Differenzenquotienten (5.2) nach Satz 2 invariant 
ist gegeniiber Automorphismen von |f|< 1 — deshalb auch sein Name — 
Von f(z) wird namlich zu 

§ (z) = I(a9) he at = Ay 2+ *** 
1 — Go f(z) 
iibergegangen, und auf g (z) Satz 12 angewandt. 

Wann soll nun eine Funktionenspalte f(z) schlicht in einem Gebiete G der 
z-Ebene genannt werden? Im Falle n = 1 heiBt f (z) schlicht in G, wenn 


(5.5) f (21) — ¥ (ze) 


2— 2 


+0 


fir alle Punktepaare z,, z, (z, + 2) aus G. Es gilt der Satz, daB (5.5) im Falle 
der Schlichtheit auch in der Grenze z, + z, bestehen bleibt, d. h. daB dann auch 
(5.6) f' (2) + 0 

fiir alle z, aus G. Fiir n = 2 gilt dies keineswegs mehr, wie einfache Beispiele 
zeigen (f(z) = a2*+ 6 z* etwa, wenn die Matrix (a,b) den Rang 2 hat). Es 
wird dadurch nahegelegt, nicht nur (5.5) zu fordern, sondern auch noch (5.6): 
Eine in einem Gebiete & regulire Funktiowenspalte heiBt schlicht in G, wenn 
(5.5) fiir alle zy, % € G (z + 2) und (5.6) fiir alle z,€ G gelten. 

Jede beschriinkte Funktionenspalte (5.4) mit a,+ o ist in einem gewissen, 
geniigend kleinen Kreis |z|< r< 1 schlicht. Die obere Grenze aller solcher 
Zahlen r werde mit 9 {f} bezeichnet und heiBe der Schlichtheitsradius von f(z). 
Die untere Grenze aller Schlichtheitsradien 9 {f}, wenn f die Funktionenspalten 
einer Familie § von im EK reguliren Funktionenspalten durchliuft, heiBt der 
Schlichtheitsradius 9 (7%) dieser Familie. 

Satz 14: Sei § die Familie derjenigen beschriinkten Funktionenspalten 


f(z) = Ag+ a, 2 + ag27+ +--+, |a\<1, 
15* 
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, l ‘ , , 
fiir die | ay9| = Fa) | I"(aq) a,|< 1 fest vorgegeben ist. Dann ist die Schlichtheits- 
0 


schranke 0 (%) Wurzel der Gleichung 
(5.7) \Qyo| — 2 @ + |Myo| 0? = 0, 


und zwar diejenige, die kleiner als 1 ist. Explizit: 


Gio 
08) = Ty olan) 

Beweis: Aus Satz 13 und den in Verbindung mit (5.1) gemachten Dar- 
legungen folgt unmittelbar, daB alle f(z) €% im Kreis |z|< 9, schlicht sind, 
WO 0, diejenige Wurzel von (5.7) ist, die kleiner als 1 ist. Also gilt: 0 (%) = 0. 

Es gibt aber nach Satz 10 Funktionenspalten, nimlich (4.24), die auf 
|z| = @» eine o-Stelle der Ableitung haben. Damit ist alles bewiesen. 


§ 6. Die Sternschranke. 
Von der im EK reguliren Funktionenspalte f(z) fordern wir zusitzlich: 
1) f(z) +0 fir z+0, f(0)=0, 2) f'(z) +0. 
Die Frage nach einer Verallgemeinerung der Sternigkeit einer Funktion auf 


Funktionenspalten legt die folgende geometrische Vorstellung nahe. Eine im 
EK regulire Funktionenspalte f(z) bildet die radialen Halbstrahlen z = r e’?, 


~ 


0<r<l1, p=const., auf gewisse Kurven im Rt?" ab, die in allen ihren Punkten 
Tangenten besitzen. Der Richtungsvektor einer solchen Tangente ist gegeben 


durch 5 f (r ef?) = f’ (z)- = Wenn dann der Radiusvektor f(z) mit dem 
Tangentenvektor einen Winkel rt bildet, dessen absoluter Betrag fiir alle 
Punkte z aus 0 <|z|< r, kleiner als 5 bleibt, so heiBe die Funktionenspalte 
f(z) sternig in |z|< ro. Es gilt: 
1  » 
cost = R (fF z7’). 
Als Bedingung fiir die Sternigkeit einer Funktionenspalte j(z) in |\z|< r, ergibt 
sich also: : 
R(zff/)>O0 in O<\z\ <r. 

Satz 15: Bine im Kreise |z|< ry reguidre Funktionenspalte mit einer ein- 
fachen 0-Stelle im Nullpunkt ist genau dann sternig in \z|< ry, wenn 
(6.3) Ri{ztlz)f(2)}>0 in O<lzl<rp. 

DaB zu jeder im Nullpunkt reguliren Funktionenspalte 
(6.4) f(z) = a, 2+ ag2*+--+,a, +0, 
eine Kreisscheibe um den Nullpunkt existiert, in der f(z) sternig ist, ist un- 
mittelbar klar. Ist (6.4) eine im EK regulire Funktionenspalte, so soll die 
obere Grenze der Radien aller solcher im EK liegenden Kreisscheiben als der 
Sternigkeitsradius r {fj} von f(z) bezeichnet werden. Und ist % eine Familie 


von im EK reguliren Funktionenspalten (6.4), so heiBt die untere Grenze 
aller ihrer Sternigkeitsradien die Sternigkeitsschranke r(j) der Familie, die 
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natiirlich nur Interesse hat, wenn sie positiv ist. Sie fiir die Familie % der 
beschrinkten Funktionenspalten (6.4) mit gegebenem |a,| (0<|a,|< 1) zu 
finden, ist jetzt die Aufgabe. 


Mit (6.4) ist nach dem Scnwarzschen Lemma auch 
g(2)- 18 at aget 

beschrankt, und in g lautet die Bedingung (6.3): 

(6.5) RG gtzg)}>0 in 0<|z|<r, 

wo jetzt r,< 1. Ungleichung (4.10) lautet, in g (z) geschrieben: 


a9" 1 1—(g()/* 
\g|* l—2zz g(z)| ’ 


WA 


und da . —= eine fir 0< x< 1 monoton fallende Funktion der reellen Ver- 


ainderlichen z ist, folgt unter Verwendung der linken Seite von (4.16) (jz| = 1): 


aa _ 1 (1—lalr a,|—r 
gq? = 1—- \ lal—r 1 —|\a,|r)’ 


wenn |a,|>r vorausgesetzt wird. Es gilt also in diesem Fall: 
299” _ 1,1 189" 
HR {1 + ar} =! |*| ql? 

r Qi —r*) il _ a,|*) 


=l- 1—r (1—|a,\r) (ja,| —r) 


_— |a,| — 2r + |a,|r* 
~ (L— {ay} r) (ja,| — r) 


Es gilt demnach (6.5) jedenfalls, wenn r, gleith der kleineren der Wurzeln 
der in r quadratischen Gleichung 


\a,|— 2r +|a,|r?7= 0 
gesetzt wird (man beachte, daB |a,| > 7,). Und es ist also 
(6.6) r(})S]%, 


wenn § die oben definierte Familie bedeutet. GemaB § 5 gibt es aber be- 
schrinkte Funktionenspalten (6.4), die auf |z| = r, eine o-Stelle der Ableitung 
besitzen. Also gilt in (6.6) das Gleichheitszeichen, und es ist der folgende Satz 
gewonnen : 
Satz 16: Die Sternigkeitsschranke derjenigen Familie beschriinkter Funk- 
tionenspalten ; 
f(z) =a, 2+ a,27+°---, 


die einen vorgegebenen zwischen 0 und 1 liegenden Absolutbetrag von a, haben, 
ist gleich deren Schlichtheitsschranke (s. Satz 14). 
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§ 7. Der Satz von Jutia-Caratufopory'®), 
Sei {z,} eine unendliche Punktfolge des EK (k = 1, 2,3,...). Fiir jedes 
Glied dieser Folge kann das Schwarzsche Lemma aus Satz 5 fiir eine be- 
schrinkte Funktionenspalte f(z) hingeschrieben werden: 


| F(z) — F(ze) 
(7.1) ry 2 — — 
(f (@e)) 1 — Fen) f(z) 1 — zzz | 
vorausgesetzt, daB |f(z,)|< 1. GemaB (1.19) lat sich (7.1) umschreiben zu: 
(1 — |f (ze)|*) (1 — |F()|?) (1 — |zg|*) (1 — |2/*) 


Z—ZE | 


, 


Tete i. isa 
d. h. 
1 — F(ze) F(z)/* —§ 1—|f(ze)| 1+ \f(ex)| {1 —Zze2l* 
(7.2) ~ l= F(z)? =7{- Zk 1+ lz 1 — |z/? 
Es soll nun vorausgesetzt werden, daB 
(7.3) fin |f(z)|=1. 


zeEK 

Dann gibt es jedenfalls Punktfolgen {z,} des EK, die gegen eine Zahl ¢ vom 
Absolutbetrag 1 streben und fiir die {f (z,)} gegen eine Spalte e vom Absolut- 
betrag 1 strebt. Es mégen jetzt die Normierungen e = 1, e = e, (erste Spalte 
der Einheitsmatrix) vorgenommen werden, die stets durch unitaére Drehungen 
in z-Ebene und im Bildraum zu erzielen sind. Es wird also an f(z) die iiber 
(7.3) hinausgehende Forderung gestellt, daB es eine Folge {z,} des EK gibt, 
die gegen 1 strebt und fiir die {jf (z,)} den Punkt e, als Haufungspunkt besitzt. 
Derartige Punktfolgen sollen im folgenden nur in Betracht kommen. 

Es fehlt nun noch eine Voraussetzung, um in (7.2) zur Grenze k + oo iiber- 
gehen zu kénnen, namlich die, da8 nicht fiir jede der nun zugelassenen Folgen 


1 — f(ze) 
1 — \z 
Dann existiert nimlich wenigstens eine Folge {z,}, fiir die 
1 — |f (ze)| a " 
= Zk “= a ({zp}) 


(a endliche reelle Zahl, => 0 natiirlich). Die untere Grenze aller solcher « sei 
%», also 
(7.4) & = fin a ({z,}). 

(z,) 
Dann existiert selbstverstandlich unter diesen zugelassenen Folgen {z,} auch 
eine, fiir die 
1—|f (ze) 
(7.5) = 
strebt. Fiir sie werde der Grenziibergang in (9.2) vorgenommen, so daB sich 
die folgende fiir alle z¢ EK giiltige Ungleichung ergibt: 


(7.6) 1—efle)P _ =r 


I—lf@e = 1— BP: 


*) Fir den Fall n= 1 sei vor allem auf die klassische Darstellung bei C. Caratuko- 
pory [3], S. 22ff., verwiesen. 
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Angenommen nun, in dieser Ungleichung gelte fiir eine gewisses z = z, ¢ EK 
das Gleichheitszeichen, es gelte also 


1 — & flzo)/* 1 —2,|* 
7.7 : = ‘ 
_ I— fe ~ Ia 
Es mégen die Transformationen 
Ee 
me 1—zz’ 


— f 
g = Iy,)- [- = (fo = F (20) 
1— fof 
durchgefiihrt und g als Funktionenspalte g (w) aufgefaBt werden. Mit der 
Abkiirzung e, = I'y,) —t ergibt sich durch leichte Rechnung: 
— Toes 
1—@%g* _ 1—hfel* [les fi? 
7.8 ae £ 
= 1 — |g/* 1—efl* 2—'!f* 


und mit der Abkiirzung ¢ = — 2 ergibt sich aus (7.8) durch Spezialisierung 

— <9 
auf den Fall n = 1 sofort: 

{l—& w/* 1 —|z,|* {1 —2/* 
l1—|wt |l—2/*? 1—j2z)*° 

Somit lautet (7.6) in der neuen Bezeichnung [es wird (7.7) mitbenutzt]: 
\L—@eg* _ |l—e wo) 

1 — |g/* 1—|w/* * 


(7.9) 


Andererseits folgt unter Benutzung von Dreiecksungleichung, Caucuy- 
Scuwarzscher Ungleichung und Scuwarzschem Lemma in der einfachsten Form 
[es ist g (0) = 0], wenn die Funktionenspalten 

(7.10) q(w)=ew (/e| = 1) 

ausgeschaltet werden: 


1—vogi* _ (1—(eog)* | (1—ja)* _ 1g 


1—|g*? = 1l—ig*t = 1—\g* 1+(1g 
- 1 — \w 
(7.11) > Tr lw" 


(7.9) sagt fiir nicht-negative reelle Zahlen & w aber gerade das Gegenteil von 
(7.11) aus. Das Gleichheitszeichen in (7.6) kann demnach héchstens fiir die 
auf f(z) umgerechneten Funktionenspalten (7.10) gelten. Den Ubergang von 
(2.6) zu (2.8) und die damit in Verbindung stehenden Ausfiihrungen beachtend, 
sind das genau die folgenden: 


(7.12) F(z) = F(a) *—",, |e|=1, lal<1. 
l—aez 
Damit fiir diese Funktionenspalten f (1) = e, und (7.5) erfiillt ist, muB noch 
1 — |a/? 


7.13 re) +—S- «e,, —_f_ = 
— ote ip 
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sein. Dann aber wird das Gleichheitszeichen in (7.6) auch tatsachlich erreicht — 
und zwar fiir alle z zugleich — , wie aus Satz 5 wegen der Herleitung von (7.6) 
aus (7.1) unmittelbar folgt. 

Aus (7.6) folgt tibrigens, daB stets a, >0, denn «,= 0 wiirde at (z) =1, also 
nach der Caucnuy-Scuwarzschen Ungleichung |f(z)|= 1 liefern, was ausge- 
schlossen war. Zu jedem a, >0 gibt es aber Funktionenspalten (7.12) mit 
(7.13), denn die Bedingungen (7.13) lassen sich auch in der Form 

l+a ey 8 
1 — \a/? 


7 e:; +a 
=, e=/(a)—~ 
1+ ae, 


, t — | 
schreiben, und nun braucht z. B. nur a = =, Ly & Sesetat zu werden. 
or 


Als Familie $" («, > 0) wird die folgende Menge von beschrinkten 
Funktionenspalten f(z) — mit nm Komponenten —, deren keine eine Konstante 
vom Betrag 1 ist, erklart: f(z) gehdrt zu %2.’, wenn 1. die Menge U derjenigen 
Folgen {z,} des EK, die gegen 1 streben und fiir die lim f (zy) existiert und =e, 
' : . . . 1 — |f (zx) aa 
ist, nicht leer ist, und wenn 2. fin lim 

{zp} €% kc L — \ze 

Nun laBt sich der oben hergeleitete Satz von Ju.ia wie folgt formulieren®): 

Satz 17: Fiir alle Funktionenspalten f(z) €¥<. gilt im EK: 


a endlich ist. 





= 1— e; f(z)|? _ 1 —2/? 
(7.14) i-jj@? = 07 —\2\2° 
Schrankenfunktionenspalten sind genau die folgenden, und zwar fiir alle z zu- 


gleich: 
f(z) = Ia) ==" 


(7.15) l—adez’ 
4ade = 
1+ e,a?* + e+a 
a) =a, b) e=J (a) x 
i — ja? . 1+ ae, 


Es 14Bt sich eine geometrische Formulierung dieses Satzes geben, die 
auch zu seinem Beweise hatte herangezogen werden kénnen. Der Orizykel 


—_ 98 
b = ~~ <e¢(c¢ >0) der z-Ebene werde mit Kg bezeichnet. Die Menge der 


1 — é2 s 
1 — |z)? 
nannt und mit §," bezeichnet. Euklidisch gesehen, stellt es iibrigens das 
Innere eines speziellen Hyperellipsoids dar, das seinen Mittelpunkt im 


Punkte 3 des Rt?" mit <c(c>0) werde ein Hyperorizykel ge- 


Punkte _— e, hat und natiirlich durch e, geht. Zwei gleichlange Haupt- 
halbachsen von der Lange i haben die Richtung von e, und ie,, waihrend 
die 2 — 2 restlichen Haupthalbachsen unter sich gleich lang sind, und zwar 
die Lange Vy m= haben. 

Die geometrische Fassung des Satzes von Jutta lautet: 


*) Der Satz von Jutta in seiner Verallgemeinerung auf Systeme von zwei Funktionen 
mit 2 Veranderlichen findet sich bei A. Mr1atorr [4]. 
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Satz 18: Jede Funktionenspalte § (z) Fa nimmet fiir z¢ Rd Ki nur Werte 
aus 8"). (abgeschlossener Hyperorizykel) an, und zwar Werte aus Rd Ke, ge- 
nau dann, wenn f(z) eine der Funktionenspalten (7.15) ist. Im letzteren Falle 
wird Rd &° auf eine eindimensionale Teilmannigfaltigkeit von Rd Ko, ab- 
gebildet. 

Nun soll der folgende Satz bewiesen werden: 

Satz 19: Wenn die Funktionenspalte { (z) zu en gehért, so gehért die 
Funktion e, f(z) zu 5m. 

Beweis: DaB é, f(z) beschrinkt und keine Konstante vom Betrag 1 ist, 
ist unmittelbar einzusehen (vgl. dazu den Beweis, daB es durch (7.4) erklarte a, 
gréBer als 0 ist). 


Aus (7.14) folgt fiir reelle z = 2: 


=. = “s = 
1 — e: f(2)P S a (1 —|f(@)P) 55 

ui l—z 
= “oTt2’ 

also strebt fiir z > 1 — 0 
1 —e, f(z) +9, 

d. h. 

(7.16) e, f(x) + 1. 


Sei nun rt ein Haufungswert von f(z) fiir +1—-— 0. Dann folgt wegen (7.16): 
ét=1, 
also (wegen |r| < 1 unter Benutzung von (0.3): 
(7.17) t=. 
Demnach strebt f (x) e, fiir +1 — 0. 
Nach der Caucny-Scuwarzschen Ungleichung ist: 


ms 1— e, F(z) 1 — f(x) 
(7.18) l—z l—z ’ 
folglich 
a ; 1— le, f(z)! - 
(7.19) lim Sj} XM 
— —2z 
z—~1—0 


gemaiB der Definition von a. Wird andererseits (7.18) neben der Dreiecks- 
ungleichung in (7.14) verwandt, so ergibt sich 


(1=lefle) =| 1 — 2; f(z) = 1H Silz)) 1+ lila) 
l—z =\ l-—-z =a l=—3s l+z2z 
_. l=lefl(z)| 1+ (f(2) 
=> X : , 
l—z l+2 
also 
1 — |e; f(x) 1+ |f(z) 
. 4 <— a 
i. —~ tes 
und da 
1 + |f(x) = 


l+z 
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fir z+ 1 — 0, ist 

to | — les F(z) 
(7.20) lim <M 


z—1-—0 vad 2 

Aus (7.19) und (7.20) ist also herauszulesen, da8 

1- @, F(z) - 

l—z ° 

fir z+1— 0. Nach aus der klassischen Theorie des Jutiaschen Gedanken- 

kreises Bekannten ist damit der Satz bewiesen. Ja, es ergibt sich weiter noch 
der folgende Satz: 

Satz 20: Wenn f(z) € ae so existieren die Grenzwerte von 
1 — je, f() 
1—|z 


a) ole) | og &re 
bei Anniherung z+1 im Winkelraum, und der Grenzwert ist in jedem Fall ag. 
AuBerdem 148t sich noch leicht beweisen: 
Satz 21: Wenn f(z) € 5, so existieren die Grenzwerte von 


1 — |f(z) 
1 —|z 


> b) 


a) f(z) bzw. b) 


bei Anniherung z+ 1 im Winkelraum, und die Grenzwerte sind e, bzw. a. 

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz 20, Aussage b) genau 
wie die Uberlegung, die zu (7.17) fihrte. Zum Beweis der zweiten Behauptung 
kann (7.18) fiir komplexe Argumente benutzt werden: 


1—|f(e)| — 1—|T fe) 


l—\|zi =~ Il—tz 
Aus Satz 20, Aussage a) folgt deshalb: 
(7.21) lim += fe) S &% (z+ 1 im Winkelraum). 
z—1 7 
Andererseits ist gemaiB Definition von a,: 
1 —if(z) 
22 
(7.22) lim 1 —lz = Xo - 
ze€EK 


In (7.21) und (7.22) ist der Beweis der Behauptung erbracht. 
Es soll nun eine Untersuchung von Folgen (von Spalten) 
(7.23) f (ze) ah 
ze—l1 


(n 


fiir Funktionenspalten f(z) €{ ~ und gegen 1 strebende Zahlenfolgen {z,} 
des EK unternommen werden. Im Gegensatz zum Falle n = 1 braucht fiir 
n > 1 der Grenzwert von (9.23) nicht fiir alle Folgen {z,}, die im Winkelraum 
gegen | streben, zu existieren, d.h. mit anderen Worten, eine Winkelderi- 


vierte lim mas (z+1 im Winkelraum) braucht nicht vorhanden zu sein. 
zl me 
Das wird etwa durch das folgende Beispiel bewiesen. Die erste Komponente 


1 


von f(z) sei f,(z) = 1 + o(1 —z) 


, wo o eine positive reelle Zahl ist, waihrend 
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die zweite Komponente f,(z) = (z — 1) A(z) sei, wo h(z) eine im EK regulare 
Funktion ist, deren Absolutbetrag dort kleiner als M sein mége. Alle iibrigen 
Komponenten von f(z) seien identisch Null. f(z) ist dann im EK regular und 
strebt fiir z+ 1 gegen e,. Ferner ist 
2oR(1 —z) +07 |1 —z/* 

ou »\|2 — : oes 
(7.24) 1—|f(z)/*= eT 
7.25 = tat i feom—)_ + ot —11 + 0(1 — 2) * [AGP 
(7.25) = tod ar | 0 lst? —| + a( — 2z)|?| (z)| }. 
Fiir alle z des EK gilt offerbar 

\1 + o(1 —z)|< 1+ 2a, 


1 1 
wt 2” 


~|1 = 2/2|A(2)|2 


1 
wart Ge 


letzteres deshalb, weil w = — den EK auf die Halbebene Rt w > ; abbildet. 
Also folgt aus (7.25) fiir alle z ¢ EK: 


; 1—2/3 
(7.26) 1 — |f(z)|?> Tce. {a + o® — (1 + 2 0)? M*}. 


Wenn etwa M?= 7 . an gesetzt wird, so ist wegen (7.26) f (z) als beschrinkte 
Funktionenspalte erwiesen. SchlieBlich ist aus (7.24) unmittelbar ersichtlich, 
daB fiir reelle z = x 
1— fF (x)|* - 
1-2 ‘ 
strebt, wenn z+ 1 — 0 geht. {(z) gehért also einer Familie Se an mit ao. 
Nach Satz 21, Aussage b) ist aber sogar a,=o. Fiir die so konstruierte 
Funktionenspalte f(z) braucht nun 
" f(z) 
9 _ 
(7.27) _ =h(z) 
fiir z+1 im Winkelraum nicht zu existieren, denn es kann bekanntlich h (z) 
unter den gemachten Voraussetzungen so gewahlt werden. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen, denn (7.27) ist die zweite Komponente von (7.23). 
Es laBt sich aber der folgende Satz beweisen: 
Satz 22: Der Vorrat der Grenzwerte } konvergenter Folgen 
_ i (zx) — es 
(7.28) a 
fiir die Funktionenspalten f(z) go erfiillt genau die (2 n — 2)-dimensionale 
ebene Mannigfaltigkeit 


(zz > 1 im Winkelraum) 


(7.29) ei 0 = a. 
Beweis: Wenn der Grenzwert von (7.28) existiert und = # ist, so folgt: 
= f(s) —e, = 
ey —_— e, 0, 
d. h. 
1 — @; f (ze) + & 0. 


l—z 
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Nach Satz 20, Aussage b) ist also dann 
€ 0 = a. 
DaB jedes # mit (7.29) als Grenzwert von (7.28) auftreten kann, wird schon 


durch die speziellen Funktionenspalten (7.15), die bekanntlich zu i gehéren, 


erwiesen. Jene besitzen sogar eine Ableitung im Punkte 1: 


6 =1m — T (Pr) ——— ~ Pine } 


21 1—Te 
(7.30) = F(a) H—S%e _ 148% _ Pq) (E ~ a G) F(a) (e, +0) 
(1 — ae)* (1 — aa)? 
1+4e, é, +a 
—-(e, + a) = ———— . 
i — jay ( . l1+e,a 


Wird nun a = 090 —e, gewahlit mit passendem reellen 9 + 0, so ist (7.30) 

wegen (7.29) Geniige getan. Damit (7.15) a) erfiillt ist, muB 9 = a 
0 

gewahit werden, wie eine leichte Rechnung zeigt. Damit ist alles bewiesen. 


Literaturhinweise. 


{1] Bexnwxe-Tuutien: Theorie der Funktionen mehrerer kompl. Veranderlicher. 
(Ergebnisse der Math. und ihrer Grenzgebiete, 3. Bd.) — [2] Bocuner-Martin: Several 
Complex Variables. Princeton 1948. — [3] Cararutopory, C.: Funktionentheorie II, 
Verlag Birkhauser Basel, 1950. — [4] Mmoviarorr, A.: Sur une Propriété des Transfor- 
mations dans l’Espace de deux Variables Complexes. C. R. Paris 200 (1935). — [5] Som- 
MER, Fr.: Die Geometrie der Hyperkugelautomorphismen. (Schriftenreihe Math. Inst. 
Univ. Miinster, Heft 3) Miinster/Westf. 1949. 
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Zur Theorie der Singularitaten analytischer Funktionen 
und Flachen. 


Von 
Woxreane Rorustei in Marburg (Lahn). 


Einleitung. In der neueren Theorie der analytischen Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen spielen die harmonischen Nullmengen eine wichtige 
Rolle, die eingehend untersucht wurde. Geht man zu zwei unabhingigen 
Verinderlichen iiber, so sind ahnliche Eigenschaften zunichst von Ebenen- 
mengen w = c zu erwarten, wenn c eine harmonische Nullmenge durchlauft. 
Da fiir solche Mengen z. B. der Rremannsche Satz von der hebbaren Un- 
stetigkeit gilt, ist leicht zu sehen und bekannt. In diesem Fall kénnen die 
Mengen viel allgemeiner charakterisiert werden, wie es mehrfach geschehen 
ist. Schon bei einfachen Aufgaben wird man nun auf die interessante Frage 
gefiihrt, wie es mit denjenigen Satzen steht, die kein Analogon bei nur einer 
Veranderlichen haben. Einen Beitrag hierzu liefert diese Arbeit. 

Unter 1. und 2. wird gezeigt, daB die angegebenen Ebenenmengen, grob 
gesagt, keinen EinfluB auf die Bildung der Regularitatshiille eines Gebietes 
haben. Das gilt fiir eine Klasse von Punktmengen, die ich B-Mengen nenne. 
Beim Beweis ist wesentlich eine Verallgemeinerung der Regularititsradien, 
die ,,Regularitatszahl o(z)“ und ihr superharmonischer Charakter. Die 
Funktion o(z) oder ahnliche auf gleiche Art konstruierte Funktionen werden 
vermutlich auch sonst bei der Bildung der Regularitatshiillen von Nutzen 
sein. 

In 3. werden einige Folgerungen gezogen, die sich auch als Saitze vom 
Typus des Hartocsschen Hauptsatzes aussprechen lassen. 

Der bekannte THuLLENsche Satz iiber die Singularitaten einer analyti- 
schen Flache [Math. Ann. 111 (1935)] gilt ebenfalls noch, wenn statt einer 
Singularitatenfliche eine Menge von Singularitiatenebenen w = c (c aus einer 
harmonischen Nullmenge) zugelassen wird (Satz 6). In Verbindung mit den 
vorhergehenden Ergebnissen ergibt sich so in einfacher Weise ein Satz iiber 
Funktionen einer Veranderlichen (Satz 7 und 7’), der unter schirferen Vor- 
aussetzungen von K. Nosutro bewiesen wurde. 

Der THULLENsche Satz ist inzwischen auf niederdimensionale analytische 
Flichen des R®" iibertragen worden*). Das zum Beweis von Satz 6 benutzte 
Verfahren — auf einer Verallgemeinerung eines Satzes von Rap6é beruhend — 
erlaubt es, auch unseren Satz entsprechend zu formulieren (Satz 6’). Das ist 
der wesentliche Inhalt von 4. und 5. 


*) Vgl. R. Remmerr und K. Srem: Uber die wesentlichen Singularitéten analytischer 
Mengen. Math. Ann. Bd. 126. 
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Die Durchfiihrung des Beweises von Satz 6’ stieB auf die Schwierigkeit, 
daB bisher keine systematische Darstellung der Theorie der niederdimensio- 
nalen analytischen Flaichen vorlag, die fiir diesen Zweck ausreicht. Diese 
Theorie wird in der zitierten Arbeit von RemMERT und Stern gegeben. In 
der Absicht, die Lektiire meiner Arbeit zu erleichtern, gebe ich unter 9. im 
AnschluB an das Lehrbuch von Oscoop zum Teil ohne Beweis die Sitze an, 
auf die ich mich stiitze. 


Unter 6. wird ein Analogon des Harrocsschen Hauptsatzes fiir (2 » — 2)- 
dimensionale analytische Flichen des R*" (n => 3) bewiesen (Satz 8). Dabei 
wird Satz 6 wesentlich benutzt. Ohne Beweis sei erwahnt, daB aus Satz 8 
folgt : § sei eine (2 — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit in |z;|<1;i=1,...,n. 
Ist nun jeder der Schnitte von § mit einer der (2 » — 2)-dimensionalen Ebenen 
z;,= const. algebroid, so ist auch § algebroid (n = 3). 

Viele Beweise sind aus dem Text herausgenommen und unter 8. bis 11. 
nachgetragen. Unter 7. wurden mehrfach benutzte bekannte Satze zusammen- 
gestellt. 


1. Schon bei der Konstruktion der Regularititshiillen sehr einfacher Ge- 
biete st6Bt man auf eine Frage, die, soweit ich weiB, bisher noch nicht behandelt 
wurde. Sei etwa gy =|w|*+ |z|* und S die Kugelschale 1/2 < pg <1. Dann 
ist bekanntlich die Kugel K = (g < 1) die Regularitatshiille 9(S) von S. 
Ist weiter Z eine analytische Ebene und K’= K — E; S’= S — E, so ist auch 
jetzt K’= 9(S’). Werden nun aber K und S an mehreren Ebenen £,, ge- 
schlitzt, so machen beim Nachweis von K — J E,,= 9(S — Z E,,) die Schnitt- 
punkte der Z,, Schwierigkeiten. Das fiihrt zu der Aufgabe, Punktmengen M 
anzugeben, fiir welche bei beliebigem Gebiet G die Relation 


(H) $(G — M)29(@)-M 


gilt. Der Einfachheit halber mégen nur niederdimensionale M — d.h. M 
liegt auf dem Rand von R*— M und R‘— M ist offen — betrachtet werden. 


Definition 1. Die niederdimensionale Menge M heiBe H-Menge, wenn sie 
bei beliebigem Gebiet G der Relation (H) geniigt. 
Auf Grund der Oxaschen Lésung') des Levischen Problems geniigt es, 


um H-Mengen zu finden, eine andere Aufgabe zu behandeln. Der allgemeine 
Kontinuitiatssatz?) lautet: 


(K). Die Funktion f(w, z) sei in dem schlichten Gebiet G regular und ein- 
deutig; §,, und  seien abgeschlossene analytische Flaichenstiicke mit den 
Randern C,, und C, ferner §, in G und C in G enthalten. SchlieBlich mége 
lim §, = F in folgendem Sinne gelten: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein m, so daB 
® ganz in der e-Umgebung von §, und C, ganz in der e-Umgebung- von C 


1) Oxa, K.: Domaines pseudoconvexes. The Tohoku Math. J. (1942). Siehe auch den 
Bericht von H. Bennxe und K. Srer: Die Singularitéten der analytischen Funktionen 
mehrerer Veranderlichen. Nieuw Archiev voor Wiskunde 23, 2 (1951). 

*) Vgl. z. B. Benwxe, H.: Der Kontinuitatssatz und die Regulirkonvexitét. Math. 
Ann. 113 (1936). 
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enthalten ist, wenn n > m. Dann gibt es eine Umgebung U (§), so daB f (w, z) 
in GU U () eindeutig und regular definierbar ist. 

Bleibt (K) richtig, wenn G, U (%) durch G’= G — M, U’ = U(G) — M er- 
setzt wird, so ,,gilt (K) in G— M“. 

Definition 2. M ist K-Menge, wenn (K) bei beliebigem G in G — M gilt 
(kurz: wenn (K) in R*— M gilt). 

Satz 1. Jede K-Menge ist H-Menge. 

Beweis. Die entscheidende Aussage des Oxaschen Satzes ist: Wenn das 
schlichte Gebiet G nicht Regularitatsgebiet ist, so gilt (0): 

Es gibt analytische Flachenstiicke &, ,¢§ mit den Randern C,, C, so daB: 
1.,, und C ganz in G liegen; 2. auf § Randpunkte von G liegen; 3. lim §, = §. 

Es sei nun M eine K-Menge, aber nicht H-Menge. Dann gibt es ein Ge- 
biet G, so daB 9(G) — M nicht in §(G— M) enthalten ist. Also existiert 
in $§(G) —M eine Kugel K, welche nicht in 9(G— M) liegt. Der Durch- 
schnitt D von $(@) und 9(G — M) ist Regularitatsgebiet, umfaBt (G — M) 
und enthalt K nicht. Sei M, der Teil von M auf dem Rand von 9 und 9, 
= + M,. Da M niederdimensional ist, umfabt D, das Gebiet G; D, ent- 
halt aber nicht 9(@). Daher kann 9, nicht Regularitatsgebiet sein (sonst 
wire der Durchschnitt 9,(G@) Regularititsgebiet, also 9(G) nicht die 
Hiille von G@). Infolgedessen erfillt 9, die Bedingung (0). Da M, mit M 
eine K-Menge ist, kann dann wegen des Kontinuititssatzes (K) auch 9 kein 
Regularitatsgebiet sein. Das ist ein Widerspruch. 


2. Eine Klasse von K-Mengen erhalt man folgendermaBen. 

Definition 3. M heiBe B-Menge, wenn es zu jedem P aus M eine Kugel U 
um P und eine in U — M reguliire biharmonische Funktion b(w, z) gibt, so daB 
fiir REM; Q,> R; Q,¢ U — M immer lim 6(Q,) = + © ist. 

Wichtige Eigenschaften der B-Mengen sind: 

Bl. Mit M ist auch jedes analytische Bild von M eine B-Menge. 

B2. Ist § ein analytisches Flaichenstiick, so liegt entweder F ganz auf M 
oder §\ M ist analytisches Bild einer ebenen harmonischen Nullmenge. 

Beim Beweis kann man F = (w = 0) setzen. Die Funktion 6 (0, z) ist har- 
monisch auf § — (7M), also auch — nach der Festsetzung (0, z) = + 00 
auf § -\M — superharmonisch auf §. Entweder also ist b(0,z) = + oo, d.h. 
§ liegt auf M, oder §/\ M ist eine harmonische Nullmenge [Satz d)]*). 

B3. Es sei F eine Familie auf M gelegener analytischer Flachenstiicke 
und g ein nicht zu F gehériges analytisches Flachenstiick. Dann ist Fg 
Bild einer ebenen harmonischen Nullmenge. (Folgt sofort aus B2). 

Satz 2. Jede B-Menge ist K-Menge, also auch H-Menge. 

Der Beweis (unter 8.) stiitzt sich auf eine Verallgemeinerung des Begriffs 
der Regularitatsradien*). Dazu sei M eine B-Menge und 


8 = {w|< 1;|z\< 1}; R= {5 <|w|< 1; |z|< il; RAM =O. 


%) Die Satze a)—-e) sind unter 7. zusammengestellt. 
*) Ich beschranke mich auf das im folgenden grade ZweckmaBige. 
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Es mége eine in 8 — M regulire biharmonische Funktion 6(w, z) geben, fiir 
die lim 6(Q) = + o ist. 

Q-M 

Bei festem z’ bezeichne nun B,(A,z’) den Durchschnitt von b(w, 2’) < J 
und |w|<1, und B(A,2’) die Vereinigung von B,(A,z’) und 1/2 <|w|< 1 
(alles auf z = z’). 

Endlich mége f(w,z) in N regulir und eindeutig sein. Regularitétszahl 
oe (z’) von f(w, z) [bez. b(w, z)] werde nun genannt die gréBte positive Zahl, 
so daB B(A, z’) fiir alle 1 < 9(z’) dem Regularitatsgebiet von f{(w, z) angehért. 

Satz 3. Die Regularitétszahl o(z) ist superharmonisch (Beweis unter 8.). 

Besonders einfache B-Mengen M sind die, fiir welche es zu jedem Punkt P 
aus M eine Kugel U und eine in U regulire Funktion p(w, z) gibt, die auf M 
nur Werte aus einer harmonischen Nullmenge annimmt. Offenbar bestehen 
sie aus analytischen Flachenstiicken. Sie sollen kurz F-Mengen heiBen. DaB 
die F-Mengen tatsichlich B-Mengen sind, ergibt sich unmittelbar aus dem 
wichtigen 

Satz von Evans®). N sei eine beschriinkte harmonische Nullmenge. Dann 
gibt es eine auBer in co und N iiberall reguliire Potentialfunktion u(z) mit 
lim u(Q) = + oo. 

Q-N 

Bei den F-Mengen hat man einfach b(w,z) = u(g(w,2z)) zu setzen, um 

der Bedingung fiir B-Mengen zu geniigen. 


3. Eine besondere Folge dieser Ergebnisse wollen wir genauer betrachten. 
Fiir H-Mengen, erst recht also fiir B- oder F-Mengen M gilt offenbar 

Satz 4. Sei 3 = {w|< 1; |z|< 1}; 8, = {w|< 1; |z/< e}; 

R = [- < |w|< 1; |z|< 1} und 8’ = 8 — MU; 83:=8,-— MU; 
R=R- M. 
Ist nun f (w, z) eindeutig und regulér in R’ U8 , so auch in 8’. 

Das ist die natiirliche Verallgemeinerung eines bekannten Satzes (er folgt 
sofort aus dem superharmonischen Charakter der Regularitétsradien), in 
welchem M eine harmonische Nullmenge analytischer Ebenen w = const. ist. 

Eine wesentliche Verscharfung dieses Satzes lat sich nun weder aus der 


Tatsache, daB jede F-Menge H-Menge ist, noch mit Hilfe der gewéhnlichen 
Regularitatsradien (jedenfalls nicht auf einfache Art) ableiten. 


Satz 5 (Bezeichnungen wie in Satz 4). M sei eine harmonische Nullmenge 
von Ebenen w = const. und Y eine Punktmenge in |z|< 1 von positivem har- 
monischem MaB. Ferner sei R7-\M = 0 und f (w, z) regular und eindeutig inR 
und auBerdem in den punktierten Kreisen 


{z= dausP; win {(w)|< 1) — M}. 


5) Evans, G. C.: Potentials and positively infinite singularities of harmonic functions. 
Mh. f. Math. u. Phys. 43 (1936). Die Funktion u (z) spielt in vielen funktionentheoreti- 
schen Untersuchungen eine wichtige Rolle. Vgl. z. B. Nosutro, K.: On the singularities 
of analytic functions with a general domain of existence. Proc. of the Japan Acad. 22 
(1946). Dort auch weitere Literaturangaben. 
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Dann bleibt f (w, z) in 8’ regulir und eindeutig. 


Beweis. Zu M bilde man die Evanssche Funktion u(w) und zu 6(w, z) 
=u(w) die Funktion o(z). Da auf D iiberall 9 (z) = + co und $ von positivem 
MaB ist, so ist 9 (z) = + @ [Satz d) unter 7.]. 

Zusatz. Es geniigt sogar vorauszusetzen, daB die Funktionen f(w, d) fir 
d aus B in {(w|< 1) — M} regular sind. Dann hat man eine Aussage aus 
dem Kreis des Hartogsschen Hauptsatzes. Entsprechendes gilt fiir mero- 
morphe Funktionen. Nach Oxa ist nun zwar jedes Meromorphiegebiet auch 
Regularitatsgebiet. Jedoch sehe ich nicht, wie man auf Grund dieses Satzes 
die Sonderbehandlung der meromorphen Funktionen beim Harrogsschen 
Hauptsatz ersparen kénnte*®). 


Die Frage, ob Satz 5 auch fiir beliebige B-Mengen gilt, ist zu bejahen. 


Satz 5’ (Bezeichnungen wie in Satz 4). M sei B-Menge und G eine Punkt- 
menge in |z|< 1 von positivem Maf. Keine Ebene z= d€Q soll ganz auf M 
liegen. Ist f(w,z) regulir und eindeutig in R'=R— M (es braucht nicht 
R-\M =0 zu sein) und in den punktierten Kreisen {z = d€B; w in [(\w| < 1) 
— M}}, so auch in 8’ = 8 — M. Dasselbe gilt fiir meromorphe Funktionen. 


Beweis. 1. Man fixiere zunichst d,€ so, daB erstens der Durchschnitt 9D, 
von % und |z —d,|<e fiir jedes e < 0 positives harmonisches MaB besitzt 
[Satz b)]. 

2. Der Schnitt M, von M und z= d, hat dann das harmonische MaB 0 
(vgl. B2). Zu jedem Punkt P von M, als Mittelpunkt gibt es daher beliebig 
kleine Kreise |w — P|= 8, welche M, nicht treffen [Satz c)]. s sei so klein, 
daB eine in {{]jw— P|< 2s; |z—d,|< 2s] — M} regulire biharmonische 
Funktion 6 (w, z) existiert, fiir welche lim b(Q) = + o~ ist. 

Q>M 

3. Man fixiere jetzt e<0 so, daB R, = {s —e<|w— P\|<s+e;|z—d,| 
<e} und M punktfremd sind. Bildet man nun 9 (z) beziiglich b(w, z) und R,, 
so folgt wie in Satz 5, daB o(z) = + oo ist. Also ist f(w,z) in {]w — P|<s; 
z — d,|< e] — M} regular. 

Da M abgeschlossen ist, geniigen endlich viele der so zu jedem Punkt 
von M,= Mr\(z = d,) konstruierten Umgebungen, um M, zu iiberdecken. 
Daher folgt: 

Es gibt ein e,> 0, so daB f(w, z) in {[|z — dy| < ey; |w|< 1] — M} regular 
bleibt. 


Damit ist man im wesentlichen bei den Voraussetzungen von Satz 4. 


Zusatz. Fiir B-Mengen laBt sich Satz 4 auch direkt ableiten (vgl. dazu 
den Beweis von Satz 2). Man braucht also nicht Satz i heranzuziehen, der ja 
auf den tiefliegenden Oxaschen Ergebnissen beruht. 


*) Zum Harroasschen Satz vgl. P. Letone: Sur quelques problémes de la théorie 
des fonctions de deux variables complexes. Ann. sci. Ecole norm. sup. ITI, 8. 58 (1941). — 
Fiir meromorphe Funktionen vgl. meine Arbeiten in: Math. Zeitschr. 58 (1950) und Math. 
Nachr. 3 (1949); ferner das Referat von P. Letone in Math. Reviews 11 (1950). 

Mathematische Anna!en. 126. 16 
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4. In Verbindung mit der Verallgemeinerung eines Satzes von P. THULLEN’) 
laBt sich aus Satz 5 eine interessante Folgerung ziehen. 

Satz 6 (Satz von THULLEN). Das analytische Flichenstiick gq sei algebroid 
in 8 = {\w|< 1;|z|< 1} abgesehen héchstens von den Punkten der Ebenen 
w= c, wo die c einer harmonischen Nullmenge angehéren. Ist Q singular in 
einem Punkte (c,,0), so in allen Punkten des Kreises {w = ¢,;|z|< 1}. (Be- 
weis unter 9.) 

Aus Satz 5 folgt nun 


Satz 7. Schneidet g (unter den Voraussetzungen von Satz 6) keine der Ebenen 
z= d€Q in unendlich vielen Punkten, so ist J eine harmonische Nullmenge 
(Beweis unter 10.). 

Dieser Satz befreit einen kiirzlich von K. Nosutro®) auf ganz anderer 
Grundlage bewiesenen Satz von unnétigen Einschrankungen. Wie man den 
urspriinglichen THuLLENschen Satz als Ubertragung des Casorati-WEIER- 
strassschen Theorems in die Sprache der Flaichentheorie auffassen kann, so 
entspricht Satz 6 dem gleichen Theorem fiir nichtisolierte Singularititen. 
Und Satz 7 gibt eine Auskunft iiber die Dichte Picarpscher Ausnahmewerte 
z= d. 

Da Satz 6 sich ohne weiteres (und zwar durch Abbildung im kleinen) auf 
F-Mengen iibertragen laBt, ergibt sich aus Satz 5 noch der allgemeinere 


Satz 7’. M sei F-Menge und g in 8 — M algebroid, jedoch in wenigstens 
einem Punkte von M singuliér. Schneidet nun gq keine der Ebenen z= dé 
in unendlich vielen Punkten, so ist T eine harmonische Nullmenge. 


5. Der Beweis des urspriinglichen THULLENschen Satzes (und ebenso der 
seiner Verallgemeinerung) beruht auf zwei wesentlich verschiedenen Aus- 
sagen (Hilfssatz 1 und 2 unter 9.) Beide leitet THULLEN mit Hilfe des zweiten 
Covustnschen Satzes ab. Fiir die Ubertragung auf andere Fille ist es jedoch 
zweckmaBig, den Coustnschen Satz zu vermeiden. Das ist unter 9. geschehen. 

Hilfssatz 2 kann (beim alten Satz), wie bekannt, aus einem Satz von 
Rap6*) abgeleitet werden, den H. CartTan!®) besonders kurz bewiesen hat. 
Der Rapdésche Satz laBt sich allgemeiner fassen, so daB er auch in unserem 
Falle ausreicht. Auch der Cartansche Beweisansatz ist durchfiihrbar, wenn 
statt des Logarithmus die Evanssche Funktion genommen wird"). 


Satz von Rav6. In dem echten Teilgebiet G des Einheitskreises sei w(z) 
heschriinkt und k-wertig algebroid, aber nicht konstant. B sei der in |z\< 1 


) Tuutten, P.: Uber die wesentlichen Singularitéten analytischer Funktionen und 
Flachen im Raume von n komplexen Veranderlichen. Math. Ann. 111 (1935), Satz 2. 

*) A. a. O., Theorem 8 und 9. 

*) Rapé, T.: Uber eine nicht fortsetzbare RrzemannscheMan nigfaltigkeit. Math. Zeit- 
schr. 20 (1934). 

1°) CarTAN, H.: Sur une extension d’un théoréme de Rap6. Math. Ann. 125 (1952). — 
Zum Satz von Rapé vgl. auch: H. Benne u. K. Stem: Modifikation komplexer Mannig- 
faltigkeiten und Rremannscher Gebiete. Math. Ann. 124 (1951). 

11) THULLEN benutzt den Rapdéschen Satz nicht, sondern leitet ihn aus dem seinen von 
neuem her. Dies Verfahren ist auch bei Satz 6 vollstandig durchfiihrbar, aber etwas um- 
standlicher. 
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gelegene Teil des Randes von G. Dann gilt: Gehéren alle Randwerte von w(z) auf B 
einer harmonischen Nullmenge N an, so ist w(z) im Einheitskreis k-wertig algebroid. 

Zusatz 1. Die Voraussetzung kann weiter abgeschwicht werden. Nicht 
alle Randwerte von w(z) auf B miissen in N liegen. Es geniigt anzunehmen: 
Zu jeder Folge z,+ «¢€ B gibt es eine Folge von Funktionswerten w(z,), 
deren Grenzwerte simtlich zu N gehéren. 

Beweis. Man bilde zu N die Evanssche Potentialfunktion u(w) und dann 
die Funktion A(z) = u(w(z)). Sie ist k-wertig harmonisch in G und dort 
nach unten beschrankt. Ferner gibt es zu jeder Folge z,~a€ B eine Folge 
von Funktionswerten, so daB h(z,)++ 0c. Die Summe H = h,+---+ hy 
der Zweige von h (z) ist in G eindeutig, harmonisch und hat auf B den einzigen 
Randwert + co. Man ergiinze H durch die Festsetzung H = + oo in {(/z|< 1) 

G} zu einer im Einheitskreis superharmonischen Funktion. Nach Satz d) 
ist entweder H = + co oder B vom harmonischen Ma8 0. Im ersten Fall 
ist h, also auch w eine Konstante. Das widerspricht der Voraussetzung. Im 
zweiten Fall betrachte man die symmetrischen Grundfunktionen der k-Zweige 
w,,...,W,. Sie sind in G eindeutig, regulir und beschrinkt. Infolgedessen 
bleiben sie auch auf B noch regular'*). Dann ist w(z) im ganzen Einheits- 
kreis k-wertig algebroid. 

Zusatz 2. Es ist fiir den Beweis von Hilfssatz 2 (unter 9) bequem, eine 
noch etwas allgemeinere Fassung zu besitzen. Seien w',...,w” in @ be- 
schrankt und k,- wertig algebroid, aber kein w® konstant. Gilt dann: Zu 
jeder Folge z, > «€ B gibt es eine Folge von Funktionswerten wn (z,), deren 
Grenzwerte simtlich zu N gehéren, so ist jede Funktion w® in |z|< 1 
k,-wertig algebroid. 

Beim Beweis setze man h(z) = u (w (z)) 4---- + u(w™(z)) und schlieBe 
wie friiher weiter. 

Der Rapésche Satz (mit Zusitzen) gilt ebenso fiir Funktionen von mehreren 
Variablen ; das folgt aus dem bewiesenen auf Grund des Harrocsschen Haupt- 
satzes. Infolgedessen geht der Beweis von Satz 6 fiir (2 n — 2)-dimensionale 
analytische Flachen g des R®" ganz analog. 

Wie in der Einleitung angegeben, laBt sich Satz 6 sogar auf niederdimen- 
sionale analytische Flachen des R®" ausdehnen. Im R* kann eine zweidimen- 
sionale Flache g? zweidimensionale Singularitatenflachen haben, im R®" eine 
g”* 2 k-dimensionale Singularitatenflachen. 

Satz 6’. Sei g** algebroid in 8 = {\w,\< 1;...;|w,_zp]|< 1;|4\<1;...; 
z%|< 1} abgesehen héichstens von den Punkten der Ebenen w,= ¢;..-; Wy—z 
= Cy_,, wobei c, in N, liegt und alle N; harmonische Nullmengen sind. Ist dann 
g’* in P=(c°,...,c,_,,0,...,0) singuldr, so auch in allen Punkten des 
Zylinders {w,= c*; .. .; Wy_p= Cn—ei |%|< 1; .. -3|z%|< 1}. (Beweis unter 9.) 


6. Satz 6 (fiir vierdimensionale Flichen im R*) erlaubt es, ein Analogon 
des Hartoasschen Hauptsatzes fiir vierdimensionale analytische Flichen des 


12) Vgl. Nevanuinna, R.: Eindeutige analytische Funktionen, S. 132, Satz 2. Berlin: 
J. Springer, 1936. 


16* 
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R* abzuleiten. Gleiches gilt fiir (2 — 2)-dimensionale analytische Flachen 
des R®". Die bei Funktionen iiblichen Methoden versagen hier, weil man 
keinen Ersatz fiir die Regularitatsradien hat. 

Satz 8. (Hartoesscher Satz fiir Flichen.) Fiir die Mannigfaltigkeit M 
méige gelten: 

a) Der Durchschnitt von M und 8, = {\w|< 1;|z,|< e;|z,|<e} besteht aus 
endlich vielen vierdimensionalen analytischen Flichenstiicken. 

b) Fiir alle c mit|c|< 1 besteht der Durchschnitt von M und {w = c;|z,|< 1; 
|< 1} aus endlich vielen zweidimensionalen analytischen Flichenstiicken § (c), 
die sich nicht erweitern lassen. 

c) Jedes F(c) schneidet 8, = {\w\|< 1; |4\< y; |eai< ys y < e}. 

Dann besteht M in 8 = {\w|< 1; |z,|< 1; |z,|< 1} aus endlich vielen vier- 
dimensionalen analytischen Flichenstiicken. Kurz: M ist in 8 algebroid. 

Er folgt aus dem 

Hilfssatz. Sei r <1; §,= {\w\<1r;|z,|<1r;|z,|<7r} und M, der Teil 
von M\8,, der den Bedingungen a) bis c) geniigt. Ferner mége c in |w|< r 
eine abgeschlossene Menge J von positivem Ma8 durchlaufen. 

Dann gibt es in G ein c,, so daB M, in der Umgebung jedes Punktes von 
{w = ¢,;|2,|< 1r;|z,|< r} algebroid ist (Beweis unter 11.). 


Beweis von Satz 8. Es geniigt zu zeigen, daB M, in 8, algebroid ist. Sei 
r’< r und $ die Menge der c, fiir welche auf {w = c;|z,!< r’;|z,\< 1’} eine 
Singularitét von M, liegt. QB ist abgeschlossen und nach dem Hilfssatz vom 
MaB 0. Wegen Satz 6 ist dann aber $B leer. Also ist M, in 8, algebroid. 


7. Mehrfach benutzt werden folgende bekannten Sitze. Darin seien: 
G ein beschranktes Gebiet der w-Ebene, N und D abgeschlossene Punktmengen 
in G, N eine harmonische Nullmenge und % von positivem harmonischem MaB. 


co 


Satz a)*). Ist J = >’, und sind die B,, abgeschlossen, so hat wenigstens 
1 


eine der J, positives harmonisches MaB. Daraus folgt 
Satz b). In gibt es einen Punkt c, so daB der Durchschnitt von |w—c|< e 
mit DB fiir jedes e < 0 positives harmonisches MaB hat. 


Satz c)**). Um jeden Punkt c aus N als Mittelpunkt gibt es beliebig kleine 
Kreise, welche N nicht treffen. 


Satz d)**). Ist h(w) superharmonisch in G und h(c) = + co fiir alle c aus B, 
so ist h(w) = +o. 

Satz e)**). In {we G — N;|z|< 1} gilt die zweite Aussage von Cousin: 
Jedes dort algebroide analytische Flachenstiick besitzt eine regulare Dar- 
stellung g(w, z) = 0. 


13) Vgl. Nevaninna, a. a. O., S. 119. 

44) Vgl. etwa: Brevot, J. de Math. 19 (1940), théoréme D, S. 334. 

5) Vgl. etwa Leone, a. a. O., théoréme 10, S. 105. 

6) Vgl. Oscoop, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1. Lieferung, S. 264, 
2. Auflage. Leipzig: C. G. Teubner 1929. 
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8. Beweise von Satz 3 und Satz 2. 

Satz 3. o(z) ist superharmonisch. 

Beweis. 1. Ist 9(z) nicht beschrinkt, so setze man 9,(z) = min (9 (z), A) 
und @(z) = lim g,(z). Sind die o,(z) superharmonisch, so auch 9 (z)?”). 

2. Man darf nun o(z) als beschriankt annehmen. AuBerdem ist 0 (z) offen- 
bar halbstetig, also summierbar. Infolgedessen la8t sich das Kriterium™) 
benutzen: Gilt fiir jeden in G enthaltenen Kreis |z — «|< r die Ungleichung 


22x 


ry f ola+reaoso(e), 
so ist 9 in G superharmonisch. — 

Sei 0(#) = o (a + e**). O(@) ist als Limes einer Folge stetiger Funktionen 
y,,(?) < @(@) darstellbar’®). Es geniigt also zu zeigen: 

Sei |z — «|< r in G enthalten, y(#) stetig und w(#) < 0(#), ferner h,(z) 
die in |z— a|<r regulire Potentialfunktion mit den Randwerten y(#). 
Dann ist h,(z) < o(z) in|z — a|< r. Mit anderen Worten: 

(*) f(w, z) ist in @ = {w aus B {h,(z), z}; |z — «|< r} regular. 

Das Gebiet B {h,(z’), z'} der Ebene z = z’ setzt sich aus 1/2 <|w|< 1 und den 
hiermit zusammenhangenden Teilen des Durchschnitt von b(w, z’) < h,(z’) 
(d.h. e&&-" <1) und |w|<1 zusammen. Seien ® = {1/2<|w]<1;|z—a|<r} 
und 9 = {e’-"<1;|z—a|<r} die entsprechenden Teile von B =RU9. 
Auf dem Randhyperflachenstiick |z — «|= r von @ ist f(w,z) nach Voraus- 
setzung regular. 

Zum Beweise von (*) erginze man b, h zu regular-analytischen Funktionen 

(w, z) = b(w, z) + t-c (w,z); A(z) = h,(z) + ¢-h,(z). Dann ist A eindeutig, 
g dagegen im allgemeinen nicht. Die aus der Vieldeutigkeit von g entspringenden 
Schwierigkeiten lassen sich wie folgt iiberwinden. 

© kann: beliebig genau durch einen Bereich © CD approximiert werden, 
dessen innere Punkte den Relationen 
(€) gp =|e—*|2— » (| wl? + |z|*) <I; (y, > 0);|wl< 1;|z-—al<r 
geniigen, waihrend sein Rand das nicht tut. Uberdies kann y so klein ge- 
nommen werden, daB in € stets p> 0 ist. Allgemein sei € (¢) der Teil von ©, 
in welchem  < t ist. Die €(t) haben die Eigenschaften: 

C1. Wenn t > #’, so E(t) > C(#’). 

C2. Liegt P in © und ist g(P) = t’, so ist P Randpunkt von €(¢’). Es 
gibt beliebig kleine Umgebungen U von P, deren in » < ?’ gelegener Teil U 
ein einziges Gebiet ist. 

C3. Sei E(t’) die Menge der Randpunkte von ©(t’) mit g =?’ und U 
eine Umgebung von ¢ (¢’). Dann gibt es ein e < 0 derart, daB €(t) in €(’)UU 
enthalten ist, wenn nur 0 < t — t'< e. 

C 1 folgt aus der Definition. C 2 wird unten (Hilfssatz) bewiesen. C 3 folgt 
aus der Stetigkeit von @ und C 2. ° 

7) Vgl. Rap6, T.: Subharmonic functions, 8. 14, 3.6. Ergebn. d. Math. und ihrer 
Grenzgebiete 5, 1. Berlin: J. Springer 1937. 

18) Ravé, a. a. O., 8. 7, 2.3. 

1%) Rapé, a. a. O., S. 1, 1.3. 
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Es ist zu zeigen, daB f (w, z) in RV € regular und eindeutig bleibt. Anderen- 
falls muB es ein gréBtes t,< J" geben, so daB f (w, z) noch in Rv C (t,) regular 
bleibt (vgl. C1). Wegen C3 geniigt es, um einen Widerspruch herbeizu- 
fiihren, zu zeigen, daB f (w, z) noch in einer hinreichend kleinen Umgebung U 
von ¢ (t,) regular bleiben muB. Sei nun ~(P) =t, und F (w, z) ein Funktions- 
element der (im groBen im allgemeinen vieldeutigen) Funktion g(w, z) — h(z). 
Die Voraussetzungen des Hilfssatzes (s. unten) sind dann erfiillt. Folglich 
gibt es genau eine lokale Fortsetzung von f(w,z) im Punkte P. Man sieht 
nun leicht, daB diese lokalen Fortsetzungen in einer hinreichend kleinen Um 
gebung von ¢(t,) eine eindeutige regulire Funktion, die gewiinschte Fort- 
setzung von f (w, z), erkliren. 

Es steht noch aus der 

Hilfssatz. Es sei F(w.z) in U regular und eindeutig; P = (w,,z,) in U; 

y =|F (w, z)\?— y(\w|?+\z/"); (vy, > 0) und p(P) =T. 

Dann gilt: 

1. Es gibt eine Umgebung VC U, deren in g <I" gelegener Teil V ein 
einziges Gebiet und nicht leer ist. 

2. Ist f(w, z) in V regular und eindeutig, so existiert in P genau eine lo- 
kale Fortsetzung von f{(w,z). Das hei®Bt: Es gibt eine Umgebung V’ von P 
und eine in ihr regulire Funktion f’ (w, z), so daB f’=f in V’A V. 

Beweis. 1. Man ordne U das analytische Flachenstiick G4= {(w, z)¢ U; 
Z = F (w,z)} im (Z,w,z)-Raum zu. Dann gibt es eine Umgebung V® des 
Punktes (Z,, wy, 2) (wobei Z,= F(w,, 2)), so daB §* im Durchschnitt von 
® =|Z|?— y(\w|?+\z|*) <I und V* nicht zerfallt, jedoch ® <J" schneidet?). 
Daraus folgt die Behauptung. 

2. Bei der Zuordnung U > * geht f in eine Funktion auf ¢* iiber. Diese 
laBt sich nach (Z,, wy, 2) fortsetzen*4). — Man kann stattdessen wie folgt 
schlieBen. Es gibt eine Folge analytischer Ebenenstiicke Z}, Z*, so daB gilt: 
1. EY liegt ganz in © < J. 2. E* geht durch P und E*— P liegt in O<T. 
3. Ei + E*. Den Schnitten Ef 1 G4 =F; B* AG =F entsprechen in U ana- 
lytische Flaichenstiicke G, +*. Auf den $2 und auf $?— P ist f (w, z) regular 
und eindeutig; also existiert nach (K) eine Fortsetzung von f in P. Wegen 1. 
gibt es nur eine derartige Fortsetzung. 


Beweis von Satz 2: Ist M B-Menge, so auch K-Menge. 

Aus Satz 3 folgt zunichst sofort (vgl. Beweis zu Satz 5) 

Satz 4a. Sei § = {\w|< 1;|z|< 1}; 8,= {\w|< 1;|z|< e}; 8’=3 — M, 
3. = B.— M und & = {1/2 <|w| < 1;/z|< 1}; ROM = 0. Die biharmonische 


Funktion 6(w, z) sei in 8’ regular und lim 6(Q) = + ce. Dann gilt: Ist f(w, z) 
Q--M 
regular in 8,U %, so auch in 8’. 


*°) Rorustern, W., Uber die Fortsetzung analytischer Flachen, Satz B. Math. Ann. 
122 (1951). Der entsprechende Satz gilt auch im vorliegenden Fall. 

*) Rorustemn, W.: Uber die Fortsetzung von Verteilungen meromorpher Orts- 
funktionen im R*. Math. Ann. 124 (1952). 
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(Ka) sei der Satz (K) in dem besonderen Fall, daB F,,= {|w|< 1; z= d,}; 
F = {|w|< 1; z= 0}; C = {w|= 1; z= 0} und limd,=0 ist. Aus Satz 4a 
folgt leicht 

Hilfssatz 1. (Ka) gilt in 8 — M, wenn MC = 0 ist. (Voraussetzungen 
iiber M wie in Satz 4a.) 

Hieraus ergibt sich 

Hilfssatz 2. Sei g =|w|?— y|z/?; y>0; w(P)=1 und U der in p< 1 
gelegene Teil einer Kugel um P. M sei B-Menge. Dann gilt: Ist f(w, z) 
regular in U’= U — M, so bleibt f(w,z) regular in V— M, wo V eine volle 
Umgebung von P ist. 

Beweis. Sei P = (a,c). Es gibt ein J”> 0 und eine Umgebung V’ von P, 
so daB: 1. alle Flichen G(A, I") = {a(w — a) — yé(z—c) + A (z-—c= —-T} 
mit |A|}<1;0<J’'<J” V’ nur in @ < 1 schneiden, und 2. eine in V’— M 
regulire biharmonische Funktion 6 (w, z) mit lim b(Q) = + oo existiert. 


Q-M 
Man fixiere nun A* (| A*|< 1) so, daB F(A*, 0) nicht auf M liegt. Das 
ist wegen B 2. sicher méglich. Mittels der in einer passenden Umgebung 
V’ CV’ von P ein-eindeutigen reguliren Abbildung 


: w'= a(w — a) — y ¢(z —c) + A*(z — c)8; 2’=z-C 


nN 


ll 


(falls a+0; sonst z’= w — a) 


bilde man §(A*,0) auf w’=0 ab. Wegen B3 1laBt sich ein Kreis {w’= 0; 
z'|= d} in T(V"’) angeben, der 7'(M) nicht trifft. Nun kann Hilfssatz 1 an- 
gewendet werden. Dann folgt die Behauptung. 

Ich habe frither gezeigt, daB dieser Hilfssatz bereits den allgemeinen 
Kontinuitaétssatz (K) enthalt, wenn M leer ist?*). Der Beweis dafiir laBt sich 
auf den vorliegenden Fall fast wértlich iibertragen. Das soll nicht mehr 
durchgefiihrt werden. Aus Hilfssatz 2 folgt also die Giiltigkeit von (K) in 
R‘— M. Das ist Satz 2. 


9. Beweis von Satz 62°) und Satz 6’. G sei ein Gebiet der w-Ebene, B sein 
Rand und N eine Nullmenge in @. 

Hilfssatz 1. g sei in der Vereinigung von (1): {w¢€G@;|z|< e} und (2): 
{w€G@—N;|z|< 1} algebroid und schneide {wé¢ B;|z|< 1} nicht. Dann 
trifft g das Gebiet {w¢ G; z = 0}. 

Beweis. Ist der Satz falsch, so ist fiir geniigend kleines e > 0 das Gebiet 
{w € G;|z|< e} frei von g-Punkten. In (2) dagegen liegen nach Voraussetzung 
q-Punkte; einer von ihnen sei Q = (a,d). Da N Nullmenge ist, lassen sich 
endlich viele zu N fremde geschlossene Jordankurven y, bestimmen, so daB 
gilt 4): 

1. Die y, umschlieBen N; d.h. das von B und den 
ist frei von N-Punkten (enthalt aber w = a). 


y, begrenzte Gebiet J’ 


22) RorusTEin, W.: Die invariante Fassung des Kontinuitatssatzes fiir meromorphe 
Funktionen. Archiv f. Math. 1 (1948). 

23) Vgl. dazu: THULLEN, a. a. O. 

*) Vgl. NevANLINNA, a. a. O., S. 106 ff. 
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2. Ist h(w) die in J’ regulire Potentialfunktion mit den Randwerten 
h(B) = 0 und h(y,) = log e/2, so ist h(a) > log|d). 

Dann liegt Q also im Gebiet {w¢J’; |z|< e*}. Es gibt weiter ein 2 
zwischen 0 und 1, so daB in {w¢I’; |z|< Ae*} kein g-Punkt liegt, wohl 
aber auf {w¢€J";|z|= Ae} ein solcher vorhanden ist. Das ist jedoch nur 
méglich, wenn g mit einer der auf |z|= 4 e*™ liegenden analytischen Flachen 
zusammenfallt (s. unten, 8S. 8,2). Diese nun schneiden simtlich wenigstens 
eine der Hyperflichen {w¢ B} oder {w€y,) (s. unten, 8. 7). Das widerspricht 
den Voraussetzungen iiber g. 

Hilfssatz 2. g sei in (1): {w¢G—  N;|z|< 1} algebroid und mége das 
Hyperflachenstiick {w¢€ B;\z|< 1} nicht schneiden. Ferner sei A das gréBte 
Teilgebiet von |z|< 1, so daB g in (2): {w€ G; z€ A} algebroid ist. Dann ist A 
entweder leer oder gleich |z|< 1. 

Beweis. A sei nicht leer. g trifft die Ebenen z = const. nur in isolierten 
Punkten. Da g iiber A die Hyperfliche {w€ B} nicht trifft, jedoch nach 
Hilfssatz 1 das Gebiet (2) schneidet, wird g in (2) durch eine regulire Gleichung 

(*) w™ + E,(z) w™—1+ --- + E,,(z) = 0 

genau darstellt. Es ist denkbar, daB g iiber A in mehrere Stiicke zerfallt. Man 
darf annehmen, daB keines von ihnen eine Ebene w = const. ist. Dann defi- 
niert (*) mehrere in A algebroide Funktionen w™, ..., w. Da A maximal ist, 
gilt: Zu jeder Folge z,— a; z,€A; «a Randpunkt von A, gibt es eine Folge von 
Funktionswerten w"(z,), deren Grenzwerte simtlich N angehéren. (Zur Be- 
griindung dieses Schlusses vgl. Beweis zu Satz 6’.) Zusatz 2 zum Satz von 
Ravo schlieBt den Beweis. 

Satz 6: g sei algebroid in {w aus [(/w|< 1) — N]; 
Dann ist g auf {w = 0;|z|< 1} algebroid. 

Beweis. Angenommen, (0, «) mit |«|< 1 sei Singularitaét von g, in allen 
Punkten des Kreises w = 0; |z|<|a| dagegen sei g algebroid. Weiter sei 
&<1 und d>0 so klein, daB g in {|w|< d; |z|< #-|a|} algebroid bleibt. 
Nach Satz c) wihle man in |w|<d einen Kreis U (0), dessen Rand keinen 
N-Punkt enthalt. Unter allen Kreisen {w = a€ U(\N;\z|< R(a)} mit der 
Eigenschaft, daB auf ihrem Rand — nicht aber in ihrem Inneren eine 
Singularitét von g liegt, gibt es solche mit kleinstem Radius. {w = b;|z|< R} 
sei einer von ihnen und (6, q) mit |q|= R eine Singularitét von g. Dann ist 
also g in {w¢€ U;|z\< R} algebroid und in (0, q) singular. 

g trifft die Ebene z = q nur in isolierten Punkten. Infolgedessen kann U 
so abgeindert werden, das Gebiet heiBe dann G mit dem Rand B, daB auf 
{w¢ B; z = q} weder ein N-Punkt, noch ein g-Punkt liegt. Darauf lege man 
e>0 so fest, daB g auch {w¢ B;|z — q|< e} nicht schneidet. Man hat dann: 

g ist algebroid in (1): {w€G@—  N; !z—q|<e} und schneidet {wé B; 
z—q|<e} nicht. Ferner ist g algebroid in (2): {w€G; z¢€ A*} mit A* 

= {/z —q| < e}{jz| < RB}. 

Nach Hilfssatz 2 muB das gréBte Gebiet A > A*, fiir welches g in {wé G; 
z€ A} algebroid ist, mit |z — q|< e identisch sein. Dem widerspricht jedoch, 
daB g in (0, g) singular wird. 


z\< 1} und in (0, 0). 
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Grundlagen der Theorie 2 k-dimensionaler analytischer Flichen*. 


Die Koordinaten seien w,,..., W,,%,,...,%,(r = —k). Vielfach wird zur 
Abkiirzung w = (w,,...,w,) und z= (z,,...,2,) geschrieben. |w| <a be- 
deutet dann |w,| < a,,...;|w,|< a, und z = c heiBt z= ¢;...;2,= ¢. 

D1: Eine Punktmenge € in |w|< a;|z|< 6 ist ein Gebilde k-ter Stufe 
(Element €*), wenn sie durch ein System 


+ Eg(z) = 0 


y= wn 4 E,(z) — +4 ’ 
W,= Vv, (z); a oY Ww, = v,(z) 


(*) 


genau dagestellt wird. Es soll ein b’> 6 geben, so daB gilt: H(z) in |z| < b’ 
regular; £(0) = 0; y=O in 0 irreduzibel; v(z) auf y = 0 regular und ein- 
deutig; auf|w| = a;|z|< b’ liegt keine Lésung von (*). 

Ferner soll ©* auch dann ein Gebilde k-ter Stufe sein, wenn die obigen 
Bedingungen nach einer nicht-singulairen linearen Koordinatentransformation 
erfiillt sind. 

Die Darstellung (*) heiBt kanonisch, die Koordinaten (w,z) kanonische 
Koordinaten. Mit (w,z) sollen auch alle Koordinaten w’= w +c; 2’/=z+d 
und die entsprechenden Systeme kanonisch genannt werden. O heiBt der 
Mittelpunkt von €. 

81: Zu einer beliebigen Folge CF (v =1,2,...) von Elementen gibt es 
stets Koordinaten, die fiir alle Cod kanonisch sind. 

S 2 (Folgerung aus § 1): Es gibt stets Linearformen 


DL, = 4,W+°°° + a;, wv, + bi, 244 axed Diy 2 i Pee 


so daB alle (2m — 2k)-dim. Ebenen L,;= c; die g nur in isolierten Punkten 
treffen. Es kann \b,,|=+ 0 gemacht werden. 

S 3: Sind die Koordinaten (w’, 2’) noch nicht kanonisch fiir alle Gc schnei- 
den aber die Ebenen 2zj = ¢,; . . .; z,= ¢, die G* nur in isolierten Punkten, so 
gibt es kanonische Koordinaten w = L(w’);z =z’. Es braucht also nur eine 
Transformation der w’ vorgenommen zu werden. 

S 1 la4Bt sich demnach verscharfen zu 

S4: Fir alle gc kanonische Koordinaten (w, z) kénnen durch eine Ko- 
ordinatentransformation z = L,(w’, z’); w = L,.(w’) eingefiihrt werden. 

Diese Sitze kénnen aus der Darstellung im Oscoopschen Lehrbuch ab- 
geleitet werden; in dieser Form stehen sie dort nicht. 

S 5 (Maximumprinzip): g(w, z) sei in |w|< a;\z|< 6’ regulir und € dort 
durch (*) definiert. Ist dann |g(0)|= max|g(€)|, so ist g auf € konstant. 
Der Satz bleibt offenbar richtig, wenn O der Mittelpunkt von € ist, die Ko- 
ordinaten aber nicht kanonisch sind. 

Beweis: € hat iiber |z| < b m Blatter, g(€) entsprechend m Zweige ,(2)- 
Die symmetrischen Grundfunktionen der gy, sind in |z| < 6 regular und ein- 
deutig. Sie sind simtlich konstant. Sei etwa s(z)= 3) g,. Dann ist max |s| 


S max 3'| p, |< » max| p,|< _m-|g(0)|=|s(0)|. Also ist s=s(0) nach dem 


*) Es sei nochmal auf die systematische Darstellung bei REMMERT u. STEIN, a.a. O., 
verwiesen. 
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Maximumprinzip. Analog schlieBt man bei den anderen Grundfunktionen. 
Da sie also simtlich konstant sind, mu8B auch g(€) selbst konstant sein. 

8 6 (Folgerung aus § 5): 1. Ist |g|= 1 eine analytische Hyperfliche durch O 
und € durch (*) definiert, schneidet ferner € das Gebiet |g|> 1 nicht, so 
muB € in der ,,Faser g = g(0)* liegen. 

2. Da eine Hyperebene in beliebigen Koordinaten in der Form |g| = 1 
darstellbar ist, folgt nun speziell: Es ist unméglich, daB ein Element € eine 
Hyperebene nur in seinem Mittelpunkt beriihrt und sonst ganz auf einer Seite 
der Hyperebene liegt. 

D 2:3 sei ein schlichtes beschriinktes Gebiet des R®". Eine Punktmenge IN‘ 
in G heiBt analytisches 2 k-dim. Flichenstiick, wenn gilt: 

1. M* ist in G abgeschlossen. 

2. Zu jedem Punkt P¢ M* gibt es eine Umgebung U, so daB M*-\U die 
Vereinigung endlich vieler Elemente mit dem Mittelpunkt P ist. 

M* heiBt irreduzibel, wenn auBerdem gilt : 

3. M* ist nicht die Vereinigung nicht-leerer Mengen M,+ M,, welche 1. und 
2. erfiillen. 

S7: Auf dem Rande von S liegt wenigstens ein Haufungspunkt von IM. 

Beweis: Anderenfalls gibt es eine Kugel K, welche I* umfaBt und deren 
Rand einen Punkt P¢ 2 enthilt. Die Hypertangente von K in P wird von 
gm nur in P beriihrt. Wegen der Bedingung 2. in D 2 widerspricht das S 6. 

S 8: f(w, z) sei in& regular und WM dort irreduzibel. Dann gilt (P sei ein 
Punkt aus M* 3%): 

1. Ist |f(P)| = max|f(M*)|, so f(QMN*) = f(P). (Maximumprinzip auf M"). 

2. Ist |f(P)|= 1 und schneidet M* das Gebiet |f|>1 nicht, so liegt M* 
in der ,,Faser f = f(P)*. 

Beweis. 1. folgt aus 8 5 und der Bedingung 2. in D 2, und 2. ist nur eine 
andere Form von 1. 

AuBerdem ist noch wesentlich 

S 9 (Kanonische Darstellung im groBen): Sei M* ein irreduzibles 2 k-dim. 
analytisches Flachenstiick in 8 = {/w|< 1;|z|< 1}, welches (1 — ¢ <|w|< 1) 
nicht schneidet. Die Koordinaten (w,z) mégen fiir alle Elemente von I* 
kanonisch sein. Dann wird 2R* in§ durch ein System 
(s) y = w+ E,(z) w™-'+---+ £,(z) = 0 

W_= V,(Z); ..., W,= ¥,(Z) 
genau dargestellt. y ist in 8 regulir, y = 0 dort irreduzibel. Die v sind auf 
y = 0 regular und eindeutig. 

Beweisskizze: Durch die lokalen yp= 0 wird eine in |z|< 1 unbeschrankt 
fortsetzbare, etwa m-deutige Funktion w(z) definiert, welche in |z|< 1 alge- 
broid ist. Sie geniigt einer Relation y= 0. Die lokalen Funktionen v(z) 
miissen sich dabei zu je einer auf y = 0 reguliren und eindeutigen Funktion 
v(z) zusammenschlieBen. 

Beweis von Satz 6’. Auch hier werden die oben eingefiihrten Abkiirzungen 
benutzt. Es bedeutet also w¢ G:w,€G,;...;w,€G, und w6 U: w,€U,;...; 
w,¢U,. Unter N dagegen werde die Vereinigung der 2 k-dim. Ausnahme- 
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ebenen w;=c¢,;€ N,(j = 1,...,7r) verstanden, so daB also (|w|< 1) — N der 
an diesen Ebenen geschlitzte Zylinder |w|< 1 ist. Im 1. Absatz des Beweises 
von Satz 6 ist noch zu beachten: Man hat natiirlich jetzt r Kreise U,,..., U, 
in den Ebenen der Variablen w,,..., w, zu bestimmen. Dagegen braucht man 
auch jetzt nur ein # und ein d, vor allem aber nur ein R(a) = R(a,,.. ., a,) 
fiir z,,...,2,. SchlieBlich bedeute|qg|= R: max|q,;=R (i=1,...,k). 

Beim Beweis von Satz 6’ darf man (vgl. S 4) annehmen, daB die Ebenen 
z = const. g nur in isolierten Punkten betreffen. Nach einer weiteren Trans- 
formation — die vorlaufig unterbleibt — wiirden die Koordinaten kanonisch 
sein. Der Beweis von Satz 6 (abgesehen von den Hilfssiitzen) kann nun wért- 
lich ibernommen werden. 

Zum Hilfssatz 1: Die Behauptung ist: g trifft {w¢G; z= --- = z,= 0}. 
Der Satz ist richtig fiir r = k = 1. 

1. Beweis fiir k = 1 und beliebiges r. 

Ist der Satz falsch, so liegt fiir geniigend kleines e > 0 in (w€ G;|z| < e) 
kein g-Punkt. In (2): {we @— N;|z|< 1} dagegen liegt ein g-Punkt Q = (a,, 
..+,@,,@). Nicht fiir alle j ist a, N;. Sei etwa a, nicht in N,. Man konstruiere 
wie friiher die Funktion h(w,). Die Betrachtung der Hyperflachen|z| = A-e*? 
fiihrt dann nach § 8, 2 und 87 wie oben zum Widerspruch. 

2. Beweis fiir beliebiges k > 1 bei festem r durch Induktion. Der Satz sei 
fiir k'= k — 1 richtig. Zwei Faille sind denkbar. 

2.1. g schneidet $= {we G— N; |z,|\<1;...;|z,_,|< 1; 2,= 0}. Der 
Schnitt g9= g\8, ist ein analytisches Flaichenstiick, da g mindestens vier- 
dimensional ist. Nach Induktionsannahme trifft g, das Gebiet {w¢G; 
z= +++ = 2,= 0}. 

2.2 g trifft 8, nicht. Das ist nicht méglich. Denn g schneidet (2): {w¢ G-N; 
%|<1;...;|z,|< 1} etwa in Q=(a,,...,a,,d,,...d,). Der Schnitt g, 
von g und z,= d, trifft nach Induktionsannahme das Gebiet {w¢ G; z.=--- 

z,= 0}. Also trifft g auch 8). 

Zum Hilfssatz 2: Zunachst sei angenommen, daB schon die Koordinaten 
(w, z) fiir g kanonisch sind. Dann wird jede in (2): {w¢€ G; z€ A} irreduzible 


Komponente g,(o = 1,..., 8) von g dort durch ein kanonisches System 
(0): w" + E,(z)w™—'+---+ E,(z) = 0 
We= U,(Z);...; w= 9,(2) 


genau dargestellt. Nun diirfen wir annehmen, daB kein g, eine Ebene w = c 
ist. Insgesamt hat man also ¢t = r-s algebroide Funktionen v). Darunter 
kénnen noch Konstanten sein. 

Sei NV, die Vereinigung der Nullmengen N,,..., N,, also selbst Nullmenge. 
Da A maximal ist, muB es zu jeder Folge z, > « (z,€ A; « Randpunkt von A) 
eine Folge von Funktionswerten al (z,) geben, deren Haiufungspunkte in V, 
liegen. Das gilt auch dann noch, wenn nur die nicht-konstanten v zugelassen 
werden. Denn iiber « soll eine Singularitat von g liegen, daher muB wenigstens 
eine (etwa m-blattrige) Komponente g, iiber « singular werden. Es gibt dann 
héchstens m — 1 algebroide Punkte von g, iiber «, da die Ebenen z = const. g, 
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nur in isolierten Punkten treffen. Erst recht gibt es nur endlich viele g._- 
Punkte iiber g, deren w-Koordinaten nicht in einer der Aushahmeebenen 
liegen. Schneidet man hinreichend kleine Umgebungen dieser Punkte aus g, 
heraus, so gilt fiir den Rest g¥: Zu jedem z, (von einem passenden Index an) 
gibt es iiberlagerte g¥-Punkte, und die Konvergenzpunkte aller Folgen 
(w,,, Z,) € gs liegen in den Ausnahmeebenen. Fiir alle Funktionen des Systems 
(a), die ja nicht simtlich konstant sein sollen, trifft also die Behauptung zu. 

Man kann infolgedessen auf die nicht-konstanten v™ den Zusatz 2 zum 
Satz von Rap6é anwenden: Alle v miissen in |z| < 1 algebroid sein. 

Sind die (w, z) noch nicht kanonisch, so doch laut Voraussetzung die Ko- 
ordinaten (w’,z) nach einer linearen Transformation w’ = L(w) der w allein. 
Jedes g, hat dann in den (w’, z) eine Darstellung 


y. w+ £,(z) wy"—* +--+ + E,(z) = 0 
(o ): , , , , 
We = V2(Z);.. .; W,= 9,(Z). 
Die Systeme mit lauter Konstanten v’ kénnen wieder fortgelassen werden. 
Den algebroiden v’ entsprechen durch die Transformation algebroide v. Auf 
diese kénnen dieselben Schliisse wie oben angewandt werden. 


10. Beweis von Satz 7. Angenommen, J habe positives MaB. 

1. Zu jedem c aus N gibt es eine Folge von Kreisen K,(c) mit Radien 
< 1/n, auf deren Rand kein Punkt von N oder g liegt [Satz c)]. Die Ver- 
einigung der K,,(c) bei festem n sei V,,. 

2.H,, sei die Teilmenge von , fiir die gilt: Ist d in B, so liegen auf {z = d; 
w aus V,— N} keine Punkte von g. 

3.D,, ist abgeschlossen und B= XP,. Nach Satz a) existiert ein ng, 
so daB P,=D,, positives MaB hat. Weiter gibt es in B, ein d,, so daB der 
Durchschnitt von J, mit beliebig kleinen Kreisen um d, positives MaB hat 
[Satz b)]. — Sei V,= V,,,. 

4. Man mache e>0 so klein, daB auf (1): {w auf d. Rand von V,; 
— d,|< e} kein Punkt von g liegt. Wegen Satz e) hat g in (2): {weV,— N; 
— d,| < e} eine regulire Darstellung g = 0. Auf (1) und auf allen {we V, 

- N; z = d,} ist aber g+0. Der Durchschnitt von B, und |z — d,| < e hat 
positives MaB (vgl. 3.). Nach Satz 5 ist dann g + 0 iiberall in (2). Das wider- 
spricht Satz 6. 


xn N 


11. Beweis des Hilfssatzes zu Satz 8*5). Die zweidimensionalen Schnitt- 
flachen M,\(w = c) mégen F(c) heiBen. Auf Grund des Satzes a) lassen 
sich nacheinander Erleichterungen erzwingen. 

1. Man kann annehmen, daB fiir alle c aus % die Anzahl der Flachen § (c) 
gleich ist. Sie sei n. 

2. Ist fiir alle c einer Menge von positivem MaB eines der § (c) eine Ebene 
(w = c;z,=d), so gehéren diese Ebenen in 8, einer von z, unabhangigen 
Flache an. Mit dieser Fliche haben die von z, abhangigen nichts zu tun 





2) Der Beweis beruht auf demselben Grundgedanken wie cer in meiner Arbeit (Dic 
Existenz analytischer Flachen, welche sich... . Arch. f. Math. 1 (1948/49). 
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und kénnen fiir sich behandelt werden. Also darf man voraussetzen, daB 
fiir c aus B keines der F (c) eine Ebene (w = c; z, = d) ist. 

3. Es gibt einen Kreis K mit den Eigenschaften: 

3.1 D’= KAP hat positives MaB. 

3.2 Es gibt in 8, endlich viele Gebiete D, = {w € K; z,€ 4,,; 2.€ 4,,}, 80 daB 

a) M, in jedem D, durch je eine regulire Gleichung 
(i) 2? + A,(w, z,) 22-1 +--+ + A,(w, 2) = 0 
dargestellt wird ; 

b) Jedes § (c) fiir c <Q’ wenigstens ein D; schneidet. 

c) 2 D; den Durchschnitt von (w¢€ K) und, umfaBt. 

Den Gleichungen (i) entsprechen endlich viele Funktionen z,= ;(w, 2), 
endlichblattrig algebroid in {w€ K; z,€4,;;)}, wobei die Werte von g,; dem 
Inneren von 49; angehéren. Insbesondere definiert z,= 9; (c, z,) ein Element 
eines der §(c); umgekehrt gehért zu jedem {(c) wenigstens eine solche 
Funktion g;. Eine von ihnen ordne man jedem (c) zu. AuBerdem mégen 
die n Flachenstiicke §(c) irgendwie numeriert sein. Dann gibt das n-Tupel 
L(c) = {j,, ---,9,} die Zuordnung der @; zu den F,(c) (vy = 1,2,..., ) genau 
an. Die L(c) kénnen abgezihlt werden. Nach Satz a) muB es dann eine Menge 
B’’ CP’ von positivem MaB geben, so daB allen c€3” dasselbe L(c) = L’’ 
zugeordnet ist. 

Auf diese Weise sind die §(c) zu Scharen von Flachenstiicken zusammen- 
gefaBt, welche — grob gesagt — analytisch von c abhangen. 

4. Auf w=c nehmen wir das erste Flachenstiick %,(c). Infolge 2. ent- 
spricht ihm ein Stiick der Rremannschen Flache einer Funktion z,= y(c, 2). 
Genauer: Es laBt sich ein Gebiet G iiber der z,-Ebene angeben, welches im 
allgemeinen mehrblattrig und im Inneren verzweigt sein wird, so daB g in G 
regular und eindeutig ist und §,(c) = {z,¢ G; z.= p(c,z,)}. Ist 6>0 klein 
genug, so gibt es im Schnitt von §, (c) mit 8,_, sicher nur ein Flachenstiick F, , 
welches 3,, schneidet. Es wird gegeben durch 


Ga= {6 Gy; z= Plc, %)}, 
wobei G, ein Teilgebiet von G ist. Aus G, stanze man noch durch (mehr- 
blattrige) 6-Kreise die Verzweigungspunkte aus. Der Rest sei G;. Weiter sei 
G’ das an den Verzweigungsstellen punktierte G. 

6 sei rational und so klein, daB Gj A,, (vgl. 3.2) nicht leer ist, in Gj also 
ein Kreis aus A,, mit rationalem Mittelpunkt Q und rationalem Radius o 
fixiert werden kann. 

G@; kann durch endlich viele Kreise U, CG’ iiberdeckt werden, welche 
rationale Mittelpunkte P, und rationale Radien r, haben. Die Beschreibung 
der Uberdeckung wird so vollstandig: einander iiberlappenden U,, U, wird 
die Zahl (i,j) = 1 zugeordnet, wenn sie zu verschmelzen sind, anderenfalls 
(i,j) = 0. Das von den U, iiberdeckte Gebiet wird vollstandig beschrieben 
durch den endlichgliedrigen Komplex 


Fr () = (6; @; eo; P,,...3%,---3 (1, 9),..4 
rationaler Zahlen. Ebenso verfahre man mit den iibrigen §,(c). SchlieBlich 
wird c zugeordnet I'(c) = [I,(c), ...,I,,(¢)]. 
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5. Die Menge aller J"(c) fiir c€Q” ist abzihlbar. Infolgedessen gibt es 
nach Satz a) eine Menge DB, CP” von positivem MaB, so daB allen c aus DP, 
dasselbe J"(c) = I’, zugeordnet ist. Das zugehérige, von den U, iiberdeckte 
Gebiet heiBe G,. Damit hat man folgendes erreicht: 

Gegeben sind unverzweigte Gebiete G,, .. .,@,, iiber der z,-Ebene, injedem G, 
ein Kreis K, und weiter n Funktionen , (w, z,),..., @,,(w, 2%), fiir welche gilt: 

1) @,(w, 2) ist in {w¢ K; z,€ K,} regular. 

2) Fiir alle c aus DB, ist gy, (c, z,) in G, regular und eindeutig. 

3) DB, hat positives MaB. 

Infolge einer bekannten Verschirfung des Hartoasschen Satzes**) gibt es 
eine Teilmenge J‘, CB, von positivem MaB, so daB —,(w, z,) in allen Punkten 
von {w€P‘,; z,€G,} regular und eindeutig ist. Mehrmalige Anwendung zeigt 
die Existenz einer Menge D,, CT, von positivem MaB, fiir welche gilt: 

(**) o,(w,z,) ist in der Umgebung eines jeden Punktes von {w¢f,,; 
z,€ G,} regular und eindeutig. 

6. In B,, gibt es ein c, , so daB bei beliebigen e > 0 der Durchschnitt 9, 
von B,, und | w — c,|<e positives MaB hat (Satz b)]. Weiter war G, so konstru- 
iert, daB zu jedem Verzweigungspunkt Q von G der Rand /7 des (mehrblattrigen) 
6-Kreises um Q in G, liegt. Sei « die Spur von Q, also |z,— «|= 6 die Spur 
von I]. Auf {w = c,; z,€ JT} ist p,(w, z,) regular und eindeutig. Ist /7 u-blatt- 
rig, so bilden die Funktionselemente von 9, (w, z,) auf {w = c,; z,€/7} eine 
u-blattrige regulare Funktion ¢,. Es gibt infolgedessen ein e >0 und ein s >0 
so, daB die symmetrischen Grundfunktionen £,,..., HZ, der Zweige von 9, 
in {iw — c,|<e; 6 — 8 <|z— a|< 6+ 8} regular und eindeutig sind. 

AuBerdem sind die E (c, z,) fiir jedes c aus dem Durchschnitt 9S, von D,, 
und |w —c¢,|<e im Kreise |z,— «|< 6 regulir. Da 9, positives MaB hat, 
sind also die E(w, z) in {jw — c,|< e;|z,— «|< 6} regular. Ebenso schlieBt 
man fiir die anderen Verzweigungspunkte und die iibrigen Gebiete G,. Sei 
endlich G¥ die Vereinigung von G, mit,den 6-Kreisen um die Verzweigungs- 
punkte. Zusammenfassend hat man dann: 

(***) @,(w,z,) ist in der Umgebung eines jeden Punktes von {w = ¢c,; 
z,€ GF} regular und eindeutig (in den Verzweigungspunkten algebroid). 

7. Auf Grund von (*#*) gibt es ein d>0, so daB durch z,= 9, (w, z,) vier- 
diinensionale Flachenstiicke ®, erkliart werden, welche in 

{|w — c,|< d;|z,|<r — 6;|z,|< r— 5} 

algebroid sind. Sie kénnen z. T. zusammenfallen; das macht nichts. Ihnen 
gehéren jedenfalls, fiir c aus dem Durchschnitt 9, von D,, und |w — c,| < d, 
alle §,(c) (das sind die Schnitte von F(c) mit 8,_,, welche durch 8 laufen) 
an. Und da 9, positives MaB hat, erst recht also iiberabzahlbar ist, so miissen 
alle durch die Gleichungen (i) in D, definierten vierdimensionalen Flachen- 
stiicke auf den ®, liegen. Infolgedessen gehéren alle %,(c) fiir |c — c,|<d den 
®, an. Das aber bedeutet: Die Behauptung des Satzes ist mit r—6 statt r 
richtig, wobei 6 beliebig klein gemacht werden kann. 


%*) Vgl. P. L&tonse, a. a. O. (FuBnote 6). 
( Eingegangen am 3. November 1952.) 
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Zur Gatoisschen Theorie der arithmetischen K6rper. 
Von 
Wotreane Kru in Bonn. 


In Bd. 121 dieser Zeitschrift habe ich die GaLorssche Theorie beliebige 
,,arithmetischer‘ Kérper entwickelt'). Dabei lag das Hauptgewicht auf der 
Verzweigungsgruppe. Die Theorie der Zerlegungs- und der Trigheitsgruppe 
wurde rasch abgetan, die Frage nach der eventuellen Einfiithrung von ,,hé- 
heren“ Verzweigungsgruppen tiberhaupt nicht’ gestellt. Im folgenden wird 
zunaichst die Untersuchung des Zerlegungskérpers bzw. Zerlegungsrings 
weitergefiihrt und ein Erginzungssatz bewiesen, der vor allem deshalb be- 
merkenswert ist, weil er die Eigenart des allgemeinen Falles eines beliebigen 
arithmetischen K6érpers im Vergleich zum Spezialfall der endlichen algebrai- 
schen Zahlkérper deutlicher hervortreten la®t. AnschlieBend wird fiir den 
Tragheitsring eine naheliegende idealtheoretische Frage behandelt, die man 
nur deshalb leicht tibersieht, weil die Antwort im Spezialfall der Zahlkérper 
(nicht aber im allgemeinen Fall) trivial ist. Was das Problem der ,,héheren 
Verzweigungsgruppen“ angeht, so zeigt eine genauere, im dritten Paragraphen 
durchgefiihrte Analyse, daB kaum eine allgemein befriedigende Lésung méglich 
ist. Im Spezialfall beliebiger NozTHERscher Ringe lassen sich allerdings héhere 
Verzweigungsgruppen leicht definieren, aber auch hier scheint es schwer, iiber 
die Ubertragung der einfachsten von den endlichen Zahlkérpern her gelaufigen 
Satze hinauszukommen. Die Vernachlissigung der héheren Verzweigungs- 
theorie in der alteren Arbeit wird durch diese Uberlegungen in gewissem Um- 
fange gerechtfertigt. Als eine unmittelbar lohnende Aufgabe erscheint nur 
der Ausbau der héheren Verzweigungstheorie bei diskreten Bewertungsringen 
mit unvollkommenem Restklassenkérper. Hierzu bringt der letzte Abschnitt 
einige grundsiatzliche Betrachtungen und Beispiele. 


§ 1. Der Zerlegungsring. 


Es sei wie in G. Th. R ein beliebiger ganz abgeschlossener Integritits- 
bereich mit dem Quotientenkérper &; p sei ein Primideal aus ft, von dem 
ohne wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden 
darf und soll, daB es das einzige maximale Primideal von  darstellt. N sei 
ein endlicher, separabler Normalkérper von &, © der Ring aller von ganz 
abhingigen Elemente aus 2. In S gibt es endlich viele Primideale p,(i = 1, . . , 
n), die tiber p liegen, also der Gleichung —; \® = p geniigen. Die fp, sind alle 


1) Die Verzweigungsgruppe in der Gatorsschen Theorie beliebiger arithmetischer 
K6rper. Math. Ann. 121, 446—466 (1950); in Zukunft mit G. Th zitiert. Die vorliegende 
Note bildet eine Erginzung von G. Th., § 1. Wegen eines drucktechnischen Versehens 
wird im folgenden die Verzweigungsgruppe im Gegensatz zu G Th. durch den Index » 
(und nicht durch v) gekennzeichnet. 
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im Sinne der Gatotsschen Theorie untereinander konjugiert. Wir zeichnen 
unter den p, ein bestimmtes, etwa ~ = P,, aus und verstehen unter der Zer- 
legungsgruppe G, (von P iiber &) das System aller der Automorphismen A 
aus der GaLorsschen Gruppe & von & iiber &, die das Primideal } in sich 
iiberfiihren. Der Zerlegungskérper &, (von P iiber &) ist der zu G, gehérige 
Kérper. SchlieBlich werde S,= S\&,, p,= POR, = POG, gesetzt. Genau 
wie bei den endlichen algebraischen Zahlkérpern zeigt man: §, ist der kleinste 
Kérper 2 zwischen & und ®% mit der Eigenschaft, daB iiber dem Primideal 
DAL aus SA in S nur das Primideal p liegt (G. Th., Satz la). Weiter wurde 
in G. Th. das folgende Resultat gewonnen: 

G. Th. Satz 1b): Es sei { ein beliebiges zu P gehdriges Primédrideal, q, 
= GFAkR,=  FOG,. Dann gibt es zu jedem « € S, mindestens ein der Kongruenz 
a = a (q,) geniigendes ac KR. Auf der anderen Seite hat im Falle der endlichen 
algebraischen Zahlkérper*) der Zerlegungskérper &, zwei Haupteigenschaften: 
1. Es ist ©,/p,= R/p. 2. Das Ideal p ©, besitzt eine Zerlegung » S,= yp, t, 
mit zu p, teilerfremdem t, und es werden die simtlichen zu p, gehérigen 
Primirideale gq, (d. h. hier die simtlichen Potenzen von p,) umkehrbar ein- 
deutig auf die zu p gehérigen Primirideale q (d. h. die Potenzen von p) ab- 
gebildet, wenn man jedem q, jeweils q = q, Rt zuordnet. 


Es ist nun offenbar 1. einfach eine spezielle Anwendung von G. Th. Satz 1b). 
Was aber 2. angeht, so ist ein Zusammenhang mit G. Th Satz 1 b) nicht ohne 
weiteres zu sehen. Um hier weiterzukommen, hat man zunichst eine im aill- 
gemeinen Fall u. U. auftretende Schwierigkeit zu beachten: Sind alle zu p 
gehérigen Primiarideale q Potenzen von p, so sieht man miihelos, daB stets 
aS OR = q wird, daB also q+ q’ stets gS + q’S nach sich zieht. Im all- 
gemeinen Fall dagegen mu8B man mit der Méglichkeit q+’, qS=aq‘S 
rechnen. Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die zu p, gehérigen Primar- 
ideale qg,. Nennen wir nun ein zu p bzw. p, gehériges Primiarideal q bzw. a, 
hinsichtlich G permanent, wenn q GOR = q bzw. gq, 6G,= ag, wird, so laBt 
sich der Satz 2 des Spezialfalls in folgender Weise auf den allgemeinen Fall 
iibertragen: 


G. Th. Satz 1 c)*): Ordnet man jedem zu p, gehdrigen Primérideal q, das 
zu ~ gehérige Primdrideal g, \R = q zu, so werden dadurch die zu », gehdrigen, 
hinsichtlich G permanenten gq, umkehrbar eindeutig auf die zu p gehédrigen, 
hinsichtlich © permanenten q abgebildet. 


Zum Beweise sei zunichst bemerkt: In jeder Klasse zu p (p,) gehdriger 
Primiarideale, die in G das gleiche Erweiterungsideal besitzen, gibt es ein 
einziges hinsichtlich G permanentes Ideal, nimlich die Summe aller Ideale 
der Klasse. Gibt es zu q (q,) ein der Gleichung 4A® = q (@MG,= q,) ge- 
niigendes S-Ideal @, so ist q (q,) hinsichtlich S permanent. — Den eigentlichen 
Beweis von Satz 1 c) zerlegen wir in 6 Schritte: a) Ist q, irgendein zu p, ge- 
*) Oder allgemeiner, wenn i der Bewertungsring eines bewerteten Kérpers mit be- 
liebiger Wertgruppe ist. 

*) Die gewahite Bezeichnung soll den unmittelbaren AnschluB an die alteren Unter- 
suchungen in G. Th. herstellen. 
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hériges Primirideal, so ist P in S das einzige q,© enthaltende Primideal, 
und es muB daher gq, ein zu Pp gehériges Primirideal sein. Fiir g, bedeutet 
also die in G. Th. Satz 1 b) geforderte Existenz eines der Gleichung q \G,= a, 
geniigenden, zu p gehérigen Primirideals 4 soviel wie die Permanenz von q, 
hinsichtlich ©. — b) Ist q ein beliebiges zu p gehériges Primirideal, so besitzt 
qS eine Komponentenzerlegung qS = G,.....9,=4%...A9,, wobei q, 
jeweils ein zu , gehériges Primirideal bedeutet (p,= >, 9,= 4). (Man be- 
achte, daB die p,, die in ihrer Gesamtheit die Menge aller maximalen 6-Prim- 
ideale bilden, die einzigen Primoberideale von q-G sind.) Da q © gegeniiber 
den Automorphismen von © invariant ist, sind die 9, untereinander kon- 
jugiert, und es wird infolgedessen: 9, VR = +--+ = 9, AR = (G,0° °° 04,) AR 
= q SA. Ist also q hinsichtlich S permanent, so gibt es stets ein zu P ge- 
hériges, der Gleichung 4 = q geniigendes Primirideal 9. — c) Ist q hin- 
sichtlich G permanent, 9 die zu ) gehérige Primirkomponente von q 6, so 
wird g,= 4G, ein zu p, gehériges Primirideal, das mit # den Durchschnitt q 
besitzt [vgl. b)]. — d) Es sei q, hinsichtlich G permanent, gq = q,.R. Dann 
ist q ein zu p gehdriges Primarideal und man hat: qo@NR2q; qonR 
= (qS,) SARC a, SOR = (gq, SNG,) Ne -q,.R =q. Es ist also q hin- 


sichtlich G permanent. — e) Sind gq" hinsichtlich G permanent, 9G, 
=", (?S= %; A 1,2), so haben wir (9 \ G9?) ANG, = (PAGS) 


“19 1 . . . 7 oo @ 
A(G AGS,) = af? rq)”, es ist also auch das (ebenso wie die q{”) zu p, gehdrige 


Primirideal gS -\q@ hinsichtlich G permanent. Ferner folgt aus q/? 
= q7ARn =q sofort (qo? Ag&) AR = q. Diese beiden Bemerkungen zeigen: 
os is fiir zwei hinsichtlich G permanente, zu Ps, pane Primirideale 
qg?, g® aus qf? cq®, qh? AR = gM stets gS? = q°, so haben allgemein 
zwei verschiedene, hinsichtlich © 5 pumene nte, zu p, gehorige Primarideale 
stets verschiedene Durchschnitte mit 3i.—f) Es seien qi’ und q? 2q hin- 
sichtlich © permanent und gf? AR = q AR = q. Dann gibt es einen natiir- 
lichen Homomorphismus H, der &,/q{” auf S,/q abbildet, und dieser Homo- 
morphismus ordnet zwei verschiedenen Klassen &,, G» aus S/qy? verschiedene 
Bilder zu, falls «, und «, zwei Elemente 1 a, aus K enthalten, die in R/q 
verschiedene Klassen a, , a, definieren ( (q®? \R = q beachten!). Andererseits 


2 
1 
 stets 


enthalten nach a) und G. Th. Satz 1 b) zwei Klassen ,, «, aus S,/q; 
Elemente a,, a, aus R, und es ist wegen qi (9 = q dann und nur dann &, 

%,, wenn a, und a, die gieiche Klasse in fi/q erzeugen. Der Homomorphis- 
mus H muB also der identische Automorphismus von G,/qS? sein, und das 
bedeutet so viel wie qo? = q®. — Aus c), d), f) folgt unmittelbar G. Th., 
Satz 1c). Denn nach c) und d) wird durch die Zuordnung q,> 4, \% = q die 
Menge aller zu p, gehérigen, hinsichtlich © permanenten Primirideale auf die 
volle Menge aller zu p gehorigen, hinsichtlich G permanenten Primirideale 
abgebildet, und nach f) ist diese Abbildung eindeutig umkehrbar. Der wesent- 
liche Punkt des Beweises ist natiirlich, abgesehen von der Konjugierten- 
betrachtung unter b), der SchluB von f), der sich wesentlich auf G.Th., Satz 1b) 
stiitzt. In gewissem Sinne ist also Satz 1 c) eine Folgerung aus dem schon in 
17 
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G. Th. bewiesenen Satz 1 b). — Satz 1 c) kann offenbar als eine zufrieden- 
stellende und mehr anschauliche Verallgemeinerung der bei den endlichen 
algebraischen Zahlkérpern giiltigen Behauptung 2. angesehen werden. Fragen 
wir nach der Verallgemeinerung der in 2. mit enthaltenen Feststellung, daB 
bei den endlichen algebraischen Zahlkérpern immer p 6,= p, t, mit zu p, 
teilerfremden t, wird, so erhalten wir: 


1. Korollar zu G. Th., Satz 1 c). Ist q; die zu p, gehdrige Primarkompo- 
nente von p G, , so wird stets gq; © \GS,= p,. 


Zum Beweis hat man zu beachten, daB sowohl q; 6G, als auch p, ein 
hinsichtlich G permanentes, zu p, gehdriges Primirideal ist, das mit # den 
Durchschnitt p hat. Um iiber das erste Korollar hinauszukommen und die 
plausible Gleichung q; = p, allgemein zu beweisen, miiBte man (falls die 
Vermutung iiberhaupt richtig ist), jedenfalls tiber die in G. Th. benutzten 
Methoden hinaus wesentlich neue Hilfsmittel heranziehen. In einem wichtigen 
Fall allerdings gelingt die wértliche Ubertragung der Behauptung 2. der alge- 
braischen Zahlkérper auf beliebige arithmetische K6rper. 


2. Korollar zu G. Th, Satz 1c): Ist G im Sinne der Diskriminanten- 
theorie iiber R unverzweigt, d.h. ist N gleich dem Triigheitskirper N, von P iiber 
RK *), so werden durch die Zuordnung q,+R\q,= q die zu p, gehdrigen Primér- 
ideale umkehrbar eindeutig auf die zu p gehdrigen Primirideale abgebildet, und 
es ist stets p, die zu p, gehdrige Primarkomponente von p ©, . 


Ist nimlich © iiber  unverzweigt, so ist es auch © iiber ©, und G, iiber R. 
Aus der Unverzweigtheit von © iiber und ©, folgt dann zuniichst, daB alle 
R- und G,-Ideale hinsichtlich S permanent sind, und daraus ergibt sich sofort 
nach Satz | c) die erste Behauptung des 2. Korollars. Weiter muB p S, wegen der 
Unverzweigtheit vonG, iiber R Durchschnitt von gegenseitig primen Primidealen 
sein, d.h. es muB auch die zweite Behauptung des zweiten Korollars gelten'). 


§ 2. Der Triagheitsring. 


Wir wenden uns jetzt, nachdem hinsichtlich des Zerlegungskérpers ein 
befriedigendes Resultat gewonnen ist, noch kurz zum Aufbau des Tragheits- 
kérpers tiber dem Zerlegungskérper. Es sei also R= L,, R=R,, p= p,; 


*) Zur Diskriminantentheorie vgl. etwa: W. Kru.w, Beitrage zur Arithmetik kommu- 
tativer Integritatsbereiche VI, Math. Zeitschr. 45, 1—19 (1939); zitiert mit Diskr... 
DaB S = S; mit der Unverzweigtheit von © iiber R gleichwertig ist, folgt angesichts des 
Hauptsatzes der Diskriminantentheorie (Diskr. Satz 5, S. 11) sofort aus dem Umstand, 
daB ®, tiber & den Grad ng hat, falls n die Anzahl der iiber p liegenden Primideale ; 
und g den reduzierten Grad von G/f iiber Ri/p bedeutet. (Man beachte, daB angesichts 
der gruppentheoretischen Definition &, tiber & den Grad n haben muB sowie G. Th., 
Satz 2a). 


5) Zu den benutzten Tatsachen vgl.: Diskr. § 6 (Unverzweigtheit von © iiber S, und 
von G, iiber R); Diskr. Satz 7, 8. 13 (a SOR = a fiir jedes R-Ideal a); Diskr. Satz 9, 8. 13 
(Zerfallen von p G,). 
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R= RK,, S=S,, P=p,; auch sei p das einzige maximale Primideal von RK *). 
Wir wissen dann, daB das einzige maximale Primideal von © ist, daB G/p 
einen separablen Normaloberkérper von {t/p darstellt, daB die Gruppe von & 
iiber R zur Gruppe von S/P iiber R/p isomorph ist, und daB p S = p wird (vgl. 
G. Th., Satz 2). AuBerdem folgt aus der Unverzweigtheit von % iiber Ki die 
Giltigkeit der Gleichung a SR = a fiir jedes Ri-Ideal a. Man kénnte unter 
diesen Umstinden vermuten, daB die zu p gehérigen Primirideale immer 
umkehrbar eindeutig den zu ~ gehérigen entsprechen; daB aber diese Ver- 
mutung falsch ist, zeigt folgende Uberlegung: Es sei q ein bestimmtes, zu p 
gehériges Primarideal, q = q@; dann ist 7 ein zu > gehoériges Primirideal, 
und zwar das (mengentheoretisch) kleinste, das mit %i den Durchschnitt q hat. 


Die Menge aller der zu P gehdrigen Primérideale J’, fiir die 9’ AR = qist, wird 
durch die Zuordnung 4 + 9/4 umkehrbar eindeutig auf die Menge aller der Ideale 
aus dem Ringe G/G abgebildet, die mit R/q nur die Nullklasse gemein haben; 


(dabei ist S/q in iiblicher Weise als Oberring von fi/q aufzufassen). Uber die 
Menge der genannten Ideale aus G/q aber gewinnt man leicht einen gewissen 
Uberblick auf Grund eines Theorems, das G. Th., Satz 2) verallgemeinert 
und das infolgedessen als G. Th., Satz 2d) bezeichnet werden soll. Zur be- 
quemen Formulierung von Satz 2 d) fiihren wir die folgenden Bezeichnungen 
ein: 

Ein Ring © (mit Einheitselement) soll primar heiBen, wenn © nur ein 
einziges Primideal m enthalt, so daB das Nullideal ein zu m gehériges Primir- 
ideal und Q/m ein Korper wird’). Eine einfache Ringerweiterung © [&] von 0 
soll reguldr algebraische Erweiterung genannt werden, wenn © [&] zum Rest- 
klassenring des Polynomrings {[2] nach einem Primhauptideal (p(zx)) iso- 
morph ist, dessen Basispolynom p(x) = 2*+ gq, 2*~!+---+q, in ein tber 
dem Kérper O/m = & irreduzibles Polynom iibergeht, wenn man die Koeffi- 
zienten g; durch die entsprechenden Restklassen aus 0/m ersetzt; der Grad n 
von p(x) wird dabei auch als der Grad von Q[&] tiber 0 bezeichnet. Man 
sieht leicht: Die einfache Ringerweiterung OQ [&] von © ist dann und nur dann 
regular algebraisch, wenn 0[&] iiber © eine endliche Modulbasis von linear 


*) Der Ring SG, von § 1 enthalt fiir 8,-+- ® mehrere maximale Primideale. Wenn wir 


aber &, als Ausgangspunkt wahlen, so kénnen wir G, durch den Ring R’= (G,)p_ aller 
Quotienten «/ 8 (a, 8€S,, 8¢p,) mit dem einzigen maximalen Primideal p’ = p, R’ 
und © durch den Ring S’=G W®’ aller von ®’ ganz abhingigen Elemente aus ® mit 
dem einzigen iiber p’ liegenden Primideal }’=— GS’ ersetzen. Die Annahme des Textes 


ist also statthaft. 


?) Die Theorie der primaren Ringe wurde von W. Krutt entwickelt. [Algebraische 
Theorie der Ringe I u. II, Math. Annalen 88, 80—122 (1923) bzw. 91, 1—46 (1924).] Eine 
Neudarstellung der Theorie und eine Weiterfiihrung entsprechend dem heute erreichten 
Standpunkt der Algebra verdankt man E. Snapper [Competely primary rings I—IV, 
Annals of Math. 52, 666—693 (1950) bzw. 53, 125—142 (1951) bzw. 58, 207—-234 bzw. 55, 
46—64 (1952)]. 
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unabhangigen Elementen besitzt und selbst einen primaren Ring mit dem 
Primideal m - © [&] darstellt *). — Wir formulieren jetzt: 

G. Th. Satz 2d). Bedeutet q ein zu p=p, gehdriges Primérideal aus 
R = S,, so geniigt das zu P = p, gehdrige Primdrideal GF = 4 S aus S = G, der 
Gleichung FAR = q und es wird der primire Ring L = S/G eine einfache, 
regulir algebraische Erweiterung des primdren Ringes P=R/q, wobei der Grad 
von J iiber P gleich dem Grade von N = N, iiber KR = K, ist. Die Giiltigkeit von 
qG \R = q wurde schon oben festgestellt. DaB P und J primiire Ringe sind, 
ist klar, da p bzw. p das einzige Primoberideal von q bzw. § darstellt. Ist 
ferner t der Grad von R% = N, iiber KR = K,, so gibt esnach dem Beweis von 
Satz 2 in G. Th. ein Element «¢€ © derart, daB G = [a] wird und daB « 
iiber & Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p(x) = 2+ q, 2°~1+---+4, 
mit Koeffizienten g; aus © ist, das in ein iiber t/p irreduzibles Polynom iiber- 
geht, wenn man die g; durch ihre Restklassen modulo p ersetzt. Daraus folgt 
sofort: Bezeichnet man mit & die durch « definierte Restklasse aus 2, so wird 
x = P{a] und es stellt F eine regular algebraische Erweiterung t-ten Grades 


von P dar, wenn sich fir @ aus 7,, 2+ 7,_; @™~'+-°++7%,=0 (7,€P, 
m < t) stets r;= 0 (@=0,...,m) ergibt. Bedeutet aber r; jeweils einen zu R 
gehérigen Reprisentanten von 7;, so folgt aus 7,, @"+--++7,—=0 wegen 
G =qS, S=R[a], a’ = —gq, a'-!— -- - —gq, eine Gleichung r,, a+ --- + 1, 
= &_, a 1+---++ 8, (8; € q), und da « iiber t keiner Gleichung niedrigeren 
als t-ten Grades geniigt, haben wir: 5,_,;= %_9=*** = 8m ,= 0; &="%, 
&,= = 0 (i =1,...,m). — Auf Grund von G. Th., Satz 2d) kénnen wir 


nun leicht die Vermutung widerlegen, die den Ausgangspunkt unserer Uber- 
legungen gebildet hatte. Wir betrachten einen primiren Ring P, dessen 


Primideal m eine endliche Basis w,, . . ., w,, besitzt und der Gleichung m?= (0) 
geniigt. Dann ist jedes w € m eine Linearform w = a, w,+ - +++ &, Wm, und 
wenn wir m minimal wihlen, ist a, w,+ ---++ &,W_,+ By W+°** + BmWm 


*) Da die Beweise fiir die uns interessierenden Saitze bei KruLL und SNapPrEr ziem- 
lich miihsam zusammengesucht werden miissen, seien sie hier kurz skizziert: Im Polynom- 
ring O [2] ist ein Polynom a(x) = a,+ a, 2t--- + ay, a"+ --+ + Gnima™t ™(ayng m; 
(€n+1>-++>4n+m) Gm) stets zu einem eindeutig bestimmten Polynom a* (x) = aj +--+ + 
+ an-, 2"—1+ 2” assoziiert. — (Vgl. § 4 der Arbeit ,,Algebraische Theorie der Ringe I‘‘ 
von 7); die dort gemachte Voraussetzung ,,m?¢ = (0) fiir groBes po” wird beim Beweise 
unseres Satzes nicht benutzt.) — Daraus folgt sofort, daB a (x) und 6 (x) in © [:] teiler- 
fremd sein miissen, falls es im Polynomring K [x] die zugehérigen Restklassenpolynome 
@ (x) und 5 (x) sind. Das wiederum zeigt, da8 bei einer regular-algebraischen Erweiterung 
© [€] von © stets O [£]/m © [£] zu dem Oberkérper K [x]/(p (x)) - K [x] von K [2] iso- 
morph wird und daB entsprechend m © [&] das einzige Primideal von © [&] ist. DaB 
ferner 1, —,...; &"—2 eine Modulbasis von linear unabhangigen Elementen fiir © [ &] iiber 
©) bilden, ist klar. — Besitzt umgekehrt 0 [7] iiber © eine Modulbasis von n linear un- 
abhangigen Elementen, so sieht man zunichst miihelos, daB fiir 7 eine Gleichung p (7) 
= yf +9, 7"—1 + ---+ qu= Ogelten muB, wobei 1, 7,...,7"—1! iiber O linear unab- 
hangig sind, so daB © [7] zu O [x]/p (x) OX [x] isomorph wird. Weiter zeigt man unschwer: 
Besitzt in K [x] das Restklassenpolynom 7 (x) mindestens zwei verschiedene irreduzible 
Faktoren, so gibt es in O[7] mindestens zwei verschiedene Primideale; wird p(x) = 4(x)¢ 
(o > 1) und ist s (x) ein der Restklasse s(x) angehériges Polynom aus © [7], so ist s (7) 
ein nicht in m © [7] liegender Nullteiler. Damit ist alles bewiesen. 
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gleichwertig mit «,— §;€m(i=1,...,m). Daraus folgt, immer unter Be- 
nutzung von m*= (0): Die Unterideale von m entsprechen umkehrbar ein- 
deutig den Unterraéumen eines mit m Basisvektoren ¢,,.. .,¢,, gebildeten 
m-dimensionalen Vektorraumes §t,, tiber K = P/m, derart, daB a, w,+--- 
+ GW, dann und nur dann in dem dem Vektorraume % zugeordneten Ideale a 
liegt, wenn % ¢,+-°+++ &%,¢, zu W gehért, falls «; die durch «; in K defi- 
nierte Restklasse bedeutet. — Es sei jetzt weiter P= Pig] eine echte, re- 
gular algebraische Erw eiterung von P, = sei die durch £ in K = Pin definierte 
Restklasse. Dann ist K = K( (é), und es stellen w,, ..., w,, auch eine Minimal- 
basis von i = m P dar. Die Unterideale von m entsprechen also umkehrbar 
eindeutig den Unterriumen des aus %,, durch Ubergang zum Grundkérper K 
entstehenden Vektorraumes &,,. Ist nun m > 2 und bedeutet 7 ein beliebiges, 
nicht zu K gehériges Element aus K, so sieht man sofort, daB der eindimen- 
sionale Vektorraum mit dem Basisvektor e,+ ye, mit ¥,, nur den Nullvektor 
gemein hat, und das besagt fiir P: Ist m > 2, so gibt es immer P-Ideale, die mit 
P nur das Nullelement gemein haben. Mit Hilfe dieser Bemerkung zeigen wir 
jetzt: 

1. Korollar zu G. Th., Satz 2d). Jst R =R, ein NoetTHeERscher Ring 
(Ring mit Maximalbedingung ) und ist N = N, von KR = K, verschieden, so ent- 
sprechen die in © = G, zu P = p, gehdrigen Primdrideale dann und nur dann 
umkehrbar eindeutig den zu p = p, gehdrigen, wenn R ein diskreter Bewertungs- 
ring ist. 

Zum Beweis beachte man: a) Ist ®t ein diskreter Bewertungsring, so ist es 
auch ©. Es sind also die Potenzen von p bzw. Pp die einzigen Ideale (+ (0)) 
in R bzw. GS, und aus p S = 7) [vgl. G. Th., Satz 2 c)] folgt PP" AR = p™ fiir 
jedes m. — b) Da ® als Norruerscher Ring angenommen wurde, ist p?+ p, 
und es wird P = R/p? ein primarer Ring von dem oben betrachteten speziellen 
Typus (mit m= p/p?). Ferner ist GAR =p? gleichwertig mit 4 2p?G, 
(G/p? S) \(R/p?) = p?/p? (vgl. den ersten Abschnitt von § 2). Aus unserem fiir 
spezielle primare Ringe gewonnenen Resultat ergibt sich also: Sollen die zu 
gehérigen Primirideale umkehrbar eindeutig den zu p gehérigen entsprechen, 
so muB p/p? Hauptideal werden, d.h. es muB in R ein Element p geben, 
derart, daB p = (p)+ p®. Ist aber p = (p) + p*, so ist auch p = (p) + p™ 
fiir jedes m und daraus folgt nach einem bekannten Satz iiber ,,Stellenringe“: 
p = (p).*) — c) Ist in dem Norruerschen Ringe fi das einzige vorhandene 
maximale Primideal p ein Hauptideal, so ist t notwendig ein diskreter Be- 
wertungsring. 

Lassen wir die Maximalbedingung bei Rt fallen, so wissen wir, daB immer die 
Zuordnung G--q AR die zu Pp = p, gehdrigen Primarideale umkehrbar ein- 
deutig auf die zu p = p, gehdrigen abbildet, wenn ® ein ganz beliebiger Be- 
wertungsring (mit reellzahliger oder auch mit nichtarchimedisch geordneter 


*) Vgl.: W. Knutti, Dimensionstheorie in Stellenringen, J ’ reine u. angew. Math. 179, 
204—226 (1938), § 1, Satz 2. 
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Wertgruppe) ist?®). Aber es scheint nicht mehr so leicht zu beweisen zu sein, 
daB dies der einzige Fall der eindeutig umkehrbaren Zuordnung ist, vor allem 
dann nicht, wenn p?= p wird. Indessen kénnen wir diese Frage als sekundar 
ansehen; die Hauptsache war zu zeigen, daB das umkehrbar eindeutige Ent- 
sprechen gewissermaBen als Ausnahmefall anzusehen ist, und das wird durch 
das erste Korollar zu G. Th., Satz 2 d) geleistet. Im iibrigen wird der positive 
Inhalt von G. Th., Satz 2 d) vielleicht noch besser verdeutlicht durch: 

2. Korollar zu G. Th., Satz 2d). Fiir ein zu P = p, gehédriges Primér- 
ideal G wird dann und nur dann (G \R) S = GF (R = R,), wenn S /G eine regulér 
algebraische Erweiterung von R/(q (\R) darstellt. 

Nach G. Th., Satz 2d) selbst braucht allein das ,,dann‘“ bewiesen zu 
werden, d. h. man hat (mit GR = q) zu zeigen: Ist q ein echtes Oberideal 
von qG, so ist S/q = Z keine regular algebraische Erweiterung von R/q = P. 
Es sei nun « die beim Beweis von Satz 2d) eingefiihrte Nullstelle von 
a'+q,2-'+--+-+4,= p(x); a bzw. g; sei das durch « bzw. gq; definierte 
Element aus J bzw. P. Dann ist 2 = P (&]; a+ 7, @-'+---+¢=0, und 
es gilt auBerdem noch mindestens eine weitere Gleichung 7,, «+ --- + %)= 0 
(7;¢ P,m<t). Wire dabei ein 7; eine Einheit aus P, so mibten wegen 
der Irreduzibilitét von 2+ 9, 2°~'+---+4q, modulo p die Polynome 
a+ G,2-'+---+ G9, und7,, 2"+---+7, aus P[x] modulo m = p/q teiler- 
fremd sein, sie kénnten daher nicht die gemeinsame Nullstelle « haben. Es sind 
also bei jedem Polynom niedrigeren als t-ten Grades mit der Nullstelle % aus 
P [x] alle Koeffizienten in p/q enthalten, d. h. die Elemente 1, @,...9a™ i. 
die eine Basis von 2 iiber P bilden, sind zwar linear abhiangig, es laBt sich 
aber keines von ihnen linear iiber P durch die iibrigen ausdriicken. 2 besitzt 
demnach iiber P keine Modulbasis von linear unabhingigen Elementen, wie 
es bei einer regular algebraischen Erweiterung der Fall sein miiBte. 


§ 3. Hiéhere Verzweigungsgruppen. 

Fiir die Verzweigungsgruppe @, ergab sich aus G. Th. und einer im Archiv 
der Mathematik erschienene Note™): Hat R/p die Charakteristik 0, so ist stets 
@, gleich der nur aus dem identischen Automorphismus E bestehenden 
Gruppe ©. Hat dagegen R/p Primzahlcharakteristik p, so ist G, gleich der 
gréBten invarianten p-Untergruppe der Trigheitsgruppe G,. Ein Automor- 
phismus A ¢ &, gehért dann und nur dann zu &,, wenn A bei allen irredu- 
ziblen Darstellungen A (a, a,,) von @,, die durch die endlichen, invarianten 
©-Ideale a und ihre maximalen Unterideale a,, erzeugt werden, auf die je- 
weilige Einheitsmatrix abgebildet wird. Ist R und damit auch S ein NOETHER- 
scher Ring, so braucht man nicht alle irreduziblen Darstellungen A (a, a,,) zu 
betrachten, sondern nur die, die bei der Ausreduzierung der (i. a. reduziblen) 
Darstellung A (Pp, §*) auftreten. [Zur Definition der Darstellungen A (a, a,,) 


1°) Vgl. ctwa die in G. Th., Anm. | zitierten Arbeiten. 


4) W. Krutt, Die Verzweigungsgruppe in der GaLorsschen Theorie der arithmetischen 
Korper, Bd. 2, S. 295—299 (1949). 
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bzw. A (a, ap) vgl. G. Th., § 2.] — Es sei nun bei Charakteristik p von R/p 
bereits R = N,, G = G,, R = S,; soll dann ohne weitere Annahmen iiber die 
Struktur von R der Aufbau von M iiber R naher untersucht werden, so liegt 
es nahe, als p-Verzweigungsgruppe &,, diejenige Gruppe einzufiihren, die in 
G. Th., § 1 und § 4 als &,, bezeichnet wurde, also unter G,, die Gruppe aller 
der A ¢ @, zu verstehen, deren Bild bei allen Darstellungen A (a, a P) die Ein- 
heitsmatrix ist. Nach G. Th. (§ 2, Satz 8) gilt dann: G,, ist eine invariante 
Untergruppe von & = &,. Die Faktorgruppe G,/G,,, ist die grépte Faktorgruppe 
von &,, die eine vollisomorphe Darstellung IT, . ; A (a,, a, P) besitzt. 


Was die Struktur von @,, angeht, so wei8 man, daB jedenfalls G,,= G, 
werden muB, wenn i = S,= 8 und damit auch S =8 ein Bewertungsring 
(mit beliebiger Wertgruppe) ist. Denn da jede einzelne Darstellung A (a, a P) 
eine Darstellung einer p-Gruppe tiber einem Koérper der Charakteristik p ist, 
muB sie bei geeigneter Normierung @, auf eine Gruppe von Matrizen der 
speziellen Form (a;,) (a;,= 0 (k >%) a;;= 1) abbilden™), und da bei einem 
Bewertungsring 8 alle Ideale a Hauptideale sind, also alle Darstellungen 
eingradig werden, ist bei ihm jede Darstellung A (a,a ) die identische. — 
Die Giltigkeit der Gleichung 6,= G,, bei Bewertungsringen zeigt, daB das 
Auseinanderfallen von @, und @,, in der klassischen Theorie der endlichen 
algebraischen Zahlk6rper kein Gegenstiick hat. Man sieht sich also bei der Unter- 
suchung von &, bzw. beim Studium des Aufbaues von Mt iiber R = N, im all- 
gemeinen Fall nicht einer, sondern zwei Aufgaben gegeniiber: a) Es sind ge- 
nauere Aussagen iiber &,,, bzw. die Faktorgruppe &,/G,,, herzuleiten. b) Es ist 
zu &,, eine Untergruppenkette G, , = G, > G, > - - - >G,= € zu konstruieren, 
die als Verallgemeinerung der von HILBERT bei den endlichen algebraischen 
Zahlkérpern eingefiihrten Kette der héheren Verzweigungsgruppen angesehen 
werden kann. 

Bei dem Problem diirfte es zweckmaBig sein, sich bei einer vorliufigen 
Orientierung auf den Fall zu beschrinken, daB Si und damit auch © einen 
NoeTHERschen Ring darstellt. Denn einerseits diirfte eine naihere Unter- 
suchung von &,/G,, nur dann méglich sein, wenn es gelingt, endlich viele aus- 
gezeichnete Ideale af,...,a%, zu finden, derart, daB &,, bereits durch die 
endlich vielen Darstellungen A (a¥, a¥ ) festgelegt ist. Wie aber eine solche 
Xeduktion ohne eine Endlichkeitsannahme iiber R auch nur versucht werden 
k6énnte, ist nicht zu sehen. Andererseits ist schon im Spezialfall, dab R = S, 

8 und damit auch S = B ein Bewertungsring ist, also gewissermaBen im 
einfachsten von Endlichkeitsannahmen freien Fall, das Problem der Kon- 
struktion von ,,héheren Verzweigungsgruppen“ anscheinend nur dann un- 
gekiinstelt und in allgemein brauchbarer Weise lésbar, wenn & tiber R = MN, 
,,vollverzweigt ist, d. h. wenn der Grad von ® iiber & und der Index der zu 8 


12) Vgl. z. B. R. Kocuenpérrer, Uber treue irreduzible Darstellungen endlicher 
Gruppen, Math. Nachrichten, Bd. 1, 40—61 (1948), Abschn. II, Satz 6. 
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gehérigen Wertgruppe J’ in der zu B gehérigen Wertgruppe F den gleichen 
Wert haben’). 


Es seien also ft und G Nortruersche Ringe. Dann kénnte man-auf den 
ersten Blick vermuten, dab G,, ebenso wie G, allein mit Hilfe der Darstellung 
A (>, B*) bestimmt werden kann. Indessen wird diese Annahme schon durch 
das Beispiel von G. Th., § 4 widerlegt, durch das in der dortigen Terminologie 
gezeigt wurde, daB die (ebenso wie G,,=— G,, in G, enthaltene) Gruppe G,, 
u. U. eine echte Obergruppe von @,, darstellt. Dariiber hinaus diirfte es, 
auch ohne daB ein Beispiel explizit vorliegt, nicht zu bezweifeln sein, daB 
Fille existieren, wo alle Automorphismen aus @, (fiir beliebig groB vorge- 
gebenes r) simtliche Elemente von ~ modulo ’ in sich iiberfiihren, wahrend 
gleichzeitig A (a,a) fiir ein passendes a von der identischen Darstellung 
verschieden ausfallt. Unter diesen Umstinden scheint es aber auch bei den 
NoetTHERschen Ringen © aussichtslos zu sein, in einer allgemein verbindlichen 
Weise die Bestimmung von @,, auf die Betrachtung von endlich vielen Dar- 
stellungen A (a;, a; P) zuriickzufiihren; die oben gestellte Aufgabe a) diirfte 
also selbst im Nortruerschen Spezialfall keine befriedigende Lésung besitzen. 


Als Ausweg bietet sich nun die Méglichkeit dar, bei den NorrHerschen 
Ringen gar nicht mit der Gruppe G,,= G,, zu arbeiten, sondern mit der 
Gruppe @,, , und sich iiberhaupt bei der Definition der héheren Verzweigungs- 
gruppen so eng wie mdglich an das Vorbild der endlichen algebraischen 
Zahlkérper anzuschlieBen. Wir wollen diesen Gedanken zunichst unter der 
Zusatzvoraussetzung durchfiihren, daB G/p eine separable Erweiterung von 
R/p darstellt, d.h. (wegen R = K,), daB S/p = R/p wird. Man darf sich dann 
bei der Betrachtung des Verhaltens der S-Elemente gegeniiber den A¢@, auf 
die Elemente aus pP beschrinken, und man erhilt sofort den 


Satz: Ist R> RK = N,, so ist sicher pS C Pp. 

Ist naimlich p S = p, so folgt aus S/p = R/p sofort S/p’= R/p" fiir jedes r. 
Daraus ergibt sich aber fiir a¢ G, A € G, stets a4—a€¢ p’, falls a4 wie iiblich 
das Bildelement von a hinsichtlich A bedeutet. Da aber wegen der fiir © 
giiltigen Maximalbedingung -\, ~’= (0) ist), bedeutet unser Resultat, daB 
jedes a durch jedes A in sich iibergefiihrt wird, d.h. man hat S6=R, N= &. 
Wir definieren jetzt: Unter der i-ten héheren Verzweigungsgruppe @,; (von P 
hinsichtlich &) soll die Gruppe aller der A ¢@%, verstanden werden, die fiir 


48) Zu den voll verzweigten Kérpern vgl.: M. Deurtnec, Verzweigungstheorie be- 
werteter Kérper, Math. Ann. 105, 277—307 (1931). — Allerdings ist es auch bei ganz 
beliebigen Bewertungsringen méglich, in invarianter (also z. B. von der Auswahl spezieller 
Elemente unabhangiger) Weise Ketten von ,,héheren Verzweigungsgruppen“ ,— ,, 
»G,.> «++ DG,,-= (BZ) einzufiihren, derart, daB wie in der klassischen Hi~Bertschen 
Theorie die Quotientengruppen ,;/,,;,, alle direkte Produkte von Gruppen der Ord- 
nung p werden. Aber es kommen hier verschiedene Ketten in Betracht, von denen keine 
vor der anderen ausgezeichnet ist und die alle mit irgendeinem Mangel behaftet sind. 
Vor allem ist es nicht ohne weiteres zu sehen, ob die eingefiihrten Gruppen ,; im voll- 
verzweigten Spezialfall stets in die Deurtneschen héheren Verzweigungsgruppen tiber- 
gehen. 

14) Vgl. Satz 1 der in *) zitierten Arbeit. 
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jedes a : P (und damit wegen S/P = R/p fir jedes a € S) der Bedingung a4— 

a€¢ p'*+! geniigen"). Es ist dann jede der Gruppen G, ; in G, = G,, invariant, 
und man hat G,, 26,, 2@,,2... . Ist ferner ein zu P gehériges primitives 
Element von & iiber &, so muB fiir jedes A+ HZ wegen 1, P°= (0) ein ry 
existieren, derart, daB £4—£&¢p'4. Setzt man r= max (r4), 80 Avird G,, 

(Z); die Kette der &,; bricht also im Endlichen mit (EZ) ab. Die Gruppe G,, , 
die (ebenso wie G,, und aus den gleichen Griinden) bei einem Bewertungsring 
S = $B stets mit G, zusammenfillt, ist mit der Gruppe &,, von G. Th. identisch. 


Es definiert also A (P, P*) eine vollisomorphe (nicht nur homomorphe) Dar- 
stellung von &,/G,,. Fir die Gruppen G,,;,, (¢ = 1, 2, .. .) dagegen ergibt sich 
leicht durch grundsatzlich geliufige Rechnungen: Jst G,;>@,,;,,, 80 ist 
G, /G,.;,, abelsch und direktes Produkt von Gruppen der Ordnung p. Ist nimlich 
zunichst A €@,;; a, € P (k = 1, 2), so ist af —a,= 6, ¢ pit !; (a, a,)4—a, a, 

a, b,+ a,b, + b, b,€ pit? pir: 


> 


. Fir c € p*, A ¢ G,; wird also immer c4— c € p'* ®. 


~1 ~ 
: F _ —a Az 
Sind ferner A,, A,¢ G,;; a € p,sowirdate—a=b,¢ Pitt;a * * =a=a* 4+ 
1 ,-1 _-1 
+ b.* ;b.* —d,=—c,€ p'**;a * —a+b,¢ p'-*. In entsprechender Weise 
Lt 
4,4,4, ' 45 


ergibt sich a aé p'*?, und diese letzte Relation bedeutet so- 
viel wie A, A, A; ' Ay '€ @,,;,,- Damit erweist sich G,,/G,,;,, als Abelsch. 


Ebenso leicht erhalt man: a4” —a ((m + 1) a4” a)¢ pt? (ACG,;, a€ P; 


1 Einheitselement von GS), und daraus folgt A?¢ G,,;,, wegen p€ p. — Da- 
mit ist der Beweis abgeschlossen. 
Die Verzweigungsgruppen &,;, — die bei einem endlichen algebraischen 


Zahlkérper oder allgemeiner bei einem diskreten Bewertungsring mit den 
Verzweigungsgruppen im Sinne HILBERTs identisch sind (wobei insbesondere 
stets G,,= G, wird) — besitzen also bei einem beliebigen NorrHerschen 
Ringe © jedenfalls die Haupteigenschaft, die man vom klassischen Spezial- 
fall her erwarten konnte. Es liegt nun noch nahe zu fragen, ob sich etwa fiir 
die Ordnungen der Quotientengruppen &,,;/G,,;,, (¢ = 1,2,...) eine einfach 
idealtheoretische Deutung finden laBt. Indessen ist hier auf den ersten Blick 
wenigstens keine Antwort zu sehen, und es erscheint zweifelhaft, ob eine 
Untersuchung in dieser Richtung iiberhaupt lohnt. Handelt es sich doch — 
im Gegensatz zu der darstellungstheoretischen Deutung der Gruppe @, in 
G. Th. — bei der Einfiihrung der Gruppen G,; um eine rein formale Nachbil- 
dung der héheren Verzweigungstheorie der endlichen algebraischen Zahl- 
kérper, wobei noch die Tatsache, daB man anstelle der ohne jede Endlichkeits- 
annahme definierbaren Gruppe &,, die Gruppe @&,, setzen muB, als ein zwar 
unvermeidbarer, aber doch stérender Schénheitsfehler anzusehen ist. 

Ist S/P iiber R/p echt algebraisch (natiirlich total inseparabel), so kann 
man nicht mehr behaupten, daB fiir % > < immer p S + P sein muB. Dagegen 
bleiben die fiir die Gruppen G, ; und die Faktorgruppen &,/G,, , G, ,/@,,;,, herge- 
geleiteten Sitze einschlieBlich ihrer Beweise unveriandert giiltig. Ein neues 


*) Die Gruppe G,, der eingefiihrten Reihe ist von der Gruppe G,, von G. Th. ver- 
schieden! 
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Moment kommt nur dadurch herein, daB jetzt. die Gruppe §,, aller der A €G, 
die fiir jedes a€S der Bedingung a4—a¢ p'*! geniigen, u. U. eine echte 
Tntergruppe von &,; sein wird. Da die Frage, wie sich die 9,; in die héhere 
Verzweigungstheorie einordnen lassen, schon bei den diskreten Bewertungs- 
ringen von Interesse ist, beschriinken wir uns bei den weiteren Betrachtungen, 
abgesehen von einigen wenigen grundsiatzlichen Bemerkungen, auf diesen 
Spezialfall. 


§ 4. Diskrete Bewertungsringe mit unvollkommenem Restklassenkérper. 


Es sei jetzt R = B und ebenso © - B ein diskreter Bewertungsring, und 
es sei G/P eine total inseparable Erweiterung von §i/p, so daB jedenfalls wie 
in §3 R=N,, G =G, wird; wegen der Beschrankung auf Bewertungsringe 
haben wir dann auBerdem &, = G,,. Dagegen kann §,, eine echte Untergruppe 
von &,= G,, werden, wie das folgende triviale Beispiel zeigt: Es sei & der 
Kérper aller ganzzahligen Polynomquotienten in einer Unbestimmten u, ® 
der Unterring aller Quotienten, bei denen nicht saimtliche Nennerkoeffi- 
zienten durch 2 teilbar sind. Ferner werde Q = & (Vu) gesetzt. Dann ist 
S=R (Vu) der Ring aller von R ganz abhingigen Elemente aus %, und es 
sind R und S beide diskrete Bewertungsringe mit dem Primelement 2. G/} ist 
eine inseparable Erweiterung 2. Grades von §i/p durch die der Gleichung 
(y u)? u geniigende Restklasse Vu"). Die Gruppe & mit dem (in leicht 
verstindlicher Symbolik geschriebenen) erzeugenden Automorphismus 
A={Vu- +>- -Vu} fallt also jedenfalls mit &,= G,, zusammen. Andererseits 
besteht 9.1 nur aus dem identischen Automorphismus E; denn man hat: 
(y u)4 —yu=—2y u¢ p? = (4)-S. Es ist also bei den diskreten Bewertungsringen 
mit unvollkommenem Resthiaccenhirper nicht zulissig, D,, anstelle von G,,, also 
die Verzweigungsgruppe schlechthin einzufiihren, obwohl die Bevorz7ug ung von 9, , 
vor &,, angesichts des Vorbilds der endlichen algebraischen Zahlkérper an 


sich nahelige. — Wir zeigen jetzt zuniachst: 
Es wird stets G, ;,, 5 9,;, d. h. man hat 
6, - G,, 2 9, - 6,2 = 9,2: aces 9.n2G,n41°°° 7 


Es sei namlich x ein Primelement aus & = 8, q beliebig aus S. Dann hat 
man fir A¢€G, ;,,: 24=2¢€ pit?; (wa)4— aac pit?; a (a4—a)€ pit?; 
a4— a¢ p'*+!. —Wire S kein Bewertungsring, sondern ein beliebiger NoETHER- 
scher Ring, so kénnte man auf entsprechende Weise nur zeigen: Ist A € G, ;,, 
und a beliebig aus S, so wird p (a4— a) Cp'**; aber daraus braucht nicht 
immer a4—a¢ p'*! zu folgen. Es ist also nicht sicher, ob sich bei einem 
beliebigen Nortuerschen Ringe © die 9,; ebenso einfach zwischen die G, ; 
einordnen lassen wie bei einem diskreten Bewertungsring 6 = S. — Es han- 
delt sich nun darum, Klarheit dariiber zu gewinnen, was durch die Einfiihrung 
der 9, ; neben den G,; méglicherweise erreicht werden kann. Hierzu zunichst 
einige grundsatzliche Bemerkungen: 


%*) Durch den Querstrich kennzeichnen wir den Ubergang vom Element aus © zur 
Restklasse modulo p. 
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Es seien %, und N, >M, zwei tiber R normale Kérper zwischen N und §&, 
und es werde ©, = SAN,, Pp= POR, (k = 1, 2) gesetzt. Dann kann einerseits 
a) ein Primelement des Bewertungsringes S, im Bewertungsring ©, seinen 
Primelementcharakter verlieren (,,Verzweigung“), andererseits kann b) S,/p, 
ein echter Oberkérper von ©,/p, werden (,,Resterweiterung). Tritt nur a) 
bzw. nur b) ein, so sprechen wir von einer ,,reinen Verzweigung‘ bzw. ,,reinen 
Resterweiterung (beim Ubergang von %, zu ®,). Als wiinschenswert erscheint 
es offenbar, in allgemeinverbindlicher Weise eine Kérperkette 


R = N= My CM, CM, C+ CR, = MN 


so festzulegen, daB alle 8; iiber & normal sind und daB beim Ubergang von 
N; zu RN; ,, stets entweder eine reine Verzweigung oder eine reine Resterweite- 
rung stattfindet. Bezeichnet weiter N, ; bzw. M,; den zu G, ; bzw. H,; im Sinne 
der Ga.orsschen Theorie gehérigen Korper, so liegt die Vermutung nahe, 
daB méglicherweise bereits die Kette 8 = N,, © M,, ©. SMC: ++ (abge- 
sehen von der unvermeidlichen Zulassung der Gleichheitszeichen) eine K6rper- 
kette der gewiinschten Art darstellt. Da8B aber die Verhaltnisse in Wirklich- 
keit nicht so einfach liegen, zeigen die folgenden beiden Beispiele: 


Es mégen & und die gleiche Bedeutung haben wie in dem oben kon- 


struierten Beispiel fiir $,, CG,,. Ferner sei N’= & (e) mit e = ae , schlieB- 


lich bedeute w eine Nullstelle des iiber 9’ irreduziblen Polynoms 2?— u (,,Bei- 
spiel 1‘‘) bzw. des gleichfalls tiber 9’ irreduziblen Polynoms x?— (1 + e) x—u 
(,,Beispiel 2‘‘), und es werde J = MN’ (w) gesetzt. Dann verifiziert man miihe- 
los: Es ist S’= Ki[e] bzw. S = S’[w] = Ri [e, w] der Ring aller von R ganz 
abhaingigen Elemente aus @’ bzw. ©. Sowohl ©’ als © sind diskrete Be- 
wertungsringe mit dem Primelement 7=1-+¢, das den Gleichungen 7? 

) 2-e-(1+ y2), m= 21 (1+ V2)? geniigt. (Beachte, daB auBer e und e?= i 
auch 1 + y2= (y2— 1)! in S Einheit.) Weiter wird G’/p’= R/p, wahrend 
G/P eine inseparable Erweiterung von t/p durch eine Nullstelle w des Polynoms 
2?— %& ist™*) (Pp = (1 + e), P’ = PAG’). Der Korper & ist iiber & normal vom 
Grade 8. Seine Gruppe G, die die Verzweigungsgruppe von P hinsichtlich 
R darstellt, ist abelsch und direktes Produkt von Gruppen der Ordnung 2. 


Erzeugende von & sind die Automorphismen 


A = {y2> y2, i+—i,w>w}, 

B= {yj2+- 2,i+i,w+w} sowie 

P= {/2> y2, i+i,w+—w} (Beispiel 1) bzw. 

P = {/2> 2, i+i,w+1+e—w} (Beispiel 2). 
Zur Bestimmung der Gruppen &,; und 9,; geniigt es offenbar, das Verhalten 
von | + e gegeniiber A, B, sowie das von w gegeniiber P festzustellen. Fir 
1+e erhilt man gleichmaBig in beiden Beispielen: (1 + e)4— (1 +e) = 
=—i V2¢ Pp; (1+ e)F@—(1+ e) =—(1 +i) y2=—2€¢ 4, € p®. Fiir w da- 
gegen findet man je nach seiner Definition: 











252 Wo.treane Krutw: Zur Gatorsschen Theorie der arithmetischen Kérper. 
w? — w = 2we€ p*, ¢ p> (Beispiel 1) 
wP—w = (1+ ¢)—2we Dp, ¢ PP (Beispiel 2). 


Bezeichnen wir nun die durch A und B erzeugte Gruppe mit (A, B) usw., so 
folgt aus den gewonnenen Relationen miihelos: 


Beispiel 1: © =@,,= 9,,; (B, P) = G,.= 9,2= G,3= 9,3; (E) = G4. 
Beispiel 2: & 7G; (A, B) 9,1; (B) G,> = 9,2 = 6,,= 9,3; (B£) _ G,,. 


Bedeutet also 4 », den zur Gruppe (A, B) gehérigen K6rper usw., so liefern 
die Gruppen @,;, 9,; in den beiden Beispielen folgende Normalkérperketten: 
R=Ny RNs p= NR, CR=N, (Beispiel 1). N=N CRs ae =WCRsy_= 

N, CR = RN, (Beispiel 2). Unter Beriicksichtigung der Gleichungen NR, p) 

K (i), Nes, z= K (w), Rug) = K (w, é) verifiziert man nun sofort: In Beispiel 2 
ist die Kette N, CN, CR, CR, eine Kérperkette der von uns gewiinschten Art; 
beim Ubergang von %, zu 3, hat man eine reine Resterweiterung; bei den 
Ubergiingen von %, zu R, und von R, zu NR, dagegen je eine reine Verzweigung. 
In Beispiel 1. aber entspricht die Kette N, CN, CR, unseren Wiinschen nicht; 
denn beim Ubergang von %, zu %, erfolgt gleichzeitig eine Resterweiterung 
und eine Verzweigung. 

Die Bilanz unserer Betrachtungen kann kurz so gezogen werden: In der 
Verzweigungstheorie der diskreten Bewertungsringe mit unvoilkommenem 
Restklassenkérper sind die Gruppen @,; unentbehrlich. Die Gruppen §9,; 
kénnen zur Not entbehrt werden, doch bedeutet ihre Zwischenschaltung un- 
bedingt eine wiinschenswerte Verfeinerung. Allerdings liefern auch die G,,; 
und die §, ; zusammen nicht immer fiir den Endkérper tiber dem Verzweigungs- 
kérper eine Zwischenkérperkette, bei der inseparable Resterweiterungen und 
Verzweigungen getrennt sind. — Weiter auf die Verzweigungstheorie der 
diskreten Bewertungsringe mit unvollkommenen Restklassenkérper einzu- 
gehen, besteht im Rahmen der vorliegenden Note kein AnlaB. 


( Bingegangen am 19. Dezember 1952.) 


Karo, T. 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 253—262 (1953). 


On Some Approximate Methods Concerning 
the Operators T* T. 
By 
Tosto Karo in Tokyo. 


There are certain kinds of problems of the calculus of variations in which 
one is able to obtain upper and lower bounds of the quantity in question, even 
if the problem is not explicitly soluble’). The first example of this sort was 
perhaps the calculation by Lorp Ray eicu of the end correction for acoustic 
resonators”). Recently GREENBERG and D1az*) have succeeded in obtaining 
upper and lower bounds of the value, at each preassigned point, of the solution 
of the Dirichlet problem and the first biharmonic boundary value problem‘). 

The object of the first part of the present paper is to generalize their 
results to linear operators of Hilbert spaces. It turns out that the problems 
considered by them are special cases of the general operational equation 
T*T u =f, where T is a closed linear operator with domain in a Hilbert space 
§ and with range in a second Hilbert space 9’, and 7* is the adjoint of 7’. 
As is well known'), 7* 7 is then a self-adjoint operator of §. Instead of deal- 
ing directly with the solution u = u,=(7'*7')"! f, however, we shall consider 
the complex number & = (up, g), where g is another given vector of 9, and 
deduce a formula determining an approximate value of & with a rigorous 
estimate of the error. In particular if § is a function space and g is the Dira¢ 
delta-function with its singularity at a preassigned point, £ will reduce to the 
value of wu, at the point (though the use of the delta-function requires a later 
justification). In this way our formula is seento comprise those of GREENBERG 
and Draz, and indeed with some essential improvements as we shall show 
below®). 

Since it is known that a large class of operators appearing in applications 
can be reduced to the form 7'* 7 by a suitable choice of the spaces 9, 9’ and 
the operator 7’, our formula has a wide range of application. These appli- 
cations will be dealt with elsewhere. 

The second part of the present paper is devoted to the approximate 
solution of the eigenvalue problem for the operator 7*7'. Some years ago 
the writer proved the following theorem”). 

*) Cf. Courant and Hitpert [1], Frrepricss [3]. 

*) Rayeien [10]. 

*) GREENBERG [5], Diaz and GREENBERG [2]. 

*) It should be noted that the first attempt for such an estimation was made by 
TreFFrz [11] who, however, did not give éxplicit formulas. 

5) For the theory of the operator 7'* and 7'*T etc., see v. NEUMANN [9] and Murray [8]. 
Cf. also Frrepricus [4], Wey [12]. 

*) See the footnote *). 

”) Kato [6]. Eq. (2) is proved in Kato [7], Lemma 4. 
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Theorem A. Let H be any self-adjoint operator of a Hilbert space, and let («, f) 
be an open interval containing at most a non-degenerate eigenvalue of H but no 
other point of its spectrum. Let w be any vector of Dy*) with ||w|| = 1 and set 
n = (Hw,w), e = |\(H — 7) w||?= || w||?— 7? (e > 0). If e®< (ny — a) (B — n), 
then there is certainly an eigenvalue A, of H in (a, 8) and satisfies the inequalities 

e e 
(1) -t—5 <A- H : 7—<" 
Let w, be the eigenvector of H associated with the eigenvalue 2, normalized as 
\|wo|| = 1 and (wy, w) > 0. If e< d= Min (7 — a, B — n), then we have 
€ e?\-} 
(2) ||wo — w|| : é (1 c =) - 


This theorem is true for every self-adjoint operator H. In order that it 
be applicable, however, it is necessary that the “trial vector” w belong to Dy. 
This is often a considerable inconvenience in practice. For instance, if H is a 
differential operator of second order, w isrequired to have second-order deri- 
vatives at least in a certain generalized sense. But it occurs very often that 
one is obliged to do with trial functions which have only first-order derivatives. 

Thus it is desirable to have a formula requiring less of the trial vector. 
Such a formula will be deduced in the present paper under the assumption 
that H has the form 7* 7. Here we make use of two trial vectors u and w’ 
belonging to Dy and D7. respectively. When H is a differential operator of 
second order, this means that u and w’ need to have only fiist-order derivatives 
Applications of the formula will be given elsewhere. 


§ 1. On the operator T* T. 

For later use we collect here some important properties of the operator 
T*T*). Let $ and §’ be two Hilbert spaces which may possibly coincide, 
and let 7’ be a closed linear operator with D7 dense in § and with Rp Cc H’%). 
Then its adjoint 7* exists and is a closed linear operator such that D7. is 
dense in 9’ and Rye C H. Np*) and Np. are closed linear manifolds in H and 9’ 
respectively, and the following relations hold’®): 

(3) Nr = HOR, NRpe= H' SR. 

T*T and TT* are positive definite, self-adjoint operators of $ and 9’ 

respectively. Set B = (7'* T)} and C = (TT*)?. Then we have?®) 
{ Da = D7, De = Dre, ||Bx|| = ||T z||, ||C2’|| = ||T* 2"| 
| Ry =Npe, No = Np, Ny = Np, Ng = Ngo. 

Let E and E’ be the projections of § and 9’ on Rye and Re respectively. 

There is a bounded linear operator W with the following properties: 





, 


(4) 


*) Throughout this paper we denote by D4 and Ny respectively the domain and range 
of the operator A, and by Ny the zero of A, that is, the set of all x€ 94 such that Ax = 0. 

*) R means the closure of the set R. 

1°) It seems that R—p—=NRre and Ro= Xz are not stated explicitly in v. NEUMANN [9] 
or Murray [8]. But these are direct consequences of (6) below. In fact, T*=— BW* 
implies R7+C Ry and B= T*W implies RgC Re so that we have Rg= Re, and simi- 
larly Re = Rr. 
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{ Ow = 9, Ry = Rp, Owe = H', Rye = Roe, 

| W*W= E, WW* = E’, ||WI| <1. 
T=WB=-CW, B= W*T=T*W, 

(6) 1 T*= W*C= BW*, C=TW*= WT*, 

| B= W*CW, C=WBW*. 

It will be noted that, when the operator 7’ is given, the self-adjoint ope- 
rators B and C are defined in a very complicated manner, so that they cannot 
be regarded as “known” operators from the practical point of view. 

For later reference we cite some examples of the operator T*T7’. 

Example 1. Let 9 and 9’ be two unitary spaces of dimensions n and n’ 
respectively, and let 7’ be a linear transformation of § into 9’ with rank r. 
Then dimN, = n—r, dim Nye = n’—r. If in particular r = n, then dim 
N,= dim N,= 0 and B and 7*7T = B* have inverses B™! and (7*T)~'. 
But dim N, = dim Nps need not be zero. 

Example 2"). Let D be a bounded domain of the plane with rectangular 
coordinates x, y and let C be the boundary of D assumed to be sufficiently 
regular. Let $ be the Hilbert space consisting of complex-valued functions 
u(x, y) with the inner product (u, v)={{puvdzxdy. Let $' = $x § be the 
set of two-component vector functions wu’ (x, y) = {u, (x, y), Ue(x, y)} with the 
inner product (u’, v’) = [ [ p(u, 0, + u,0_) dxdy. Let D be the set of all functions 
which are continuous in D + C and which have piecewise continuous deri- 
vatives of first order, and let D be the subset of 9 consisting of functions 
which vanish on C. Let 7, be the linear operator with D,,= D and R,, c H’ 
such that 7, u= grad w= {0u/d x, du/dy}. Then 7, has a closed extension. 
Let T be the closure of 7, and let T* = TF be its adjoint. It is easily seen 
that Dp. contains at least all u’€D x OD, that is, all uw’ = {u,, uy} € H’ such 
that u,,u,.€D, and that 7*u’= — div uw’ = — (@u,/@x+ du,/dy). Thus we 
have 7*Tu=—Au=-— (@u/d2*+ @u/dy?) at least if uw has continuous 
derivatives of first order and piecewise continuous derivatives of second order 
and vanishes on C. Also we have N= {0} so that (7* 7')~! exists [(7* 7)~} 
is even bounded]. But Ns. + {0}, for div u’ = 0 admits of infinitely many 
independent solutions. 

Example 3. Let % be as in Ex. 2 and let 9’= 9 x 9 x 9 be the set of 
three-component vector functions wu’ (x, y) = {u,(x, y), Ue(z, y), U(x, y)}. Let 
D7, = © be as above and set T,u= {du/dxz, duldy, q(x, y)? u}, where 
q(x, y)=0 is a given function. Let 7 be the closure of 7. Then 7* is given 

by T*u'= —0u,/0x — du,/dy + qi u;, and we have T*Tu=—Au+qu 
with the boundary condition u = 0 on C. 


§ 2. On the equation T* Tu = f. 

1. As we have explained in the introduction, we consider the problem of 
calculating the complex quantity & = (u»,g), where u, is the solution of the 
linear equation T*7u=f and f,g€%. Since 7*7= B*, we can write 
41) Cf. Frrepricus [4]. 
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& = (B-*f,g) or, in a more symmetric form, § = (Bf, B-*g). Our main 
theorem now reads: 

Theorem 1. Let T,T* and B= (T*T)* be as in § 1, and let Np = {0}. 
Then B~ exists. Let f,g be two given vectors of 9 belonging to Rg = Rye and 
set & = (B-'f, B- g). Let u, v be any two vectors of Dp and let u’, v’ be any two 
vectors of Dre satisfying the subsidiary conditions T*u'= f, T*v'=g. Then 
the following inequality holds: 


(7) |& — */,(a + B)|S*/, 4, 

where 

(8) a = (u,g)+(f,v)—(Tu, Tv), B= (u',v’), 
e= ||Tu — w'||, 6 = ||Tv —v'||. 


Before giving the proof of the theorem, we shall make some remarks. 

Remark 1. Since Nz = Nr = {0} by (4), B- exists. Since f,gERp by 
hypothesis, u’ and v’ satisfying the subsidiary conditions certainly exist. In 
general, however, they are not uniquely determined thereby, for Ny.» is not 
necessarily = {0}. Rather it is in such indeterminate cases that the theorem 
is of practical use. 

Remark 2. A good approximation is obtained when ¢ and 6 are small. 
In particular if one of them is zero, we have the exact value of &. Now « = 0 
implies Tu =u’, T*Tu = T*u’'=f. Thus e = 0 occurs if and only if wu is 
the correct solution of 7* 7'u =f and u’= Tu, and this is possible only if 
fERpe p= Rg. Even if f does not belong to Ry, however, it is easily shown 
that « dan be made arbitrarily small by a suitable choice of u and u’. Also 
it should be noted that 
(9) e?= ||T'u||*— 2 Re (u, f) + ||w’||?, 
where the trial vectors u and u’ are separated. In order to make ¢ small, there- 
fore, it is sufficient to choose u and wu’ such that ||T'u||? — 2 Re (uw, f) and 
||x’||* are small separately. The same holds for 6. 

Remark 3. As we shall show below, (7) implies 
(10) lé-—al sed, |F- Bl sed. 
These inequalities are somewhat simpler, but less sharp, than (7). 

Remark 4. In the particular case g=/, we can take v’ = uw’ and (7) reduces to 
(11) 2 Re (u, f) — ||T ul? s ||Bo* f\? S ||u'|/?. 

Remark 5. In most important cases B~?= (7*7')-! and B™! are bounded. 
Then f, g may be any vectors of § and 
(12) E = ((T*T)“*f, 9) = (f, (T* T)“* 9). 

2. Proof of Theorem 1. First we note that Rp.= $ by hypothesis and (3), 
so that W*W = I = identity operator of § by (5). Thus we have 
(13) (Wz, Wy) = (z, y) 
for every z, y¥€H. Set now 
Tu—-WB'?f, w=-WB if-w, 
vi = Tv—-WB'g, w=WB'g-v. 
Since Ry = Re by (5), we have wj, vj € Rr. Furthermore, noting that 7* W = B 


uj 


(14) 
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by (6), we have T*u, = B Bf — T* u'= f — f = 0 and similarly T* v3 = 0. 
In other words, uj, v3€Npe. Since Rp and Ne are orthogonal by (3), we 
have therefore 
(15) (uj, Ug) = 0, (v}, v3) = 0 
Next we calculate (uj, vj) and (uw, v3). We have by (14) (uj, v}) = (T'u, T'v) — 
(Tu, WB-'9g)—(WB"f, Tv) + (WB f, WB-*g). 
Noting (13) and 7* W= B by (6), we obtain 
(uj, %) = (Tu, Tv) — (u, 9) — (f, v) + (Bf, B49)=—a+ 6, 
where we have substituted (8). Thus we have 
(16) [& — a| S | feey|| |le!] - 
Also we have 
(us, v2) = (WB f, WB*g) — (WB f, v’) — (u’, WB" g) + (w’, v’). 
We note that W*u’= B-'f, for f= T*u’= BW*w' by (6), and similarly 
W*v'= B-1g. Thus, again using (13), 
(uz, v%) = (Bf, B-4g) — 2 (Bf, Bg) + (u’, v') = — & + B, 
whence follows 
(17) — Bl S ||mal| [le2I - 
It follows from (16) and La that 
IF — "{a(a+ B)| So |E — @| + "2 lF — Bl S72 (Ilmill [loill + |leall |lesl|) 
S/o (|]ui||® + [Nees] *)* (|e; ll? + |]o31|)* 
Noting the orthogonality relations (15), we obtain 
|E — "2 (a + B)| S%/o ||ui + wall |lvi + vel] 


" = "Yq ||Tu— u'|| ||Tv—v'|| ="/,€6 
which proves (7). 


Finally we note that 
(Tu —wu’, Tv —v’) = (Tu, Tv) — (u, 9) — (f, v) + (u’, v') = —a +8 
and hence 
(18) |B—a| < ||Tu—u'|| ||Tv—v'||=e6. 
It follows from (7) and (18) aa 
|§ — a| S|E —7/,(a + A) + Ve |B— al Sed 
and similarly | — £| < e 6, proving (10) of Remark 3. At the same time 
it is clear that the inequalities (10) are less sharp than (7), for they are 
derived from the latter by making use of (18). 

3. Examples. By way of illustration let us consider the examples intro- 
duced in § 1. 

Example 1. We assume that the rank of 7’ is equal to n (this implies 
that n’>n). Then N= {0} and the hypothesis of Theorem 1 is satisfied. 
If n’> n, then the subsidiary conditions 7*u’ = f, T*v' = g do not determine 
u’, v’ uniquely, and we have some freedom in choosing w’, v’. If we take a com- 
plete orthonormal system 9, 9, ..-,; P, of § and take f = ;, g = 9,, then 
the quantity € becomes &=((7* T)! ,, p,). Thus & is a matrix element of the 
operator (7'* 7'), and Theorem 1 gives a means for calculating such a quantity. 

Example 2. As we have stated in §1, the operator B-?= (T*T)~' is 
bounded, so that & = ((7* 7')“!f, g) by Remark 5 . As the trial functions u, v 
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we can take any functions belonging to ©. If the functions f, g are piecewise 
continuous, the trial functions w’, v’, which are two-component vector functions 
in this case, have only to belong to xD and satisfy the subsidiary conditions 
div u’= — f, div v’ = — g. Of course there is a large freedom in choosing such 
functions. If f,g are two functions of a complete orthonormal system of 
functions, then £ is a matrix element of the operator (7'* 7')~! as in Ex. 1. 

Suppose now that g (x, y) = d(x — 2) d(y — y), where 6 is the Dirac 
delta-function. Of course such a function does not exist, but we use it only 
for a heuristic purpose. Then & = ((7*7')-'f, g) is equal to the value, at the 
point 2», Yo, of the function u,= (7'* 7')~1f. On the other hand, the condition 
div v’ g is satisfied if the vector v’ has the singularity 


1 ] , ‘ , 
(19) vy’ = grad (5. log *) +w', divw’'=0 (w’ED x OD), 


where r?= (x — z,)*+ (y — y,)?. Then it is necessary to choose v in such a 
way that 


1 1 
(20) °==3, log ~ tw, wi >, v=0 on C, 


for otherwise the quantity ||7'v — v'||?= /f |\gradv — v'|?dxdy would be 


infinite. In this (non-rigorous) way we are lead to the formula (7), where?*) 
& = Up (Xp, Yo) (Uy = (7*T) *f), 
a= U(X, Yo) + [fpfvdxdy— {{pgradu- grad vdrdy, 
(21) B=ffpw-vdady, 
| et = [{p\gradu — uw’? dxdy, 
( &= ff p|grad w — w'|* dx dy, 
and the trial functions are assumed to satisfy the following conditions: 
J uceD, u’'ED x 9, div u’= — f, 
| v, v’, w, w’ as in (19) and (20). 
These results are essentially in agreement with those of GREENBERG®). The use 
of the delta-function may be justified by a certain limiting process. Once we 
have found the formula, however, it is easier to establish its validity directly 
by making use of GREEN’s theorem and following an argument similar to that 
used by GREENBERG!*). Since there is no difficulty and since our main interest 
lies in the abstract formulation, we shall not enter into the proof here"). 
Next we consider the Dirichlet problem 
A u,= 0 in D, Uy= gp on C. 

12) These results can be extended to problems of three or more dimensions with trivial 
modifications. 

8) Or we may follow the argument of the proof of Theorem | in terms of concrete 
functions instead of abstract vectors, by making use of GREEN’s theorem to avoid the use 
of the delta-function. (Note that W B-'/ = WBB-*f = T uy, etc.). 

44) Only it will be pointed out that the formulas of GREENBERG [5] correspond to (10) 
rather than to (7), so that they are somewhat less accurate than ours. (The same remark 
applies to the results of Diaz and GREENBERG [2] for the biharmonic equation). Further- 
more, he assumes that the functions u, w, etc. have continuous derivatives of second order. 
But this is not necessary, as will be inferred from our results. It can be shown that consider- 


able improvement is attained in the numerical example of GREENBERG by using a trial 
function w which has only piecewise continuous derviatives of first order. 
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As is well known, this problem is reducible to the problem of the type hi- 
therto considered, and our formula (21) can be transformed so as to apply 
to the Dirichlet problem. The result has again the form (7), where?) 


| € = Uo (Xp, Yo); 
(22) | a= U(X, Yo) — {{pgrad u- grad vdrdy, 


B=ffpw -vdady— fe pr, ds, 


and v, is the outward normal component of v’ and ds is the line element on C. 
e?, 6® have the same form as in (21). The trial functions v, v’ are again assumed 
to have the forms (19), (20), and u, w’ are assumed to satisfy the conditions 


f ueED, u€ gon C, 
| weDx®, div uw’ =0. 


§ 3. On the eigenvalue problem of 7'* 7. 


1. Let 7, T* etc. be as in § 1. In this section we consider the problem of 
estimating the eigenvalues and eigenvectors of the self-adjoint operator 7'* T 
or, what comes to the same thing, those of the operator B = (7'* T)} by 
making use of trial vectors which do not necessarily belong to Dye7. This 
would be possible if we could apply Theorem A of the introduction to the 
operator B. But this is impossible, for B is in general not a ““known’’ operator 
(see § 1) and we cannot calculate such a quantity as (B w, w). 

To avoid this difficulty, we introduce the following device. We construct 
the product space 9 x §’ consisting of all pairs {u, w’} with we H and wu’ € 9’. 
§ x 9’ is a Hilbert space with the inner product ({w, w’}, {v, v’}) = (uw, v) + 


, 


(u’, v’). In § x 9’ we consider the operator H defined by 
(23) H {u, u’} = {T* u’, Tu}. 


The domain of H is by definition Dy= Dp x Dp, that is, the set of all {u, w’} 
such that wE Dp, u’ ED pe. 

It can easily be verified’*) that H is a self-adjoint operator and that for 
UCD pep and u’ ED pe, 
(24) H* fu, u'} = {T*T u, TT* u’}. 


This shows that H? is reduced by $ and 9’ regarded as closed linear manifolds 
of § x §’, and that the parts of H? in § and 9’ coincide with 7* T and 7'T* 
respectively. 

If we introduce an operator U of § x 9’ by U {u, w’} = {u,— u’}, U isa 
unitary operator and satisfies U?= J. It follows easily that U-'H U = —H 
so that H and — H are isomorphic and the spectrum of H is symmetric with 
respect to the point A = 0. 

15) Also these results are essentially’in agreement with, but somewhat more accurate 
than, those of GREENBERG [5], which again correspond to (10) rather than to (7). 

16) Here and in what follows we use, for brevity, the results of v. NeuMANN [9] and 


Murray [8]. It will be remarked, however, that the entire theory of the operators 7’, 7*, 
T*T', ete. can be constructed on the consideration of the operator H. 


18 * 
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Lemma 1. If the interval 0 < «<A< B contains at most a non-degenerate 
eigenvalue A, of the operator B = (T* T)* but no other point of its spectrum, 
then the same holds for the operator H with the same eigenvalue A,. 

Proof. Since T*T and 7 T* are isomorphic) except in their zeros Np 
and Np, it follows from (24) that the interval («?, 6?) contains at most a doubly 
degenerate eigenvalue 4? of H?. Since H and — H are isomorphic, it follows 
that each of the intervals (a, 8) and (— 8, — «) contains at most a non-dege- 
nerate eigenvalue A, or — A, of H. 

2. Contrary to B = (T* T)%, H is a “known” operator and thus we can 
apply to it Theorem A. For this purpose, we introduce two trial vectors 


u€D, and u’€Dy. such that ||u|| = ||u’|| = 1 and construct a trial vector 
w€QD,y by setting w= {6 u, 6’u’} with two complex numbers 6, 0’. The 
condition ||w|| = 1 is fulfilled if |6|?+ |6’|?= 1, and we have 


n = (H w, w) = ({0' T* uw’, 0 T u}, {0 u, 0 u’}) = 2 Re 00’ (Tu, wu’), 
€* = ||H-w||? — 4? = [6]? ||7 u||* + [6° ||7* w’||? — 7. 

In applying Theorem A, it is advantageous to make ¢ small. If u, w’, |6| 
and |6’| are given, this is attained by making 7 large. Hence we assume that 
u and w’ are already normalized in such a manner that (7'u, u’) > 0!) and 
choose 0, 0’ as 80> 0, 6’=>0. Then it is convenient to write 


(25) o~(-F"}', 6’ - (=="} (-l<svrsl). 
Writing 7, and e, in mr of 7 and ¢ respectively, we have 

(26) ae be - »2)3 N N= (Tu, u’)=09, 

(27) ef a AP? yr ay + 2S” 117* w'IP - at. e, 20. 
It is easily verified that 2? can also be written as 

(27') eb = AF" IIT w— no u'|lt +g” IIT uw’ — qo ull? + ¥* ni, 


We can now prove our main theorem. 

Theorem 2. Let T, T* and B= (T*T)? be as in $1. Lett OS a<A<f 
be an interval containing at most anon-degenerate eigenvalue of B ‘but no wane 
point of its spectrum. Let u€ Dz and u' € Dy. be normalized as |\u|| || = 
(Tu,u’)>0. Let -1S v1 and let n, and «, be given by (26) ad (27) o 
(27’). Then, if e2 < (n,— «)(B — n,), there is certainly an eigenvalue A, 42 
in the interval (a, B) and ae the inequalities: 

&y 
(28) -— <’4,- ah 


Let uy be the eigenvector of B scant ic the iscetieialine A, and normalized as 
\leeg!| = 1, (ug, u) =O. Then uy = const. T uy is an eigenvector of C = (T T*)} with 





the same eigenvalue A,. If ug is normalized as |\uo||= 1 and (uj, u’)= 0, we have 
2 l= 
(29) Iu — (1 + »)F ull + |g — (1 — »)? w'|l*? <2 : (1 = ) 


provided that e,;< 6,= Min (n,— «, B — »,). 


17) This is no esseatial restriction. 





- rn * & Ff 


a> +} = st eee 
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Proof. If we note Lemma 1, Theorem A is applicable to the operator H 
with the trial vector w stated above, and since ||w||=1, 4, = (Hw, w), 
e, = ||H w||* — n;, we obtain by (1) at once the inequalities (28). Next we 
consider the eigenvector u, for which we assume only ||u,|| = 1 at present. 
Since 7'7* Tuy= T B*uy= 4) Tuy, Tu, is an eigenvector of 7’ 7'* = C? with 
the eigenvalue J}, that is, an eigenvector of C with the eigenvalue 4. If we set 
w= 2~* {ug, AZT ug}, we see immediately that ||w,|| = 1 and H wy= A, wo. 
Hence (2) is applicable and we have 

2 2 
webs gt @) 
if u» is normalized in such a manner that (ws, w) => 0. Now we have 
2 ||wy — wil? = || — (1 + »)* wll? + A>? Tuy — (1 — v)Pu’||2. 
But the first term on the right is not increased if we re-normalize u, in such 
a manner that (wu), «) 20. Similarly the second term is not increased if we 
replace A~* T’'u, by uo stated in the theorem. This proves (29). 

3. We add some remarks to the preceding theorem. 

Remark 1. The above results are particularly simple if we take » = 0. 

Remark 2. When the five quantities «, 8, mo, ||7'u||, || 7*u’|| are given, 
it is most advantageous to determine once y in such a way that the lower 
bound of A, given by (28) is a maximum, and then that the upper bound is a 
minimum. But this is in general rather complicated. An alternative proce- 


dure is to determine vy so as to make ¢} a minimum. This is easily performed 
and yields 


1 r , $ 
n, = |1— 16 nf | Tu||? — || T*u ay No» 
1 


es = 1 ans ani | Tu}| — \rew'|\»| F (|| Z" el! + T*u’\|)®—n? 


(30) 


for 

1 
(31) ¥= tn (|| T'* a’ s_ | T'u ||?) , 
provided that the value of (31) lies between — 1 and 1. 


Remark 3. If A, is the smallest eigenvalue of B, RayLzIcn’s principle 
shows that A,< || 7’u||, and this is more convenient than the right inequality 
of (28) in most cases. 

Remark 4. If u€Dye7 we could take wu’ = ||Tu\|-! Zu. Then our for- 
mula (28) reduces to a form which is similar to (1) of Theorem A applied to 
T*T, but somewhat less accurave than the latter. This should have been 
expected, for we have in this case only four quantities a, 8, y= || 7'u|| and 

T*u'\| = || T*T'u\|/ mo, and it is known that (1) is the best possible esti- 
mate1*) with these quantities. 

4. As a simple example, let us consider the equation 

ay 


(32) qa t By=9, Os7sl1, y(0)=y(1)=90. 


8) Karo [6]. 
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Let 9 be the set of square-integrable functions defined on (0, 1) and let 9’ = 9, 
Set Ty=—dy/dzx with the boundary condition y(0)=y(l)=0. Then 
T* = —d/dz with no boundary condition and (32) can be written as 
T* Ty = 2#y. Thus Theorem 2 is applicable. Let us estimate the smallest 


eigenvalue of (7'* T)}. For this purpose, we take as simple trial functions 


u = |lvil-2v, u’ = |v’ ||" 0’, 
x (0s 2<J5), | ls (Oszs 4), 
v(x) = { 4/5 @/3 <= x S2/s), vo’ (z)= ) Ve— 2 CeSrs *,), 
| l—z (@/;s 251), —s (Jez). 


These functions have piecewise continuous derivatives of first order, and hence 
belong to Dp and D7. respectively. It will be noted that u~’(z) is obtained 
by translation of u(x) by the distance 4/,, after having extended u (x) as an 
odd periodic function with period 2. We obtain 
21k , 1) 2 
No= 3.150, || Tu||?= || T* wu’ ||? = 10.80, e, = 0.88. 

As the quantity 8 we can take any rough lowe: bound of the third eigen- 
value of (7'* 7’), for the subset of § x 9’ consisting of all pairs {u, u’} such 
that u (z) is symmetric and wu’ (x) is anti-symmetric with respect to the point 


xz = 1/, reduces the operator H. If we take as f the exact value, 3 2, of the 
third eigenvalue, we obtain by (28) with » = 0 

Ag= 3.150 — 0.88 (3 a — 3-15)! = 3.01. 
An upper bound is given by RayLeicn’s principle as A, < | T'u|| = 3.29. The 
correct value is A,= x. It will be noted that Theorem A applied to 7*T 


is useless for our trial function u, for u does not belong to the domain of 7'* 7’ 
and hence ¢? is not finite. 
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Uber die wesentlichen Singularitiaten 
analytischer Mengen. 


Von 
REMINHOLD ReEMMERT und Kart Srern in Miinster (Westf.). 


Die Gestalt der Singularitétenmenge einer analytischen Funktion in einem 
Gebiete G des Raumes C” von n komplexen Veriinderlichen (n > 1) unterliegt 
bekanntlich speziellen einschrinkenden Bedingungen. Nach F. Harroes und 
E. E. Levt') kann eine solche Singularitaétenmenge IM, falls sie in G analytisch, 
d. h. dort lokal durch analytische Gleichungen beschreibbar und abgeschlossen 
ist, niemals Komponenten von kleinerer als (n — 1)-ter Dimension?) enthalten. 
Insbesondere gibt es im C” keine isolierten Singularitiaten analytischer Funk- 
tionen. Es ist bemerkenswert, daB entsprechende Aussagen auch fiir die 
wesentlichen Singularitaéten von (m — 1)-dimensionalen Nullstellenflichen ana- 
lytischer Funktionen und von allgemeineren analytischen Mengen im C" gelten. 

Von P. THULLEN wurde im Jahre 1934 in einer wichtigen Arbeit bewiesen*): 
Ist eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge IN"~' in einer Umgebung 
einer irreduziblen (n — 1)-dimensionalen analytischen Menge "~' auperhalb 
"| gegeben, so ist IN"~'! entweder in alle Punkte von %"~' oder in keinen Punkt 
von %"~' hinein analytisch fortsetzbar. Entweder ist also jeder Punkt oder 
kein Punkt von }"~! wesentlich singulirer Randpunkt von M"~'. Daraus 
folgt, daB die Punkte einer nirgends (nm — 1)-dimensionalen analytischen 
Menge % héchstens unwesentliche Randpunkte einer auBerhalb von § ge- 
gebenen rein (n — 1)-dimensionalen analytischen Menge sein kénnen‘). 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die THuLLENschen Ergebnisse 
auf analytische Mengen beliebiger Dimension erweitert werden kénnen. Als 
Hauptresultat (das wir hier zwecks einfacher Formulierung etwas spezialisiert 
wiedergeben) erhalten wir: Ist ¥* (k < n) eine k-dimensionale irreduzible ana- 
lytische Menge im Gebiete G des C" und I* eine rein k-dimensionale analytische 


1) Vgl. hierzu: H. BennKE und P. THuLLEN, Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Veranderlichen; Ergeb. der Math. 8, 3 (1934), insbesondere Kap. IV sowie die dort 
angegebenen Hinweise auf die Originalliteratur. 

*) Die Dimension d einer nichtleeren analytischen Menge It im C” ist eine der Zahlen 0, 
1, 2,..., (vgl. Abschn. 1); die topologische Dimension d’ ist gleich 2 d. 

*) P. Tautten, Uber die wesentlichen Singularitaten analytischer Funktionen und 
Flichen im Raume von n komplexen Veranderlichen; Math. Ann. 111, 137—157 (1935). 

‘) Weitere Resultate iiber die Fortsetzung analytischer Mengen und die Verteilung 
ihrer wesentlichen Singularitaten wurden von W. Rorustern erzielt: Die Existenz irre- 
duzibler analytischer Flachen, welche sich iiber den Rand eines gegebenen Regularitats- 
bereiches nicht fortsetzen lassen; Arch. d. Math. 1, 205—211 (1948/49), ferner: Die Fort- 
setzung vier- und héherdimensionaler analytischer Flachen des Re» (n > 3); Math. Ann. 
121, 340—355 (1950). 
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Menge in G —%*, so ist entweder die abgeschlossene Hiille M* von M* in G eine 
im Gesamtgebiet G rein k-dimensionale analytische Menge, oder IN* besitzt jeden 
Punkt von ¥* als wesentlich singuldéren Randpunkt. 


Zum Beweise dieser Aussage sind verhiltnismaiBig umfangreiche Vor- 
bereitungen erforderlich. In zwei Abschnitten stellen wir zunachst Begriffe 
und spiter bendétigte Satze allgemeiner und spezieller Art iiber analytische 
Mengen zusammen. Wir sind bestrebt, uns nur auf solche Aussagen zu stiitzen, 
deren Beweise vollstandig durchgefiihrt sind. Soweit wir uns nicht auf die 
Literatur beziehen kénnen (was nur zum Teil méglich ist), werden ausfiihr- 
liche Begriindungen gegeben. — Abschnitt 1 enthalt Siatze iiber die lokale 
Darstellung und die Dimension einer analytischen Menge. Zugrunde gelegt 
ist eine fiir unsere Zwecke besonders bequeme Erklirung des Dimensions- 
begriffes fiir analytische Mengen. Abschnitt 2 behandelt globale Eigen- 
schaften analytischer Mengen. Im 3. Abschnitt wird als Hauptsatz die Er- 
weiterung des THULLENschen Satzes bewiesen. Einige Folgerungen werden 
angeschlossen. Es wird ferner eine Bedingung angegeben, unter der eine ana- 
lytische Menge I% in einen Punkt P einer analytischen Ausnahmemenge } 
hinein analytisch fortsetzbar ist. 


Nach dem Hauptsatz kann eine analytische Menge ohne nulldimensionale 
Bestandteile keine isolierten Punkte als wesentliche Singularitaten besitzen. 
Daraus ergibt sich nach H. CarTAN ein einfacher Beweis des Satzes von W. L. 
Cuow*), da8 eine analytische Menge I% des komplex-projektiven Raumes 
stets eine algebraische Menge ist. Dies wird im Abschnitt 4, der Anwendungen 
auf analytische Kegelmengen enthalt, durchgefiihrt; es wird dort ferner ein 
von H. CarTan®) herriihrender Beweis eines Satzes tiber homogene Ideale 
analytischer Funktionen angegeben. 


1. Dimension und lokale Eigenschaften analytischer Mengen. — Eine 
Punktmenge I eines Gebietes G des Raumes C” von n komplexen Verinder- 
lichen heiBt analytische Menge im Punkte P¢ G, wenn es eine Umgebung 
U (P)CG@ und endlich viele in U (P) regulire Funktionen f,,...,f, gibt, 
so daB I%-\U0 (P) genau aus den gemeinsamen Nullstellen der Funktionen 
hy» ---,f, besteht. 

Eine Punktmenge I eines Gebietes G des C” heiBt analytische Menge in G, 
wenn sie in jedem Punkt P € G analytisch ist. 

Eine analytische Menge besteht also im kleinen aus der Nullstellengesamt- 
heit endlich vieler regulirer Funktionen. Dabei ist unwesentlich, daB man sich 


5) W. L. Coow, On compact analytic varieties; Amer. Journ. Math. 71, 893—914 (1949); 
ferner: H. Kneser, Analytische Mannigfaltigkeiten im komplexen projektiven Raum; 
Math. Nachr. 4, 382—391 (1950/51), wo ein weiterer Beweis fiir den CHowschen Satz 
gegeben wird; und H. Cartan, Problémes globaux dans ia théorie des fonctions analy- 
tiques de plusieurs variables complexes; Proc. Intern. Congr. of Math. 1950, vol. 1, 152 
bis 164. — Auf die Méglichkeit, zum Beweise des Satzes von Cow die in der vorliegenden 
Arbeit bewiesene Verallgemeinerung des Satzes von THULLEN heranzuziehen, wurden wir 
von Herrn H. CarTAn in einem Briefe vom 14. 2. 1950 aufmerksam gemacht. 

*) Nach einer brieflichen Mitteilung vom 11. 1. 1952, auf die wir uns mit freundlicher 
Erlaubnis von Herrn H. Cartan stiitzen. 
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auf endlich viele Funktionen beschrinkt, denn nach dem Rttckert-CarTan- 
schen Idealbasissatz™) kann jedes im kleinen gegebene System regulirer 
Funktionen durch ein endliches System regulérer Funktionen ersetzt werden, 
welches dieselben Nullstellen hat. 

Um anzudeuten, daB die analytische Menge I2 im Gebiete G des C” be- 
trachtet wird, schreiben wir Yt = Mtg. Interessiert uns IM nur hinsichtlich 
seiner Analytizitét im Punkte P € G, se schreiben wir Mt = Mp. 

Eine in einem Punkt P analytische Menge ist stets in einer ganzen Um- 
gebung U (P) analytisch. Eine analytische Menge WM, ist stets abgeschlossen 
in G. Mg kann leer sein. 

Es ist zweckmaBig, die Menge aller in einem Punkt P ¢ C” analytischen 
Mengen Wp zu Klassen, den analytischen Keimen, zusammenzufassen. 

Der Begriff des Keimes kann in jedem topologischen Raum R erklart werden, 
indem man folgende Aquivalenzrelation in der Menge aller Teilmengen von R 
einfiihrt : 

Ist P¢€R ein fester Punkt, so heiBen die Mengen M,, M, von R aquivalent 
in bezug auf P, wenn es eine Umgebung U (P) gibt, so daB gilt: 

M, AU (P) = MANU (P). 
Damit ist eine Aquivalenzrelation und mithin eine Klasseneinteilung in der 
Menge aller Teilmengen von R erklart. Die Klassen dieser Einteilung heiBen 
Keime in P’). 

Die Mengenkeime in P bilden einen Verband, wenn man die Vereinigung 

bzw. den Durchschnitt ™ zweier solcher Keime als Klasse der Vereinigung 
bzw. Klasse des Durchschnitts beliebiger Reprisentanten der Keime erklart. 
Die Unabhangigkeit dieser Definition von der Wahl der Repriisentanten ist 
trivial. 

Ein Keim im Punkte P des C” heibt analytischer Keim in P, wenn es 
einen Reprisentanten des Keimes gibt, der in P analytisch ist. Offenbar 
erzeugt jede in einem Gebiete G des C" analytische Menge Wt, in jedem Punkt 
P ¢€G einen (evtl. leeren) analytischen Keim. 

An den Begriff der analytischen Menge schlieBen sich unmittelbar folgende 
Begriffsbildungen an: 

Die analytische Menge Wg heiBt reduzibel im Gebiete G, wenn es zwei nicht- 
leere, von Wg verschiedene analytische Mengen INZ und MZ gibt, deren Ver- 
einigung WM, ist. Andernfalls heiBt WM, irreduzibel im Gebiete G. 

Die analytische Menge Wg heiBt reduzibel im Punkte P € G, wenn es eine 
Umgebung U (P)¢G gibt mit folgender Eigenschaft: Die Menge Wg U (P) 
ist die Vereinigung zweier in U (P) analytischer, den Punkt P enthaltenden 


8a) W. Rickert, Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale, Math. Ann. 107, 
259—281 (1933); H. Cartan, Idéaux de fonctions analytiques de n variables complexes, 
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 61, 179—197 (1944), Appendice I. 

") Zum Begriff des Keimes vergleiche: H. Hermes, Analytische Mannigfaltigkeiten 
in Rremannschen Bereichen, Math. Ann. 120, 539—562 (1947/49); H. Cartan, a. a. 0.5), 
Appendice II; H. Knesrer, Analytische Mannigfaltigkeiten im komplexen projektiven 
Raum, Math. Nachr. 4, 382—391 (1950/51) sowie: Séminaire H. Cartan, Paris 1951—52, 
Exposé XIII. 
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Mengen W,, M,, derart, daB in keiner Umgebung V (P) CU (P) die Menge 
MeAV(P) mit MOV (P) oder M,AV (P) tibereinstimmt. Andernfalls 
heiBt Mg irreduzibel in P € G. 

Ein in P analytischer Keim heiBt reduzibel bzw. irreduzibel, wenn es 
einen analytischen Reprisentanten gibt, der in P reduzibel bzw. irreduzibel ist. 
Irreduzible analytische Keime heiBen analytische Primkeime. 

Eine in @ irreduzible analytische Menge I, kann sehr wohl in einem 
Punkte P ¢ G@ reduzibel sein. 

Aus der Giiltigkeit des Idealbasissatzes im Ringe der in einem Punkt 
reguliren Funktionen folgt in bekannter Weise der 

Satz iiber die lokale Zerlegung analytischer Mengen: Zu jedem Punkte P 
einer analytischen Menge Iq gibt es eine Umgebung U (P) © G, derart, dag 
Mer\U(P) darstellbar ist als Vereinigung von endlich vielen, in U(P) ana- 
lytischen, in P irreduziblen Mengen M%(u=1,...,m). Dabei ist fiir jede 
Umgebung V(P)CU(P) niemals ein M, \V(P) (ug=1,...,m) im Durch- 
schnitt von V(P) mit der Vereinigung der iibrigen M%,, enthalten. 

Ist in einer Umgebung U’(P)<G eine zweite Zerlegung von Me, r\ U’ (P) in 
analytische Mengen Mi (0 =1,..., 7) mit den entsprechenden Eigenschaften 
gegeben, so ist r= m, und es gibt eine Umgebung W(P)C U(P)\U'(P), derart, 
dap in W (P) jedes M, mit einem WM, identisch ist. 

Fiir analytische Keime lat sich dieser Zerlegungssatz einfacher formulieren : 

Jeder analytische Keim ist eindeutig darstellbar als unverkiirzbare Vereinigung 
von analytischen Primkeimen. 

Ein Punkt P, einer analytischen Menge Wg heiBt gewéhnlicher Punkt von 
Meg, wenn es eine Umgebung U (P,) und eine in U (P,) regulire Koordinaten- 
transformation gibt, so daB W_-\ U (P,) in bezug auf die neuen Koordinaten 
gleich dem Durchschnitt von U (P,) mit einer analytischen Ebene ist. 

Eine analytische Menge Wt, ist in jedem gewdhnlichen Punkte irreduzibel. 

Fiir die folgenden Uberlegungen ist es bequem, den Begriff der Dimension 
einer analytischen Menge Ig in einem Punkte P ¢ G— in Zeichen: dimp (Mg) 
wie folgt zu fassen: 

Ist P ¢ Mg, so sei: dimp (Mg) = — 1. 

Ist P€ Mg, so betrachte man die Gesamtheit aller analytischen Ebenen 
des C", welche in einer Umgebung von P nur den Punkt P mit Ig gemeinsam 
haben. 

Ist k das Maximum der Dimensionen aller dieser Ebenen®), so sei: 


dim p (Me) =n — k. 


*) Die Dimension einer analytischen Ebene € des C” sei wie iiblich erklart: Wird € 
durch das lineare Gleichungsasystem 


Gy, %= b,, M=1,....m; mon 


n 
v 
— 
’ 


beschrieben, dessen Koeffizientenmatrix (a,,) den Rang g hat, so heiBt n — o die Dimen- 
sion von ©. Insbesondere ist eine analytische Ebene der Dimension 0 ein Punkt. 
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Die Dimension einer analytischen Menge Wg schlechthin wird erklart durch 
dim (Mg) = max (dimp (Mz))*). 
PeG 


Mg heiBt rein-dimensional in G, wenn M, in allen Punkten P ¢ Me dieselbe 
Dimension hat. 

Ein in P analytischer Keim heiBt k-dimensional, wenn ein analytischer 
Reprisentant des Keimes in P k-dimensional ist. 

Die Invarianz der Dimension einer analytischen Menge Wt, in einem Punkte 
P gegeniiber eineindeutigen linearen Transformationen ist offensichtlich; zum 
Nachweis der Invarianz gegeniiber beliebigen in P reguliren eineindeutigen 
Transformationen sind Vorbereitungen erforderlich. 

Wir beweisen zunichst 

Satz 1 (Einbettungssatz): IN sei eine analytische Menge im Gebiete G des C"; 
der Punkt P, (z\, . . ., 2) liege auf M. Die analytische Ebene 


GF: 2, = 2, ..., 2, = 2} (lsk<n) 
habe in einer Umgebung von P, nur den Punkt P, mit M gemeinsam. Dann 
gibt es eine in G enthaltene Umgebung 
U(P,): {|z,- z0)) <— & fw £, 000 Mee 
und in U (F,) eine analytische Menge I’ (Einbettungsmenge von IM in U (Po)) 
mit folgenden Eigenschaften: 
1. MM’ gestattet in U (P,) die Darstellung 


a (0) \*k, 
Ops (Zenn3 Sy + +> Ze) = (Zag. — Sea) + 

(k +1) (0) \*k41— (k +1) 

Ay — 12a > = +> Ze) * ga Ze+1) t+ te +t AG (2, - . +» Zz) = O 

0)\"n , 

Wy (Sq Zp + + +) Sq) (qe — Se) + 

(n) (0)\4n—! (n) 

+ Aja (py - + +s 2) * Gn — 2m )* y Ao (%. - Z,) = 0 
, (%,.-., 2) = 90 


Pr (2 + « +» Z) = 0. 


Dabei sind die Funktionen A[’_, (%,...,%)(G@=1,...,4,3%=k+1,...,0) 
und , (%,.. +, 2) (@ = 1,..., 7) tm Polyzylinder 
Z: {\z,-— 2 |<e, (u=1,...,)} 
des Raumes der Verinderlichen z,,..., z, regular, und es ist stets 
A (x, .. ., 2) =0, P(A» oy 2) = 0. 
Die Pseudopolynome w, (z,; 2%, - . -, 2) besitzen in P, keine mehrfachen Fak- 
toren. Alle Wurzeln z, (2, . . ., 2) VOM W, (2,5 2, - + +, Ze) =O legen fiir (z, .. ., Z) 


¥: (0 
€Z in |z, — 2" |\< «,. 


*) Es ist klar, daB diese Erklarung fiir analytische Ebenen wieder die Dimension im 
Sinne von *) liefert. — Die Definition ist selbstverstandlich nur fiir analytische, nicht aber 


fiir beliebige Mengen im C” brauchbar. 
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2. Es gilt MU (Ps) SM’. 
3. Zu jedem Lésungs-k-Tupel (z;, ..., 2) mit |z), — Ml< €,(¢=1,..., k) 
des Gleichungss ystems 
Py; (%,---, 2) = 9 
Pp (2 - + +> 2) = 0 
gehirt wenigstens ein Punkt P (z,, ..+)2Z,) von M aus U (P,) mit 2 =) ee 


Zp = 2. 
Beweis: Wir wenden vollstandige Induktion nach der Variablenzahl n an. 
Angenommen, die Richtigkeit des Satzes stehe fiir n — 1 bereits fest. 
(Der Induktionsbeginn wird sich im folgenden mitergeben.) Wt sei in einer 
Umgebung V (P,) gegeben durch die Gleichungen 


(I) fy @q,---5%) =O G=—l,..., 6. 
In einer geeigneten Umgebung V’(P,), die in V(P,) enthalten ist, hat 2 mit 
- 0 (0 ‘ ey 
der Ebene z, = z\’, ..., z,= 2 nur den Punkt P, gemeinsam. Die Gleichungen 
9) (0) a - . j 
eee A A A ye eee eS ee eae 
. yr (0) (0 . ee 
haben also in V’(P,) nur z,., = 2%.1,---;2%, = 2, als gemeinsame Lésung 
Mithin kénnen die Funktionen 
= (0) . a . : 
Y; (z,) =f; (2 yee cy Sq —ds 2y) ( Rain cag Oe 
: : : : = 0) 0) P 7 
nicht alle identisch verschwinden. Sei etwa f,(z\’,..., 2)_1,2,) #0. Nach 
dem Wetrerstrassschen Vorbereitungssatz!®) laBt sich dann in einer ge- 
eigneten Umgebung von ”, die Gleichung f,(z,, .. ., Zn) = 0 im Gleichungs- 
system (I) ersetzen durch eine Gleichung 
= a = (0), 4 ’ s - ad _(0)\A—l 
Q (Zy3 2 - + «> 21) = (2, — %) + D By_i(&, ~~ +s 2n-1) (2n — 2m) 0; 
l=1 
. . 0 0 “ ~ 
dabei ist B,_,(2{’,...,2)?,)=0(l=1,...,4); ferner darf angenommen 
werden, daB in der fiir eine geeignete Umgebung 
7 (0) _ -~ 
V (P,) : {\z, — 2, |< 4,, » «<n (V (P,) V’ (P,)) 
giiltigen Primfaktorzerlegung 2 = Q,-...- 2,, von 2, wo 
, 
oO = ~(O)\A > a u) - - ™ ~(9)\? l 
QQ, = (%, — zm e+ D> nt Fay + +» Zn-1) * (2n— Zn) # (a= 1,..., m), 
l=1 
alle Faktoren voneinander verschieden sind und daB fiir 
{|z,-2M<6 l n—1} 
Zz, — 2, |. v=l,...,28- 
y (l) 4 . 
alle Wurzeln z,) (2, .. .,2,-;) (J = 1,...,A) von Q(z,;2%,...,2%-,;)=0 in 


, 0); 
Z,— z, |< 6, liegen. 
Sei nun Z"~' der (n — 1)-dimensionale Polyzylinder 
fle (0) A (0) : 
ae a i Oy, «+ «5 “n-1~ “n—1)“ bn i} 


1°) Vgl. W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie IT, 1 (1929), 8. 86. 
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im Raume der Verinderlichen z,;...,z,_, und D die Diskriminantenflaiche 
von 22, d. h. die Menge der Nullstellen der Diskriminante D von Q) in Z"~'. 
(Wegen unserer Voraussetzung iiber 22 ist sicher D + 0). 

Wird dann (z,, . . ., 2,_,) beliebig in Z*-' — D gewahlt, so sind alle Wurzeln 
2 (z,,...,%,-3) Voneinander verschieden. Die f(z... 22, 2,-1) hangen in 
Z"-'—® ferner regular analytisch von z,, ...,z,_, ab; sie lassen sich inner- 
halb Z"~'— D uneingeschrankt regular fortsetzen und bleiben bei Annaherung 
an D beschrinkt. 

Wir fiihren nun Unbestimmte u,, . . ., u, ein und bilden 


& 
>. FS a. "= o o) 7, 
6 = 2, t,; i ae a ae 
j=2 
und weiter 
A 
-_ » ‘a ro) 
BE (Gigs « « <5 gs Mey 2» +) Meg) m TO. 
t=1 
H ist ein homogenes Polynom in wg,..., u,, dessen Koeffizienten 
7 oe Zn—a)s «+> Ge (Zo +++» %_-1) in Z*~' —D regulire Funktionen von 
ee ae 
Die g,, . . ., 9, bleiben dariiber hinaus in Z"~'— D eindeutig und lassen sich 


regular in ganz Z"~* hinein fortsetzen. Denn H (ug, . . ., U,; 2, . . -, Z,—1) bleibt 
in Z"-' —® eindeutig, da sich bei Fortsetzung lings eines geschlossenen 


Weges die ( héchstens untereinander vertauschen; ferner bleiben die 


Roles es a 2 (z,--+,%,-3)) und damit auch die g,,...,g, bei Anniahe- 
rung an D beschrinkt. Nach einem Rremannschen Satze iiber hebbare 
Singularitéten!) lassen sich daher die g,,...,g, in alle Punkte von D hinein 


eindeutig regular fortsetzen. 
Wir betrachten jetzt in Z*~! das Gleichungssystem 


(IT) Ga Chg, - - oy Bqag) =O, . . 5 Gg GEay - « «> Re-g) = O. 


Es hat folgende Eigenschaften: 





° on ’ . 0 
a) Ist (zi,...,24) eine Lésung des Systems (I) mit |z) — 2 |< 6, (vy = 1, 
, ”), so ist (z,,..., 2,1) eine Lésung von (II). — Denn sicher verschwindet 
x 
C= YS uj: f(z, .--,%_—1) 2p), also verschwindet H (tg, ..., U,; 2%, - - +) 2, —1) 
9 


) 
und damit verschwinden auch alle g, (2), . . ., Z,—1)- 


b) Jede Lésung (z}, . . ., z, 1) ¢€Z"~! von (II) kann durch Hinzunahme eines 


geeigneten z}, mit |z,— 2\|< 6, zu einer Lésung von (I) erginzt werden. 
Sind namlich 2‘, ..., 2) die (nicht notwendig simtlich untereinander ver- 
schiedenen) Lésungen von Q (z,; 2}, ..-,Z,—1) = 0 (es gilt Rt? —2\< 6, fiir 
l=1,...,4), so muB wegen H (uy, ..., Uy; Z},..-,2,—1) = 0 wenigstens ein 
x 
CO = SY uj-f; (zh, ..-, 21,2) vVerschwinden. Daher verschwinden alle 
7=2 
fy (2, . . 2, —1, 2?) fir wenigstens ein 1. 


4) Vgl. W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie IT, 1 (1929), 8S. 186. 
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Ist nun n = 2 (Induktionsbeginn) oder n > 2, k = n — 1, so ist die durch 
das Gleichungssystem 
Q (25; %, - - +» %q_-1) = O 
(IIT) Ga (Sys - «5 Z,-1)=0 


Je (2, - - +» 2-1) = O 
in |z,— 2 |< 6,(v=1,...,m) gegebene analytische Menge ein WM’ von der 
gesuchten Art. 
Ist aber n >2 und 1<k<n-—1, so erfiillt die im Gebiete Z* ' des Raumes 


der Veriinderlichen z,, ...,z,_, durch 

Ga ay <5 2,-1) = 0 
(IV) 

Ge (Z,-- +> 2-1) = O 
gegebene analytische Menge *J2 dort die Voraussetzung unseres Satzes: Die 
a] 0) (0 . ° e (0 
Ebene z,= z{”,.. ., z,= 2 schneidet *M innerhalb Z*~' nur in *P,(z\”, . . ., 


(0) 7 : ; , . 
z,1)- Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher in einer geeigneten 


Umgebung 


on ( 
-* :{|2-— 2 \<e,, y=1,...,2 1} (e,<4,) 
von (z\”,..., 2 ,) eine analytische Menge *M’, die dort in bezug auf *M 


der Aussage unseres Satzes geniigt. *Wt’ werde in Z"~' gegeben durch Glei- 
chungen 


We ay (Ze413 M1 - + +> Ze) =O 
Wy —1 (Zn-13 A> ++ +> Ze) =O 
@, (%,---; z,) = 0 
Pr (4, ---,%) = 9, 
. . 7 0 0 es 
wo die w, (z,;2,,...,2,) in Z*: {\z, — 2{”|<&,...,|z,— 2’ |< e} reguliare 
. . - 0 0 0 . . 
Pseudopolynome sind, die fiir (z‘; z{”,.. ., 2{”) verschwinden, dort keine 
mehrfachen Faktoren besitzen und deren simtliche Wurzeln fiir (z,, . . ., z,) ¢Z* 


_ (0); 


in |z, |< e, liegen. 

Die (nicht notwendig séimtlich voneinander verschiedenen) Wurzeln von 
@, (2,3 %---,%)=0 («= k+1,...,n—1) fir (%,...,2z,)€Z* seien 

oa 
2") (2... 2). Wir bilden 
. (k +1) (°n-1) 
Wy (%,; Zy, + + +> Zp) = IT 4, ay Se ee 
“bey °n-1 
wo das Produkt iiber alle Kombinationen der o,,,, . . ., 6,_, Zu erstrecken ist. 
@, ist ein Pseudopolynom in bezug auf z,; wie oben ergibt sich, daB seine 
Koeffizienten eindeutig regulire Funktionen von 2z,,...,z, in Z* sind. Alle 
Wurzeln von o, (2,;%,-.-,2) =0 fiir (z,...,2,)¢€Z* liegen ferner in 
0 : = . + 

z, — 24”|<6,, denn entsrechendes gilt fiir die Nullstellen von Q (z,;%, .. ., Ze» 


) 


SIN". x GV. 
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Wie unmittelbar ersichtlich, ist nun die durch 


Op 1 (25.415 2%» --->%) =O 


Wy (Z_3 %, ++ +> Ze) =O 


Pi (1, oe, Ze) = 90 


Pr (2s - ++, %) =0 


in {|z,— 2.” |< &,..., |z, — 20 |< &,(= 4,)} gegebene analytische Menge eine 
Menge I’ der beschriebenen Art. 

Bemerkung: Ist M in P, irreduzibel, so kinnen die Pseudopolynome w, zu- 
sdtzlich als in P, irreduzibel gewéhlt werden. — Bestehen namlich fiir zunichst 
vorliegende w, in einer in U(P,) enthaltenen Polyzylinderumgebung U’(P,) 
die Zerlegungen 


a t 
o,= Wy). ..+ wo (x= k+1,...,), 


mit in U'( P,) regularen, in P, irreduziblen ausgezeichneten Pseudopolynomen 


x 


t ° ve ° y ° 
w' ) so ist I’ -\ U'(P,) die Vereinigung der durch 
j i, 
oot +) i Cee ol’) = 0, 9, = 0,...,9,=90 


in U’(P,) gegebenen analytischen Mengen Mi, ig? WO fasts ++ -59n alle 
méglichen Indexkombinationen durchliuft. Da I in P, irreduzibel ist, so 


gibt es eine in U’(P,) enthaltene Polyzylinderumgebung 


U* (P,): {lz, — A |< ef, .. ., |z, — 1 < 8} 
und eine Indexkombination j;,,,;,...,j,, derart, daB MoU*(P,) in 
My , a U*(P,) enthalten ist. Dabei kénnen die e? insbesondere noch 
so gewahlt werden, daB fiir U*(P,) und Mj 2 40 J*(P,) an Stelle 
von U(P,) und M’ die Aussagen des Satzes 1 gelten. 

Zusatz I: Ist M in P, k-dimensional, so gilt zusiitzlich: 

4. Die Funktionen 9,,..., ¢, verschwinden identisch. Allgemeiner gilt: Um- 
faBt irgendeine in U (P,) durch Gleichungen der Gestalt 


@, (Z,5 2,» »» Ze) = (2 


7 


A 
~ * ~ 
(0), 7 ma (x) . MMa—t_ 
ais 2% ) alle 4 p Ex (4, 7's 9G 2) s (z,- 2% ) - —_ 0 
l=1 


(c= k+1,..., 2) 


mit in Z* : {\z,—27l<a,..., |ze— 2 |<} reguldiren Funktionen 
By” (2, . +5 2p) wy, (%,...+,%,) dargestellte analytische Menge M in U (Po) 
eine in U(P,) analytische und in P, k-dimensionale Menge *M, so ver- 
schwinden die Funktionen y, (%, .°. ., Z) (t = 1,..., t) identisch. 

5. Ist (zf,..., 2) irgendein k-Tupel aus Z*, das nicht der Vereinigung B 
der Diskriminantenflichen der (die Einbettungsmenge IN’ beschreibenden ) Pseudo- 
polynome w, (z,; 2%, -.-,2,) im Rawm C* der Verénderlichen 2, .. ., z,, ange- 
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hért, so gibt es in U(P,) stets wenigstens einen auf I liegenden Punkt 
P* (z¥,..., 22, ZBaa,---,2n) sowie eine in U(P,) enthaltene Umgebung 
U (P*), derart, daB gilt: MAU (P*) = M’ AU (P*). 

Beweis: Zu 4. Es geniigt, die zweite Behauptung zu beweisen: Aus 
*M -\ U (P,) MAU (P,) folgt zunachst dimp, (*I) < dimp, (M). Wiirden 
nun die Funktionen y,(%, . . ., 2) (t = 1, .. ., ¢) nicht simtlich identisch ver- 
schwinden, so giibe es in jeder Umgebung des Punktes P, (z{, . . ., 2) im 
Raum C* der Verinderlichen z,,...,z, Punkte Q’ (z},...,2z,), so daB fiir 
wenigstens ein T, y,, (2), - - -, 2) +0 ware. Die durch P, und die Q’ laufenden 
1-dimensionalen analytischen Verbindungsebenen haben dann jeweils in einer 
Umgebung von P, nur den Punkt P, selbst mit der durch 


y(z%,---,%) = 0 (r=1,...,2#) 


bestimmten analytischen Menge It im C* gemeinsam. Wir diirfen annehmen, 
daB eine solche Ebene durch 


, — . (0) 
(V) wid Zp. = 2-1 


im C* gegeben wird (nétigenfalls ist eine lineare Transformation in den 
Z,--..+, 2%, durchzufiihren). Fassen wir (V) andererseits als Gleichungssystem 
einer (n — k + 1)-dimensionalen analytischen Ebene €*-**! im C* auf, so 
folgt, daB €"—**! in einer Nachbarschaft von P, lediglich den Punkt P, mit 
M gemeinsam hat. Mithin ware dim p, (M) =<=k-— 1, also erst recht 
dim p, (*) = & — 1 im Widerspruch zur Voraussetzung dim p, (*I) = &. 


Zu 5. Es geniigt, die Aussage 5. fiir ein einziges k-Tupel Q* (z], . . ., 23) 
aus dem Polyzylinder 
zk. fie _(0)| L " a. % 
Z*: {\2, — 2 |< Gy, - + +s |e — 2p Exs> 
das 8 nicht angehért, nachzuweisen. Ist niimlich P* (zf, .. ., zg, 2f44, - - -» Zn) 


ein zugehériger Punkt im C", fiir den 5. zutrifft, so werden IN und Mt’ in der 
geeignet gewahlten Umgebung U (P*) gegeben durch 


Zeait Brir(%,---,2)=0 
(VI) 

z +B, (%,...,%)=90. 
Die Funktionen — B,(z,, ...,z,) stellen Wurzeln von m, (z,, z,,..., Z,) dar, 
die in jeden Punkt Q’(z}, . . ., z,)¢« Z* — B regular fortsetzbar sind. Bei dieser 
Fortsetzung entstehen stets Punkte Q (z\,...,2:, — Bui (zi,---,2%),---> 

B, (z,,..-, %)) von WM’ und M, und andere Punkte von Yt’ oder Mt auBer 

den so gewonnenen gibt es in der Nahe dieser Punkte nicht. Da iiberdies 
stets |— B,(z,,..., z,) — 2°| <e,(x=k+1,...,n), so gilt also 5. fiir jedes 


nicht zu Z* — B gehérende k-Tupel, wenn 5. fir Q* gilt. 

Ein Q* mit zugehérigem P*, so daB 5. erfiillt ist, existiert sicher: Sei 
Q’(z,,.--, 2%) irgendein Punkt aus Z*—&%. Es gibt endlich viele Punkte 
PO (25... Zhe Spe ay ++ +22) (tT=1,..., 8) mit [Zz — 20 | <e(x—k+1,...,n), 
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die zu I’ gehéren; MW’ werde dort etwa durch 


Zeait 4 1(%>-++> 2) =O 
(VII) 
2 + BY (z,...,%) =0 


a 
gegeben, wobei angenommen werden darf, daB die BO simtlich in einem festen 
in Z* — ¥ enthaltenen Polyzylinder 


‘D : {|z,— 24|< e’,...,|2g— 25]< e'} 


regular sind. Die durch (VII) in 


“mn. 3 a! ’ = ri te ~) a »(9)) 

Z > {|z- a | <é ee os Z| <é i“k+1” “k+ 1] << €g41> sooo Me 66 I <e,} 
gegebenen Teile von YJ’ seien mit Wt; bezeichnet; sie sind untereinander 
punktfremd, und ihre Vereinigung ist It’ "Z". Zu jedem (z,, .. ., Z,) aus ‘Z* 
gehdért nach 3. wenigstens ein Punkt (2,,..., 2%, Zn41,--+> Z,) von M, der zu- 
gleich einem IY angehért. Da die Anzahl der Wt! endlich ist, folgt, daB es 
ein tT, und ein Teilgebiet ‘G* von ‘Z* gibt, derart, daB diejenigen (Z,, .. ., 2, 

0 - ~ jenig 1 k 
aus ‘G*,zu denen ein Punkt (2,,..., %,Ze41)---»%,) von M auf Mi, gehort, 


eine in ‘G* dichtliegende Menge *G bilden. Wegen der Abgeschlossenheit von 
M miissen dann ‘G* und *G identisch sein. Jeder Punkt von ’G* ist also ein 
gesuchter Punkt Q*. 

Wir fiihren folgende Sprechweisen ein: 

Ein Punkt P’ (z;,...,2,) des Raumes ©" der Verinderlichen z,,...,z, 
heiBt tiberdem Punkt ’P (’z,,...,’z,) des Teilraumes C' der Verinderlichen 
%,..-+,2%,(l< m) gelegen, wenn gilt: z; = ‘z,,..., 2] = ‘z,. — Unter der Pro- 
jektion N einer Menge Yt des Raumes ©” der Veriinderlichen z,,..., z, in die 
Menge 2 des Teilraumes C’ der Verinderlichen z,, . . ., z; (1 <n) verstehen wir 
die Gesamtheit aller Punkte von 2, iiber denen Punkte von C" liegen. 

Zusatz II; M sei in einer Umgebung von P, rein k-dimensional. Dann 
lassen sich U (P,) und die die Einbettungsmenge Wt’ definierenden Pseudo- 
polynome w, (Z,3 2,-+-+, 2) (x =k+1,...,) 80 wihlen, daB auBer 1.—5. fol- 


gendes zusitzlich gilt: 


6. Die Projektion der analytisch - Menge IU (P,) in den Raum C* 
der Verdnderlichen z,,...,2%,, z, stimmt genau mit der Nullstellenmenge N, des 
Pseudopolynoms w,(z,; 2, -. +, Z,) im Gebiete 

E+1. sf), (0) : 4 De Lo 4 Ma 
Z, > {2 — 2 |< ey, + +s Ze — Me |< les |% — Ze |< ey} 


des Raumes c +1 iiberein. Die w,und MN’ sind durch diese Eigenschaft eindeutig 
bestimmt. 

eS few 2,) irgendein Punkt von I in U (P,), der nicht iiber der 
Vereinigung & der Diskriminantenflichen der Pseudopolynome w,(z,; Z,, . - +, 2x) 
im Raume C* der Variablen z,, . . ., 2, liegt, so gibt es eine in U(P,) enthaltene 
Umgebung U(P), so daB gilt: M: U(P) = M’\ U(P). 


. rv. es r 0) (0 
Beweis: Wir kénnen uns U (P,): { zi ea 2,— Zn |< &} Von 


t 4 “2 “ay 


vornherein so gewahlt denken, daB Yt dort rein k-dimensional ist und da8 in 
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U(P,) die oben gewonnenen ,(z,; Z,,..-, Z) in Primfaktoren zerlegt werden 
k6énnen: 


@, (253 2) ++ +> 2g) = al (2,5 2, -- Zp) o- - - WW (25 2,,..., Ze), 


wobei jeweils w” (z,; z,,..., z,) in bezug auf den Punkt P§? (2{”, . . .,2(, 2) 
des Raumes Cc +! der Variablen Z,-++» 2, 2, ein irreduzibles ausgezeichnetes 
Pseudopolynom ist, dessen Koeffizienten im Polyzylinder 

DP: {|2— 2 |< &, ~~ +5 |/2_ — 2] <ey) 
regulire Funktionen von z,, . . . , z, sind. Ist jetzt P(x, ee 
ein gemaiB der Voraussetzung von 7. gewahliter Punkt von IM aus U (P,), so 
gilt fiir jedes (k + 1)-Tupel (%,, 2, ..., 2): ow” (Z,;%,,..., 2) =0 fiir genau 
ein wu, (1s u4,sg,). Jedem Punkte P der angegebenen Art ist so eindeutig 
ein Faktor von @, (z,;2,,...,2,) zugeordnet. Es seien w”,..., w%* die- 


jenigen Faktoren von w,, die wenigstens einem Punkte P, der wie angegeben 
gewahlt ist, zugeordnet sind; sei 


"@, (2,3 % 5-2-5 By) = oo” (2,5 2, Hedy eres wit YT eee 
ihr Produkt; ferner I’’ die durch 
‘Mess (Ze415 > +++» 2) = 0 
‘@, (%; %,---,%)=0 
in U (P,) bestimmte analytische Menge. Wir behaupten, daB Wt’ und die 
‘@, (2,3 2, - +, Z) an Stelle von M’ und den mw, (z,; z,, . . ., Z,) der Aussage des 


Zusatzes II in U (P,) geniigen. DaB I” die im Satz 1 und Zusatz I fiir M’ 
angegebenen Eigenschaften 1., 3., 4. und 5. hat, ist unmittelbar ersichtlich. 
Zum Nachweis von 2. (MU (P,) CM”) sei P* (zi, ..., 2.) irgendein Punkt 
von WM innerhalb U(P,). Die (n — k)-dimensionale analytische Ebene z, 
=2},...,2,= % schneidet I’, also auch M, inder Nahe von P* nur in P*. 
Da IM in P* k-dimensional ist, so folgt, wenn wir Satz 1 und Zusatz I auf M 
in P* anstatt in P, anwenden, daB zu jedem k-Tupel (z;, . . ., z4) in geniigender 
Nahe von (z}, .. ., 2,) wenigstens ein Punkt P’ (z}, .. ., 2%, Z41,---»%,) Von 
M in der Nahe von P* gehért. Alle diese P’ gehéren zu M’; sie geh6éren sogar 
zu M”’, wenn (z;,..., 2%) nicht der Menge ¥ angehért. In beliebiger Nahe von 
(z},..., 2) lassen sich aber solche k-Tupel (z}, . . ., z;) wahlen. P* ist daher 
Haufungspunkt von Punkten auf I”, liegt also wegen der Abgeschlossenheit 
von I” selbst auf M’’. 

Folglich gilt MU (P,) CM”. 

Zum Nachweis von 7. sei P(z,,..., Zn) ein gema8 7. gewahiter Punkt von M. 
In einer Nachbarschaft von P ist I” gegeben durch 


Snua t+ CHT” (e,,...,%) = 0 
(VIII) 


2m +o (z,,---,%) = 90, 
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wobei jeweils z,+ Cf" (z,,...,2,) Linearfaktor eines bestimmten Faktors 


al” (2,5 2, -. +, 2) Von ‘w,(z,; %,-- +, Z_) ist. Da, wie soeben nachgewiesen, 
Mr U (Ps) SM” gilt und zu jedem k-Tupel (z;, ..., z{) in geniigender Nahe 
von (Z,..., 2) wenigstens ein Punkt P’(z},..., zp, zp41,---, 2%) von M in 


der Nahe von P gehért, muB notwendig auch I in der Nahe von P genau 
durch (VIII) dargestellt werden. Folglich stimmen I und M” in einer Um- 
gebung von P iiberein, und es gilt 7. 

Die Funktionen C$" (z,, . . ., z,) sind fiir (z,,. ..,z,)€Z*-B uneingeschrankt 
regulir fortsetzbar (ohne dort notwendig eindeutig zu bleiben), und z,+ 


Of (z,,..., 2) bleibt Linearfaktor von w% (z,;z,, .. ., 2). Die durch (VIII) 
dargestellten Punkte (z,,...,2,, Z,41)---»%,) sind also stets Punkte von 
M”; sie sind aber auch Punkte von WW, denn die Mt in U(P,) darstellenden 
Gleichungen f, (z,,...,2Z,) = 0,...-,f,(@,---,%,) = 0 werden durch die Ein- 
setzungen 
z, = — Op? (2, .. +» %) (x= k+1,...,n) 

in einer Nachbarschaft von (2, bade 2,) identisch erfiillt, also verschwinden 
alle f,(z,..-,%,—CM* (z,...,%),-.-, — Ch” (q,..-,%)) fiir beliebige 
(z,..., 2) €Z*—& identisch. Wirsetzen nun die Funktionen Cf" (z,, .. ., z,) 


beliebig innerhalb Z* — & fort. Dabei gelangen wir zu jedem k-Tupel (z,, . ., z,) € 
¢ Z*— &, denn & zerlegt Z* als Nullstellenmenge einer einzigen nicht identisch 
verschwindenden in Z* reguliren Funktion D (z,,...,2,) (Produkt der Dis- 
kriminanten der w,) nicht. Da wl (z,; 2, +--+, %,) irreduzibel ist, so durch- 
laufen z,,...,%,2%,= — C$? (%,...,2,) sogar alle Lésungs-(k + 1)-Tupel 
von x (2,3 2,---,2%,) =O mit (z,,...,2) ¢€Z*—~ %, und zu jedem solchen 
(k + 1)-Tupel (z; ,...,2;,2,) gehért wenigstens ein Punkt (z,,...,z,) mit 
2 = 2,--+-, = 2%, 2%, = 2, von M. 

Wegen der Abgeschlossenheit von IR gehért dann aber auch zu jedem 
Lésungs-(k + 1)-Tupel (z,,2z,,...,2) von w (z,32%,---,%) = 90, falls 
(zj,...,2) auf B liegt, ein Punkt (z,, . . ., z,) von M. Entsprechendes gilt fiir 
jedes Lésungs-(k + 1)-Tupel (z,, z,,...,z,) jeder weiteren Gleichung wo (z,: 
%,---,%) =O =%,,...,4,), (4,---,%)¢€Z*—&B. Hierzu hat mannur an 
Stelle von P von einem Punkte P* (z‘, .. ., 2%) auszugehen, fiir den w°? (z°; 
Zi,---,2,) =0 ist. Die Nullstellenmenge N, des Pseudopolynoms ‘a, (z,; 
2,---+, 2) im Gebiet 

get 1 (0) | 


fi 0); | (0) | | 
: {jz — A |< a,...,|z,— 2 |< e, lz, — |< 2,} 


des Raumes C** ! der Variablen z,, .. ., z,, 2, ist mithin genau die Projektion 
von I U(P,) in den c+! — Angenommen, es giibe in einer zweiten Poly- 
zylinderumgebung U*(P,): {\z,— 2\”|< e},..-,|z,— 
Gleichungen 


20) 


|< e,} eine durch 


"Oona (2413 +--+ %) = 0 
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dargestellte analytische Menge *3t’’, so daB *92” und die *w, in U*(P,) 


(ebenso wie Wt’ und die ‘wm, in U(P,)) die in 6. angegebene Eigenschaft 


* 


. y . . . 
haben. Die Nullstellenmenge N, von *w, (z,; z,, . . -, z,) stimmt dann in 

agk+l. si. (0) * Pa (0) * |, 9) - .* 

Ze 3 {|%— A |< a], - - +2 |Zy — Spe |< Obs |%, — 2, |< Es} 


iiberein mit der Projektion von 9 U* (P,) in den C***. Die ausgezeichneten 
Pseudopolynome ‘w,(z,; 2, ---,2,) und *w,(z,;2,,...,2,) mit der Spitze in 
Qo (2, 2, . . ., A) haben also in der ‘Nahe von Q° die gleichen Null- 
stellen. Da ‘wm, keinen irreduziblen Faktor mehrfach enthalt und gleiches von 
*~. vorauszusetzen ist, miissen ‘w, und *@, nach bekannten Sitzen iiber 
Pseudopolynome identisch sein. Es ist demnach auch *9t” 7 U (Py) U* (P5) 
= M”\U (P,)\U* (P,), und Zusatz IT ist vollstaindig bewiesen. 

Bemerkung: Ist Mg in der Umgebung U(P,) rein (nm — 1)-dimensional, 
so stimmt I, in U(P,) mit der in Zusatz II konstruierten Einbettungsmenge, 
die in diesem Falle durch eine einzige Gleichung , (z,; 2, ..., 2,1) = 0 ge- 
geben wird, wegen 6. iiberein. 


Die folgende Aussage betrifft Eigenschaften von Einbettungsmengen. 


: se ; : ; 0 0) 
Satz 2: M’ sei eine nichtleere, analytische Menge im Punkte P,(z\”, . . ., 2’), 
die in einer Polyzylinderumgebung 
T/D\.- Sle (| 2 c eo 
U(P,): {|4 - 4 ee race Z_ — 2m | < Eq} 


durch die Pseudopolynomgleichungen 
y 


i. 
“9 17 o 2 )4y » 4@) » » . AO _ 
@,(2,32%,---,%)=(z,-% )*+ D Av_i(m,---, z,). (%,-—2% ) =90 
a 
t=1 
(x= k+1,...,) gegebenist. Die Funktionen AS_;(z,,..., z,)(t=1,...,4,; 
am 
ie , ( 0) 
x=k+i,..., n) seien im Polyzylinder Z* : {\z,— 2)” |< e,...,|Z,— 2% | <&} 
regulir, und es gelte stets Ay (2{”,..., 2”) = 0; ferner mégen die w, (z,; 
Z,---+,%,) tm Py keine mehrfachen Faktoren haben, und fiir ihre Wurzeln 
(0); + > \c Zk 
2,(2,--+5%,) gelte|z,(z,,...,%) —2° |<e,, falls (z,,...,2z,)€Z. 
Dann gibt es innerhalb einer jeden Umgebung V (P,) einen Polyzylinder 
ry site 2 = >» — 9) — & yllay 
U (Pq): {| — 2. |< &>- + +s |2qp— Zn |< Sgt ds 


derart, dap in U (P,) eine Zerlegung 
M’ A (Py) = M,U...UM; 


von IW’ UO (P,) in Mengen M',(A = 1, ...,1) gilt, die in U(P,) analytisch und 
irreduzibel sind. Jede der Mengen MX’, enthilt eine maximale, zusammenhdngende 


Teilmenge IN¥, die keinen Punkt iiber der Vereinigung B der Diskriminanten- 
fliichen der w,(z,; 2, ..., 2) im Raume C* der Veréinderlichenz,, . . ., z, besitzt 


(und folglich nur aus gewdhnlichen Punkten von IM’ besteht), derart, daB die ab- 
geschlossene Hiille von M* in U(P,) mit M’, identisch ist. Die Mengen M7 
sind untereinander punktfremd. (Der Polyzylinder U(P,) heipt ein ausge- 


lla) Es ist Oj P,) SU(P,), und fiir die Wurzeln der a, gilt in a P,) das Entsprecliende 
wie in U P,). 
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zeichneter Pclyzylinder bzgl. M’; die Mengen M'’, heiBen die Komponenten von 
M’ beziigl. U (P,)). Man kann einen ausgezeichneten Polyzylinder U (P,) 80 
wihlen, da fiir jeden in U (P,) enthaltenen ausgezeichneten Polyzylinder U* (P,) 
bezgl. IM’ die Komponenten von M’ bezgl. U* (Py) gleich dem Durchschnitt der 
Komponenten von IN’ bezgl. U (P,) mit U*(P,) sind. 

Beweis: Sei Z’ :{\z,—z,|<e,,v = 1,..., } ein in V(P,) enthaltener Poly- 
zylinder. Da die Wurzeln der w, stetig von den Koeffizienten A ad abhingen, 


sibt es im Raum C* der Verianderlichen z,,...,2z, einen Polyzylinder Z*: 
£ 1 k 7 
J (0) ~ ~ ’ x ' ‘ myn . 
{|z,-2, |\<¢€,,&<5¢8,, w=1,..., k}, derart, daB die Wurzeln z,(z,, .. ., z,) 
- - ak a 0 
von w, fiir (z,,..., z,) € Z* stets in|z,— 2 |< e’, liegen (x =k +1,..., 2). 
Wir behaupten, daB 
U(P,): 
Sle (0) ~ a oe 4. (0) ’ (0) ’ 
147 A Gw Ea eees Ze < Eu |Ze4 — Ze 41] < Eb 412°++5|2q— — An < En} 


ein Polyzylinder mit den in Satz 2 angegebenen Eigenschaften ist. 
Es gilt U (P,) ¢ V(P,) nach Konstruktion 


Sei nun (zf,..., zt) < Z* ein nicht zu & gehérendes k-Tupel. Seien P* 
(2#,..., 26, 20 4,---, 2) (p=, m) simtliche iiber (z*, . . . , z¥) liegenden 
l ko “k+1 f 1» k 


Punkte von I’. In einer U mqubeng, von P} wird IM’ dargestellt durch Glei- 
chungen von der Gestalt 


Sana 4 cote ad EE -»%) =0 
(1) 

z, +Cf” (x,...,%)=90, 
wobei die linken Seiten von (1) jeweils Linearfaktoren der w,(z,; 2%,...; z,) sind. 
Die C$" ‘(z,, . ++, %) sind innerhalb Ze (Vr Z*) uneingeschrankt regular fort- 
setzbar, und zwar ist jedes C\” Zweig einer einzigen in Z- (BA Z) reguliren, 
endlich vieldeutigen Funktion C™(z,, . Bde Jedem C)(z,,...,2,) liBt 


sich ein endlichblattriges Rrzemannsches Gebiet Ze iiber Z* mit V erzweigungs- 
punkten héchstens iiber B \ ZF zuordnen™), so daB C™ in Z ~%. eindeutig 
und regular ist; dabei bezeichne R, die tiber BAZ gelegene Punktmenge 
von dl Da durch z,= — C(z,,..., z,) stets Wurzeln von w, (z,;2,--., %)=0 
dargestellt werden und die Wurzeln eines Polynoms stetig von den Koeffi- 
zienten abhingen, lassen sich die C“”)(z,,..., z,) sicher stetig in die Punkte 
von R. hinein fortsetzen. Wir diirfen also C‘”)(z,,...,z,) auffassen als eine 
in ganz Zz eindeutig definierte Funktion, die in Zz _ _&. regulir und in den 
Punkten von g. noch stetig ist. Wir setzen nun die Funktionen ct" Mz _ eee 2,) 
in Z*— 8 -\Z* langs beliebiger, in (z*, . . ., zf) beginnender Wege gleichzeitig 
2) Siehe H. Bennxe u. K. Stern, Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten und 


Rremannscher Gebiete, Math. Ann. 124, 1—16 (1951). — Der Begriff des Rrgemannschen 
Gebietes wird hier lediglich zwecks einfacher Ausdrucksweise benutzt. 
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fort. Dabei gelangen wir zu jedem Punkt (z;,..., z,) <Z*— BZ, denn BZ 
zerlegt Z* nicht. 

Durch die gleichzeitige Fortsetzung der C‘” in Z* ~& AZ werden durch 
die Gl. (1) stets Punkte von J’ in U (P,) dargestellt, denn die fortgesetzten 
Funktionen — C{” (z,,...,z,) bleiben Wurzeln von w, und daher gilt stets 
~— Of (z,,:..,%) —2|<,. Die Gesamtheit dieser Punkte heiBe M*, sie 
bildet nach Konstruktion eine maximale zusammenhangende Teilmenge von 
M’ A U (P»), deren Punkte nicht iiber B liegen. Wegen der Endlichvieldeutig- 
keit jedes C“ in Z- BAZ gibt es eine feste Zahl t= 1, so daB zu jedem 
k-Tupel (2, ..., 2) aus Z*— BZ genaut Punkte P’(z;,..., = ae 2”) 
(x = 1,...,#) gehGren, die auf der durch (I) bei beliebiger gleichzeitiger Fort- 
setzung der C\” innerhalb Z* BZ in U(P,) gegebenen Punktmenge I¥ 
liegen. Zum k-Tupel (zf,...,zf) mégen so etwa die Punkte P* (z?,.. ., 2f, 
zy”, ,,...,2£") (xr =1,...,#) gehdren. In der Nachbarschaft von P* besitzt 
dann WM’ jeweils eine Darstellung 


Zn41 + Gere, ... -» 2) = 0 
(1’) 

z, +O (2,,...,%)=9, 
wo die OC" (z,,..., 2) Zweige von C(z,,...,z,) in den tiber dem Grund- 
punkt (z7,..., zf) gelegenen Punkten von Z bezeichnen. Wir bilden nun mit 
Unbestimmten u,,,,..-, U,: 

t n 
ee, a Te z,)= i { Ss u:(z,+ Ce" (x... -»%))} . 
r=1 \«=k+1 

H ist ein Polynom in u,,;,. ~~, Uys Zm415-++>%,_3 Seine Koeffizienten sind in 
2-8 AZ regulire und eindeutige Funktionen von z,,...,z,, die, da die 


CO in ganz Z stetig sind, sich in die Punkte von 8 AZ eindeutig und stetig, 
also auch regular fortsetzen lassen. Betrachten wir H nur als Polynom in 
Up.i>-+-+, U,, 80 sind seine Koeffizienten g, (z,, . . ., Z,), ~~~» Gs (%>--+>%,) im 


ganz U (P,) hinein eindeutig regular fortsetzbar. Die durch 


9, (%,---,2,) =9 


9,(4,---,%) =9 
in U (P,) gegebene analytische Menge IN; umfaBt Mf und ist wegen der Stetig- 
keit der C in Z genau die abgeschlossene Hiille von IM? in U (P,). Da 
MF CM’ AU (P,), muB auch Mi, SM’ U (P,) gelten. 
Die Menge Wj ist in U (P,) irreduzibel. Andernfalls miiBte in U (Po) eine 
Zerlegung WM, = N’' UN” gelten mit nichtleeren, von Wj verschiedenen, in 
U (P,) analytischen Mengen %’ und 9%”. Es gibt einen Punkt *P¢ Mf, der 
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nicht zu NR” gehért. Aus MP ¢ NM” wiirde sich nimlich wegen der Abgeschlossen- 
heit von R” in U (P,) der Widerspruch It; = N” ergeben. 

In einer Umgebung W (*P) gilt: M#F \W(*P) = NOW (*P). Sei nun Q* 
ein beliebiger Punkt von Mf in U(P,), sei P(t) (0<t<1, P(0)=*P, 
P(1) = Q*) eine in Mf verlaufende Kurve, die *P mit Q* verbindet. Wir 
betrachten die Menge 7’ derjenigen t-Werte, zu denen Umgebungen V (P (t)) 
existieren, derart daB gilt: MPV (P(t) = NOV (P(t). T ist wegen 0¢ T 
nicht leer. Sei t, die obere Grenze von 7’. In einer Umgebung U (P (t,)) 
werde N’ durch die Gleichungen 


hh (2, -++5%) = 9 (o=1,...,9) 
und Mf durch die Gleichungen 
z,+ CW” (2,,...,%) =0 (= k+1,...,n) 


gegeben. In U (P (t,)) liegt sicher ein Punkt P (¢,) mit ¢,¢7'. In einer Um- 
gebung U (P(t,)) © U(P (t,)) gilt daher 

h, (215+ + +s 2a» — COtD ig , ee OM, . . ., %)) = O(o=1,...,7). 
Diese Identititen gelten dann aber auch in ganz U(P(t,)), d.h. es gilt: 
ME AU (P (t.)) = WAU (P(t,)). Dann kann aber nicht ¢,< 1 sein, denn in 
diesem Falle gibt es in U(P(t,)) Punkte P(t.) mit t, >), in deren Nachbar- 
schaft M* mit N’ iibereinstimmt, so daB t, nicht die obere Grenze von 7' wire. 
Also ist t= 1, und es gilt: Q*= P(1)¢€ MN’. Jeder Punkt von M? liegt daher 
in N’. Daraus ergibt sich wegen der Abgeschlossenheit von Q’ in U (Po) der 
Widerspruch Mj = N’. 

Ist noch nicht IM,=M’ ” U(P»), so gehért sicher einer der oben eingefiihr- 
ten Punkte P*, etwa P* , nicht zu M}. Ist namlich ’P(‘z,,.. ., ’z,) ein nicht 
zu WM, gehérender Punkt von mM’ U(P,), so sei ‘Z": {|z, —‘z,| << 6’,..., 
lz, — ‘Z_| < 6’} eine in U(P») enthaltene Polyzylinderumgebung von ’P, in 
der kein Punkt von Mj liegt. Uber jedem k-Tupel (z,, . . ., z,) aus dem Poly- 


zylinder ‘Z*: {|z, — ‘z,| < 6’,..., |2,—’2,| <6’} liegt mindestens ein Punkt von 
M’. Da es insbesondere k-Tupel (z,,.. ., z,) €’Z*— (‘'Z* AD) gibt, existiert also 
auch ein nicht zu Mj gehdrender Punkt Q(z,..., 2, ) von M’7\U(P,), der 


nicht iiber G liegt. In einer Umgebung eines solchen Punktes Q wird WM’ 
durch Gleichungen 


z, + Be (z,,...,2,)=0 (x=k+1,...,n) 


dargestellt. 

Setzt man die B(z,,...,z,) («= k+1,...,m) lings eines von (%, . . ., 2,) 
nach (2*,..., 2%) fiihrenden, in Z+-G-Z* verlaufenden Weges gleichzeitig 
fort, so folgt, da die fortgesetzten Funktionen — B® Wurzeln von w, bleiben 
und mithin stets |— B(z,...,2z,)— 2 <e’, gilt, daB @ mit einem Punkt 


P*, durch eine in M’ U (Py) verlaufende Kurve verbindbar ist, die keine 
Punkte besitzt, die tiber G liegen. Wiirde nun gelten P*,¢ Mj, so wire auch 
20 
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P*.¢ MP. Dann lage aber auch Q in Mf und man hitte den Widerspruch 
QEM. 

Ausgehend von P*, la&t sich nun eine zweite maximale, zusammenhingende 
Teilmenge MZ von M’ -\ U (P,) gewinnen, deren abgeschlossene Hiille in U (P,) 
ebenfalls eine in U(P,) irreduzible analytische Menge M, °M’U (P,) ist. 
Da es nur endlich viele Punkte von M’7\ U (P,) itber (zf,..., zz) gibt, kann 
man auf diese Weise endlich viele irreduzible analytische Teilmengen 
Mm, (A=1,...,1) von M’ OU (P,) konstruieren, derart, daB jeder iiber 
(zt, ..., 2p) liegende Punkt von M’\U (P,) in einem M;, liegt. Dann gilt 
aber in U (P,): 


Die Mengen INF sind nach Konstruktion untereinander punktfremd. 

Die Anzahl / der Komponenten von M’, die beziiglich eines beliebigen, 
ausgezeichneten Polyzylinders U’(P,) gebildet werden, ist stets kleiner oder 
gleich der Anzahl der iiber einem festen Punkt (2, ...,z,)¢U gelegenen 
Punkte von I’. Da sich fiir einen in U’(P,) enthaltenen, ausgezeichneten 
Polyzylinder U’’(P,) diese Anzahl / héchstens vergréBern kann — VergréBe- 
rung tritt genau dann ein, wenn eine der Mengen Ij, die beziiglich U’(P,) 
konstruiert und dort zusammenhingend ist, in U’’(P,) nicht mehr zusammen- 
hingt —, so folgt, daB es einen ausgezeichneten Polyzylinder U (Py) gibt, 
derart, daB die beziiglich U (P,) konstruierten Mengen I> auch in jedem in 
U (P,) enthaltenen ausgezeichneten Polyzylinder U*(P,) zusammenhingen. 
Das bedeutet aber, daB die Komponenten von M’ beziiglich U*(P,) gleich 
dem Durchschnitt der Komponenten von QM’ beziiglich U (Pp) mit U*(P,) sind. 
Damit ist Satz 2 vollstaindig bewiesen 

Folgerung 1: Sei Mg eine im Gebiete G rein k-dimensionale analytische 
Menge und P, ein Punkt auf Mg. Mg geniige in P, den Voraussetzungen von 
Satz 1. Sei M’ eine Einbettungsmenge von Mg in einer Umgebung U (P,) (im 
Sinne von Satz 1 nebst Zusétzen). Seien Mi (A= 1,...,1) die Komponenten 
von M’ beziiglich eines ausgezeichneten Polyzylinders U (P,) SU (P,). Dann 
stimmt die Vereinigung gewisser dieser Komponenten M', mit Mer U (P,) 
iiberein. 

Beweis: Wir betrachten diejenigen Komponenten I} von M’ beziiglich 
U (P,), deren Mengen IN? Punkte P, von Mgr v( P,) besitzen. Wir behaupten, 
daB Mer U(P,) die Vereinigungsmenge M dieser Mengen QR) ist. Sei 
U (Py): fiz, — O/1<&, - . |e, — 201 < &}, fermer Z*: fz, —2|<&,..., 
z,— 2f”|<&}. Zuniichst gilt MC Mes U(P,). Denn in einer Umgebung 
von P, stimmen MN? und M, auf Grund von Satz 1, Zusatz II, 7. iberein. Daraus 
folgt aber, da M* aus Gleichungen von Typus (1) durch beliebige gleichzeitige 
analytische Fortsetzung der in ihnen auftretenden Funktionen innerhalb 


Z*-BAZ entsteht, daB M* in seinem ganzen Verlauf in M,_\U (P,) ent- 
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halten ist. Dann ist aber auch die abgeschlossene Hiille M; von IM? in U (P,) 
in Men U (P,) enthalten, und mithin gilt auch M CMen U (Py). 

jibe es nun einen Punkt P’(zj,.. ., z,) € Me -\U (P,), der nicht in M 
liegt, so sei V(P’)& 0 (P,) eine Umgebung von P’, in der kein Punkt von M 
liegt. Mg ist in P’ k-dimensional, insbesondere schneidet die Ebene 


, 
y= 2y,-- +, y= 


M, in einer Umgebung von P’ nur in P’. Die Anwendung des Einbettungs- 
satzes nebst Zusatz 1 auf Mg, in P’ lehrt dann, daB tiber jedem k-Tupel 


(z,, - - -» 2), welches geniigend nahe bei (z}, . . ., z;) liegt, Punkte von Mg in 
V(P’) liegen. Es gibt daher in V(P’) auch Punkte von Mg, die nicht iiber B 
liegen. Jeder solche Punkt gehért einer der Mengen Mj (A = 1, ..., 2) und 


also auch der Menge mM an. Mithin liegen auch in V(P’) Punkte von M im 
Widerspruch zur Voraussetzung. Es muB also Mgr U (P,) = mM gelten, wo- 
mit Folgerung 1 bewiesen ist. 

Bemerkung: Der Beweis von Satz 2 und Folgerung 1 zeigt, daB man eine 
im Gebiete G rein k-dimensionale analytische Menge Mg in gewissen (beliebig 
klein zu wihlenden) ausgezeichneten Umgebungen U(P,) eines jeden ihrer 
Punkte P, in endlich viele in U (P,) irreduzible analytische Mengen 2, 


(o=1,..., 7) zerlegen kann, derart, daB in einem geeigneten Koordinaten- 
system!*) die Umgebungen U(P,) Polyzylinder {|z,— z\”|<e,,..., |z,—20| 
<e,} sind und tiber jedem Punkt (2, . . ., 2) €{|z,— 2 <a,,..., |z,— 20 

é,} wenigstens ein Punkt P, liegt, der zur Menge M, gehért (9=1,..., r). 


Folgerung 2: Ist Mg eine im Punkte P, irreduzible, k-dimensionale analyti- 
sche Menge (Mg wird nicht als rein k-dimensional in G vorausgesetzt ) und ist M’ 
eine Einbettungsmenge von Mz in P, im Sinne von Satz 1 nebst Zusiitzen, so 
gibt es einen ausgezeichneten Polyzylinder U (Py) beziiglich M’, derart, daB 
Mea (P,) mit einer der Komponenten von IM’ beziiglich U (P,) dberein- 
stimmt. 

Insbesondere ist also Mg in U (Pp) die abgeschlossene Hiille einer zusammen- 
hiingenden Menge M*, die nur gewébhnliche Punkte von Me U (Pp) enthalt. 

Beweis: Gilt in einem ausgezeichneten Polyzylinder U (P,) die Zerlegung 


M’ \U (P.) = MVY...UM; 


von M’/\U(P,) in Komponenten M’,, so folgt aus der Irreduzibilitaét von 
M, in Py, daB es einen in U(P,) enthaltenen ausgezeichneten Polyzylinder 


U(P,) gibt, derart, daB Men U(P,) in einer der Mengen I’, U(P»), etwa 


12a) Geeignete Koordinatensysteme sind insbesondere alle Systeme z,, ..., Zp, die aus 
dem urspriinglichen durch eine in P,-regulare Koordinatentransformation hervorgehen 
und in denen die analytische Ebene {z,= 2 » occ = 2} (die Koordinaten von P, 
>, ey 200) die Menge Mg in der Nahe von P, nur in P, 


im (z,,..., %,)-System seien z 
schneidet. 


20* 
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in MA U (P,) liegt. Nach Satz 2 kann U(P,) so gewahlit werden, daB 
M’ rr U(P») eine Komponente von IM’ beziiglich U(P,) ist. 

Auf Grund von Satz 1, Zusatz I, 5. gibt es innerhalb U (P,) Punkte auf Mz, 
die nicht iiber D liegen und in deren Nachbarschaft M, und M’, in diesem 
Falle also Mg und MI U(P,), iibereinstimmen. Daraus folgt dann analog 
wie im Beweis von Satz 2, daB MU (P,) in MgAU (P,) enthalten ist. 
Mithin gilt MoU (P,) = M0 (P,), w. z. b. w. 

Es schlieBt sich an: 

Satz 3: Mg sei eine analytische Menge im Gebiete G des OC" und 
P,(ze, . . ., 2) einer ihrer Punkte. 

a) Ist Mg in P, hichstens k-dimensional, so ist M, in allen ihren Punkten 
innerhalb einer Umgebung von P, ebenfalls hichstens k-dimensional. 

b) Ist Mg in P, k-dimensional (k > 0), so gibt es in jeder Umgebung von 
P, weitere und sogar gewéhnliche Punkte von Mg, in denen Mg ebenfalls k-di- 
mensional ist. 

c) Ist Meg in P, irreduzibel und k-dimensional, so gibt es eine Umgebung 
U (P,), in der Mg irreduzibel und rein k-dimensional ist. 

d) Mg sei in P, reduzibel und k-dimensional. Gilt in einer Umgebung U'(P,) 
die Zerlegung Mgr\ U'(P.)=MVY...UM,, wobei die M; (i= 1,...,q) in 
U'(P,) analytische und in P, irreduzible Mengen sind, so ist k gleich dem Mazi- 
mum der Dimensionen k; der M;(i = 1,...,¢q) in Py. 

Wir beweisen zunichst: 

Hilfssatz 1: Jede analytische Menge M, die in einer Umgebung U (P,) des 
auf M liegenden Punktes P,(z, . . ., 2) durch Gleichungen der Gestalt 


(1) z, + A, (%,..-,%) = 90 («= k+1,...,n) 


dargestellt wird (die A,(z,..., Z,) seien in einer entsprechenden Umgebung von 
(2, ..., 2) reguliire Funktionen ), ist in U (P,) rein k-dimensional. 

Beweis: In jedem Punkte P (z,,...,%,)¢€M gilt dimp (M) <k, da die 
(n — k)-dimensionale analytische Ebene 

4 = 2,--5%= % 
M in U(P,) nur in P schneidet. Sei dim p (MN) = k’. Nach Satz 1 nebst Zu- 
satz I laBt sich, nachdem man nétigenfalls durch eine lineare Transformation 
zu neuen Koordinaten z},...,z, tibergegangen ist, M in einer Umgebung 
U(P}<U(P,) einbetten in eine analytische Menge M’, die in U(P) durch 
Gleichungen 
@, (2,521,---,%)=0 (x= k’+1,...,n) 

dargestellt wird, wobei die w, Pseudopolynome mit den in Satz 1 und Zusatz I 
angegebenen Eigenschaften sind. Nach Zusatz I, 5. gibt es insbesondere in 
U (P) einen Punkt P* mit den Koordinaten (zj,...,z,) bzw. (z’,,..., 2's) 
sowie eine Umgebung V(P*)¢ U(P), so daB M’ A V(P*) = MAV(P*) und 
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M’ in V(P*) durch Gleichungen 
tysit Bys1(%,---,%) = 0 

(2) 
Z, + B, (24, ..-, 2) = 0 
beschrieben wird. 

Wir vergleichen nun in V ( P*) die durch (1) und (2) gegebenen Darstellungen 
von IR und leiten aus der Annahme k’< k wie folgt einen Widerspruch her: 

Die Koordinaten 2}, . . ., z, hingen mit den z,, ..., z, durch eine in U (Py) 
regulire umkehrbare eindeutige (lineare) Transformation 


j= 9; (24,--+, Zn), 2% = hy (%, ~~ +5 Zq) j=1,...,% 
zusammen. Hieraus ergeben sich fiir die Punkte von I die Gleichungen 
(3) 2;=9,(2},---> 2, — Byay (2, ~~ +s Zp), - +» — By (2, - « «5 Zp) = Yyl2t, - - +» Zp) 
(4) 25 = Wa, (2, « ~ +) Sq, — Aggs (Zs - - +s Spe - > — Ag (Spy - +> Sy) SS Py (Mp - «+> 2) 
Diese Gleichungen vermitteln sogar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
zwischen den k-Tupeln (z, .. ., z,) aus einer Umgebung von (2{,..., z;) und 
den k’-Tupeln (z},..., 2%) aus einer Umgebung von (z}*, . . ., z4°), denn diese 


Tupel entsprechen umkehrbar eindeutig den Punkten von M in V(P*). Aus 
(3) und (4) ergeben sich also die Gleichungen 


a=) (qy (2, - - or Spr - = +> Dye (Zs - - «> Zq)) 


Ze = Wy (Pr (Z, ~~ -> Zp)o-- +> Per (Sy -- + %)), 
woraus man durch Differentiation gewinnt 
AP 
b= 2 ar oe 7 
Eine solche Relation ist aber fiir k’< k nach den Regeln des Matrizenkalkiils 
nicht méglich. 
Beweis von Satz 3: Wir diirfen annehmen, daB die analytische Ebene 
z= 2, ...,2,— 20 (la k<n)'™) 
in einer Umgebung von P, nur den Punkt P, mit Mg gemeinsam hat. Es gibt 
dann in einer Umgebung 
U (Py): za — 2 |< &,...|z,- I< é,,} 
eine durch Gleichungen 
nya (e415 My ++ +> %) = 0 


W,, (2,3 2) +++) %) = 0 
MY, (%,..-,%) =O 


Pr (es - + +> 2) = 0 
dargestellte analytische Menge IN’ mit den in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. 


12) Die Falle k= 0 und k= n sind trivial. 








284 REINHOLD REMMERT und Kar STern: 


Die Behauptungen a), b), c), d) ergeben sich wie folgt: 

Zu a): Jede analytische Ebene z,= z{”,...,z,= 2{" mit af” - s <2, 
(j= 1,...,%) schneidet M’, also auch Mg innerhalb U (P,) héchstens in 
isolierten Punkten; daher ist Mg in jedem Punkt von U (P,) héchstens 
k-dimensional. 


Zu b): Aus Zusatz I zu Satz 1 folgt: Es gibt in jeder Umgebung von P, 


Punkte P*(zf,...,z,) von Mg, derart, daB jeweils in einer Umgebung 
U(P*) Mg genau dargestellt wird durch Gleichungen 

Zn41 + COT (z,,...,2) = 0 

z, +C™ (z,,...,%) = 90, 
wobei z,+ C% (z,,..., z,) (x= k+1,...,”) jeweils in U (P*) regular und 
dort Linearfaktor von w,(z,; 2%, ...,z,) ist. (Alle Punkte von M, in U (P*) 


sind gewohnliche Punkte.) Nach Hilfssatz 1 folgt die Behauptung. 

Zu c): Nach Folgerung 2 zu Satz 2 stimmt Mg, in einem ausgezeichneten 
Polyzylinder 0 ( P,) mit einer der Komponenten QW’, der Einbettungsmenge M’ 
beziiglich U (P») iiberein (man beachte, daB alle m, wegen Zusatz I. 4. zu 
Satz 1 identisch verschwinden). Jedes M, ist irreduzibel in U(P,). 


Ferner ist jedes I, rein k-dimensional in U(P,). Zunichst hat M) in allen 
Punkten (z,, . . ., z,) € Mz") wegen Hilfssatz 1 die Dimension k, da dort eine 
Darstellung durch Gleichungen vom Typus 


Zear + Bris (%,---,%) = 9 

z, +B, (%,..-.,%)=90 
gilt. Andererseits wird QM’ und daher auch 9M, von jeder Ebene 
2 = 24,52, = z mit {2} — 2f”|<e,(j = 1,..., &) héchstens punkthaft ge- 


schnitten, also ist M’, in allen ihren Punkten héchstens k-dimensional. Jeder 
nicht auf M7 liegende Punkt P von M’, ist Hiufungspunkt von Punkten aus M¥. 
Wegen a) ist daher 2, auch in jedem solchen Punkte P k-dimensional. 


Zu d): Zuniichst ist k>k,;(i = 1,...,q), denn jede (nm — k)-dimensionale 
analytische Ebene z, = z{”,..., z,= 2” schneidet Mgr U'(P,) und mithin 


auch IM, héchstens in isolierten Punkten. Nach b) gibt es ferner in U'(P,) 
gewohnliche Punkte auf M,, in denen M, k-dimensional ist. In deren Nach- 
barschaft wird M, jeweils durch Gleichungen vom Typus 


z, + C™ (z,...,2,) = 0 (x=k+1,...,2) 


dargestellt. Da Mg, in jedem gewdhnlichen Punkte irreduzibel ist, so gibt 
es zu jedem gewohnlichen Punkte P*¢M,7\ U'(P,) eine Umgebung U(P*), 
so daB M,r\ U(P*) jeweils in einer einzigen der M, enthalten ist, woraus 
sogar folgt: 

MenU (P*) =M, AU (P*). 


Demnach ist die Dimension von M, in P* gleich der Dimension einer der 


12c) INF ist die in Satz 2 beschriebene, PW, zugeordnete Menge. 
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M, in P*. Da die M, nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, hat ein M,, 
etwa M,, folgende Eigenschaft: Es gibt auf M, eine Folge von Punkten P} 


j 
mit dem Haufungspunkt P,, derart, daB die Dimension von M, in P} stets 


7 
gleich k ist. Nach a) folgt daraus k, >k. Aus k>k, fir alle i und k,>k folgt 
dann wie behauptet: k = Max (k,, . . ., k,). — Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Es ergibt sich nun leicht die Umkehrung der Bemerkung zu Zusatz II, 
da8 namlich eine im Gebiete G durch eine Gleichung f(z, . . ., z,) = 0 (wobei 
f eine in G regulare, dort nicht identisch verschwindende Funktion ist) gege- 
bene nicht leere analytische Menge Mg rein (n — 1)-dimensional ist. 

Denn Mg ist in der Nachbarschaft jedes ihrer Punkte P, (eventuell nach 
einer geeigneten linearen Koordinatentransformation) die Nullstellenmenge 
eines ausgezeichneten Pseudopolynoms @ (z,; z,,..-,2,—1). In beliebiger Nahe 
von P, gibt es Punkte Q, in deren Umgebung MN, durch eine Gleichung 


Z,+ C (%,..-)%-3)= 0 


gegeben wird, deren linke Seite ein Linearfaktor von w ist. In jedem solchen 
Punkte Q ist Mg nach Hilfssatz 1 (n — 1)-dimensional. Nach Satz 3a ist 
daher M, in Py mindestens (n — 1)-dimensional. Andererseits ist M, in P, 
héchstens (m — 1)-dimensional, da die 1-dimensionale analytische Ebene 


(0) (0) 
ym Zip oo oy Sug = My} 
mM 


M, in der Nahe von P, nur in P, schneidet. 

Wir kénnen nun beweisen 

Satz 4: Die Dimension einer analytischen Menge M ist in jedem Punkt 
P,€ M invariant gegeniiber in P, reguliren eineindeutigen Transformationen. 

Sei zunichst P, ein gewéhnlicher Punkt von M. Es gibt dann ein Ko- 
ordinatensystem, in dem IM sich in einer geeigneten Umgebung U (P,) als 
Stiick einer analytischen Ebene — etwa der Dimension k — darstellt!®*). In 
diesem Koordinatensystem gilt also: dim p, (M) =. Geht man durch eine 


in P, regulire Transformation zu neuen Koordinaten z,, .. ., z, tiber, so wird 
M in ihnen in einer Umgebung V(P,)¢U (P,) durch ein Gleichungssystem 
Puri (4>--->%,) =O 
GP, (%,--->%)=90 


beschrieben. Dieses Gleichungssystem hat den Rang n — k, es iaBt sich daher 
in Py nach n — k geeigneten Variablen auflésen. Hat P, die Koordinaten 
2”, ..., 2, so diirfen wir also annehmen (evtl. ist eine Umnumerierung der 
Koordinaten vorzunehmen, die jedoch die Dimension von M in P, invariant 


laBt), daB M in V(P,) durch Gleichungen der Gestalt 


Zea1 + Cain (Q,---»%) = 0 


z, +C, (%,.-.-,%)=0 
2d) Es sei l= k < n; die Falle k= 0 und k = n sind klar. 











286 


REINHOLD REMMERT und Karv STEIN: 
mit in (z(”, . . ., 2{”) reguliren Funktionen C, (z,, . . -»%,) gegeben wird. Aus 
Hilfssatz 1 folgt jetzt, daB M in P, auch beziiglich der z,, . . ., z,, k-dimensional 
ist. 

Sei nun P, ein nicht gewéhnlicher Punkt von M, seien k bzw. k’ die Di- 
mensionen von I beziiglich der Koordinaten z,,...,z,, bzw. zi, ..., Z,, die 
durch eine in U*(P,) regulaire Transformation miteinander zusammenhingen. 
Es geniigt, k< k’ nachzuweisen, da k und k’ nicht voreinander ausgezeichnet 
sind. 

Nach Satz 3 b) gibt es in U*(P,) eine gegen P, konvergierende Folge 
gewohnlicher Punkte Q, von IM, in denen M beziiglich der z,,...,z,, die 
Dimension k hat. Nach dem ersten Teil des Beweises hat dann IM in den 
Punkten Q, auch beziiglich der zj,...,z, die Dimension k. Nach Satz 3 a) 
muB8 dann die Dimension k’ von M in P, beziiglich der z;,...,z, gréBer 
oder gleich k sein, w. z. b. w. 

Durch Satz 4 ist insbesondere klar, daB die oben gegebene Definition der 
Dimension auch fiir analytische Mengen in komplexen Mannigfaltigkeiten 
benutzt werden kann. 

Mit Riicksicht auf eine spitere Anwendung beweisen wir noch 

Hilfssatz 2: Die analytische Menge M sei in einer Umgebung des Punktes 
P,€M rein k-dimensional (l= k<n). Dann gibt es eine Umgebung U(P,) 
und eine in U(P,) analytische Menge M*, die in Mr\ U( Po) enthalten ist und in 
P, héchstens die Dimension k— 1 hat, derart, daB alle nicht gewéhnlichen 
Punkte von M-\ U(P,) zu M* gehdren. 

Beweis: Nach einer geeigneten linearen Koordinatentransformation kann M 
in einer Umgebung U (P,) auf Grund von Satz 1 nebst Zusitzen eingebettet 
werden in eine analytische Menge MM’, die in einer Umgebung U (P,) als 


Nullstellenmenge von Pseudopolynomen ,(z,;2,,---,2,) («= k+1,...,m) 
darstellbar ist. Aus Satz 1, Zusatz II, 7. folgt, daB ein Punkt P*(zf, ..., 2%) 
von M aus U (P,) héchstens dann ein nicht gewdhnlicher Punkt von M ist, 
wenn das k-Tupel (z}, . .., z{) der Vereinigung der Diskriminantenflichen der 
Pseudopolynome w, (z,; 2, ..-, 2,) im Raum C* der Veriinderlichen z,, . . ., z, 
angehért. Es bezeichne D (z,,...,2,) das Produkt der Diskriminanten der 
w,. Es ist D (z,,...,2,) = 0, da die m, in P, keine mehrfachen Faktoren be- 


sitzen. Es liegt nun jeder nicht gewéhnliche Punkt P* von M aus U (P,) 
in der in U(P,) analytischen Menge M*= MM, wobei M definiert wird 
durch 


@, (2,35%,---,%)=O0 (n= k+1,...,n) 
D (%,..-5%) = 9. 
Gilt D(z, .. ., 2) +0, so ist dim p,(M*) = — 1. Im anderen Falle ergibt 


sich aus Satz 1, Zusatz I, 4., daB M* in P, héchstens (k — 1)-dimensional ist. 


2. Globale Eigenschaften analytischer Mengen. — Zum Studium der glo- 
balen Eigenschaften analytischer Mengen ist es zweckmiaBig, jeder analyti- 
schen Menge Mg, einen topologischen Raum mg wie folgt zuzuordnen :!%) 


13) Vgl. hierzu die in ®) zitierte Arbeit von H. Cartan, Appendice II. 
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Man betrachte Paare (P,Dp), wo P ein beliebiger Punkt von M, und Pp 
eine der in P analytischen, irreduziblen Mengen ist, die in einer lokalen Zer- 
legung in irreduzible Komponenten von MW, in P auftreten. 

Zwei Paare (P,Pp) und (Q, Qo) seien aquivalent, wenn P= Q und wenn 
Pp und Og Repriisentanten desselben analytischen Keimes in P (der sogar 
ein analytischer Primkeim ist) sind. Dadurch wird eine Klasseneinteilung in 
der Menge der Paare (P, Bp) gegeben. 

Eine Klasse « kann durch 

= (P, Pp) 
symbolisiert werden, da sie durch den Punkt P und den analytischen Prim- 
keim pp eindeutig bestimmt ist. 

Die Menge aller Klassen bildet den Raum mg; die Klassen sind die Punkte 
dieses Raumes. 

Ist « = (P, pp), so heiBt P der Trager von «. 

Durch y(a) = P wird die natiirliche Abbildung von mg auf Mg gegeben. 
Die Topologisierung von mg erfolgt so, daB p eine stetige Abbildung wird. 
Eine Menge nC mg heiBt offen, wenn es zu jedem a = (P, pp)€n eine Um- 
gebung U(P) und einen in U(P) analytischen Reprisentanten Jp von pp 
gibt, so daB alle 8 = (Q, pg) € mg, deren Trager Q in U(P) Bp liegen, zu n 
gehoren. 

Diese Definition garantiert iiber die Stetigkeit von g in allen Punkten 
a € mg hinaus, daB in der Nachbarschaft eines jeden Punktes «, dessen Trager P 
ein gewohnlicher Punkt von Mg ist, m eine topologische Abbildung ist. 

Im Raum mg ist sogar, da MW, im C liegt, auf natiirliche Weise eine kom- 
plexe Struktur gegeben. Es la8t sich zeigen, was hier im einzelnen nicht aus- 
gefiihrt werden soll, daB jede Komponente von mg (= maximale zusammen- 
hangende Teilmenge von mg) mit dieser komplexen Struktur ein RrIEMANNsches 
Gebiet**) ist. 

Von H. CarTan wurde bewiesen: 

Ist Mg eine analytische Menge in G und mg der Mg zugeordnete topologische 
Raum, so wird durch die Abbildung gy jede Komponente von mg auf eine in G 
irreduzible analytische Menge Gq abgebildet. Hine analytische Menge Mg ist 
genau dann irreduzibel in G, wenn der Mg zugeordnete topologische Raum mg 
zusammenhingend ist. Eine analytische Menge Mg ist eindeutig darstellbar als 
endliche oder abzihlbar unendliche, unverkiirzbare Vereinigung von in G irredu- 
ziblen, analytischen Mengen. 

Hieraus folgt: 

Satz 5: Ist Mg eine irreduzible analytische Menge im Gebiete G, 80 ist Mg 
reindimensional in G. 

Beweis: Sei mg der zu M, gehérende, wie oben erklirte topologische Raum. 
Wir betrachten in mg die Funktion 

f (a) = dim 


(a 


» (Me). 


4) Vgi. die in 1*) zitierte Arbeit von H. Bennxe u. K. Srern. 
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Aus Satz 3. c) folgt, daB die Dimension einer lokal irreduziblen analytischen 
Menge lokal-konstant ist. Daher ist f («) lokal-konstant. Da nach dem Satz 
von CARTAN Mg zusammenhiingend ist, ist f(a) auf mg iiberhaupt konstant. 
Es ergibt sich jetzt unmittelbar 


Saiz 6: Eine im Gebiete G analytische Menge Mg, laBt sich stets darstellen 
in der Gestalt 


Me 


om? - n 
aihg wes =ttG> 


wo jewels MG (k= 0,1,...,) eine entweder leere oder in G rein k-dimen- 
sionale analytische Menge ist. 

Beweis: Ist 3°’ Mg eine Zerlegung von Mz, in irreduzible analytische 
Mengen, so sei 2 4 die Vereinigung aller k-dimensionalen Komponenten dieser 
Zerlegung. Diese Vereinigung bildet offenbar eine analytische Menge in G, 
die, falls sie nicht leer ist, wegen Satz 3 rein k-dimensional ist. 

Zur Vorbereitung des folgenden benétigen wir noch einige weitere Siatze. 

Satz 7: Sei B ein beschriinkter Bereich®) im C"; ferner © eine d-dimensio- 
nale analytische Ebene (0 <d <n — 1) und € = Br © der in B gelegene Teil von 
€*. (Es ist zugelassen, dap € leer ist.) In B — € sei eine analytische Menge M 
gegeben. Ist dann M nicht rein nulldimensional, so besitzt M Punkte in beliebiger 
Néhe des Randes von B. 

Es geniigt, zum Beweise d = n — 1 anzunehmen; denn ist d < n — 1, so 
wihlen wir eine analytische Hyperebene €"*~', welche €* umfaBt, und be- 
trachten M in B— (Br G"—*')*). Wir wenden vollstindige Induktion 
nach 7 an. 

Die Behauptung ist richtig fiir » = 1, da in diesem Falle M sicher ein 
volles Komponentengebiet des Bereiches B € ganz umfaBt. 

Angenommen, der Satz sei im Raum von n — 1 komplexen Veranderlichen 
allgemein bewiesen. 

Die im C" mit B zugleich vorgegebene Ausnahmehyperebene €"~' darf 
als die analytische Hyperebene z,= 0 vorausgesetzt werden. Die analytische 
Menge M ist in B — € abgeschlossen. Gleiches trifft zu fiir diejenige analyti- 
sche Teilmenge M von M, die aus allen denjenigen Punkten von M besteht, 
in denen IM von gréBerer als nullter Dimension ist. (Die Punkte von M, in 
denen QM 0-dimensional ist, sind nach Definition der Dimension isolierte 
Punkte von M.) 


Wir betrachten auf M die Funktion f (ay, --+5%) mma; f ist auf M be- 
schrankt. Sei M = Max} f(z,,...,z,), wo (%4,...,; z,) alle Punkte von M 
durchlaufe. 


4) Als Bereich wird eine offene, nicht notwendig zusammenhangende Punktmenge 
bezeichnet. 


15a) &" 1 ist ferner so zu wahlen, daB nicht alle Punkte, in denen I von gréBerer 
als nullter Dimension ist, auf €*~ liegen. 
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Wire nun unsere Behauptung falsch, so miiBte M von |f (z,, . . ., z,,)| not- 
wendig in einem inneren Punkte von B — € auf M angenommen werden; es 


. ( P . - a 
sei P,(z{”, . . ., 2) ein solcher Punkt mit M - 2! > 0. Wir bringen M 
mit der analytischen Hyperebene 


zum Schnitt. Es sind zwei Fille méglich. 

Entweder ist I, = M-\€$~' nicht rein nulldimensional. Fassen wir dann 
M, als analytische Menge im (n — 1)-dimensionalen Bereich B* = B\ €}~* des 
Raumes der (auf €}~ ' laufenden) (n — 1) komplexen Veriinderlichen z,, . . . , z, 
auf, so ist auch dort M, nicht rein nulldimensional und auf IM, und B* anstelle 
von M und B treffen die Voraussetzungen unseres Satzes zu (eine Ausnahme- 
menge € ist nicht vorhanden). Auf Grund der Induktionsvoraussetzung liegen 
daher Punkte von M, in beliebiger Nahe des Randes von B*, also auch Punkte 
von M in beliebiger Nahe des Randes von B. Oder M,= MG} ~° ist rein 
nulldimensional. Dann besteht 2, in einer Umgebung von P, nur aus dem 
einen Punkte P,, und M hat in P, die Dimension 1. Es gibt in einer geeigneten 


s 
+ 


in B — € enthaltenen Umgebung 


>|*n 


y ‘ o = ~(0) 
U(P,): {14-2 |< & Zn 


7 e,} 
eine M@\ U (Py) umfassende analytische Menge M’, die durch Gleichungen 
Wo(Z2; 2) = 0,..., @, (2,3 4) = 0 


dargestellt wird mit den in Satz 1 nebst Zusatz I angegebenen Eigenschaften. 
Dabei kann U (P,) so klein gewahlt werden, daB die Diskriminanten der aus- 
gezeichneten Pseudopolynome ,(z,;2,) héchstens im Punkte z,= 2{” des 
Kreises |z,— z(”|<.e, der z,-Ebene verschwinden. Zu jedem z¥+ z\” aus 
z,— z {|< e, gehort daher wenigstensein Punkt P*(z¥, 2%, .. ., z¥) aus U(P,), 
der zugleich auf I und M’ liegt und in dessen Nachbarschaft M und IM’ 
iibereinstimmen. I’ hat in P* sicher die Dimension 1, also auch M; P* liegt 


1 


mithin sogar auf M. zf kann insbesondere so gewihlt werden, daB |z}\ > 
-|2!”| ist. Dann aber besitzt f (z,,...,z,) = 2, in P* einen gréBeren Ab- 
so!utbetrag als in Py, womit ein Widerspruch hergestellt ist. 
Damit ist Satz 7 bewiesen. 


Satz 8: Mg sei eine rein k-dimensionale analytische Menge im Gebiete G. 
A sei eine auf Meg dicht liegende Punktmenge. $ sei eine analytische Hyper- 
ebene, die keinen Punkt von A enthdlt. Dann ist Mg\H eine entweder leere 
oder rein (k — 1)-dimensionale analytische Menge in G.'5») 

Beweis: *M = MeOH ist sicher eine in G analytische Menge. Ist *M 
nicht leer, so sei P, ein beliebiger Punkt von *2M. 


15b) Satz 8 bleibt richtig, wenn & durch eine Punktmenge, die auf jeder irreduziblen 
Komponente von Ig wenigstens einen Punkt besitzt, und § durch eine in G rein (n — 1)- 


dimensionale analytische Menge ersetzt werden. Fiir das folgende geniigt die obige 
Aussage. 
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1. *2N ist in P, mindestens (k — 1)-dimensional. 
Ware dim p, (*®M) = 1<k—1, so giibe es eine (n — /)-dimensionale ana- 

lytische Ebene €"*~‘durch P,, die *M in einer Umgebung V(P,) nur in P, 

selbst schneidet. Dann wire aber €’= €"~'/\ § eine analytische Ebene der 

Dimension n -- 1 — 1 oder n — 1, die Mg in V(P,) nur im Punkte P, schneidet. 
Also wire dimp, (M,) < 1 + 1 < k im Widerspruch zu dimp, (Mg) = &. 

2. *M ist in P, héchstens (k — 1)-dimensional. Ware dimp, (*M) > k — 1, 
so miiBte wegen *IN CMe und dimp, (M) = k gelten: dimp, (Mg) = k. 

Sei €"—* eine (n — k)-dimensionale analytische Ebene durch P,, die Mg, 
also auch *2R, in der Nachbarschaft von P, nur in P, schneidet; es darf an- 
genommen werden, daB €"—* die Ebene {z, = 2\”, . . -»%= 2} ist. Mg und 
M* lassen sich dann jeweils in einer Umgebung U (P,) bzw. U*(P,) ein- 
betten in analytische Mengen IM’ bzw. *2M’, so daB fiir Mg, M’ in VU (P,) bzw. 
fiir *N, *M’ in U*(P,) die Aussagen des Satzes 1 nebst Zusatz I erfiillt sind, 
fiir Mz, M’ in U (P,) dariiber hinaus noch die Aussagen von Zusatz II. Wie 
oben seiS bzw. G* im Raume C* der Variablen z,, . . ., z, die Vereinigung der 
Diskriminantenflichen der zu M’ bzw. *M’ gehérigen Pseudopolynome 
@, (2,3 Z,--+>2,) baw. *w, (z,; 2, -.-, 2). Sei nun P,(z{”, ..., 29?) ein Punkt 
von *M in U(P,)\U*(P,), der nicht tber G.WUB* liegt und in dessen 
Nachbarschaft *9 und *M’ iibereinstimmen; ein solcher Punkt P, existiert 
auf Grund von Zusatz I, 5. zu Satz 1. Dann lassen sich M’ und *2’ in einer 
in U(P,) 7 U*(P,) enthaltenen Umgebung U(P,) darstellen durch Linear- 
faktoren der w, bzw. der *w, in der Gestalt 





(Zp42 — 20.1) + APT” (,,...,%) = 0 
(1) M’: 4 - 
(z, —2) +4 (2,...,%) =0 
bzw. 
(Zp41 — 2f). 1) + Bet) (z,,..-,%) = 0 
(2) “my: { : 
_ (n) pe 
(z, Zz, ) + By (%,---,%) =90 
mit Af” (22, oo, Be) = BY (2, .. ., 2) = O(x=k+1,...,). Auf Grund 


von Zusatz II, 7. zu Satz 1 gibt es eine in U (P,) enthaltene Umgebung U (P,), 
so daB 
Men U (Py) = M nU (P,). 


Ebenso existiert auf Grund der Wahl von P, eine in U(P,) enthaltene Um- 
gebung U*(P,), so daB 


*Mr\ U*(P,) = *M’ A U*(P,). 
In U(P,)7\ U*(P,) wird daher Mg genau durch (1) und *2M genau durch (2) 


gegeben. Da M*CM,, muB notwendig Bf” (z,,...,z,) = AP (z, ..., %) 
(x = k+1,...,) in ever Nachbarschaft von (2, sity -» ar) gelten; M, und 


*M stimmen also in einer vollen Umgebung von P, miteinander iiberein. Dem 
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widerspricht aber, daB P, Haufungspunkt der auf Mg dichtliegenden Punkt- 
menge 2 ist, die ihrerseits keinen Punkt mit *9 gemeinsam hat. — Satz 8 ist 
bewiesen. 

Satz 9: Sei B ein Bereich im C", der den Koordinatenanfang O enthilt, 
und €* der in B gelegene Teil der analytischen Ebene {z,,,= +++ = z,= 0}. In 
B— € sei eine rein k-dimensionale analytische Menge M* gegeben. Dann gibt 
es eine (n — k)-dimensionale analytische Ebene €"-* durch O, die €* und M* 
jeweils héchstens in isolierten Punkten schneidet. 

Beweis: Wir wenden vollstandige Induktion nach k an. Fiir k = 0 und be- 
liebiges n ist die Behauptung trivial: es ist €*-* = C* zu setzen. 

Die Behauptung sei fiir beliebiges » und alle k’ mit k’< k < n richtig. 
Wir wihlen auf M* eine dort dicht liegende Punktfolge Q,(v = 1, 2,...); 
ferner auf G* einen Punkt Q>, der von 0 verschieden ist. Es gibt dann nach 
dem weiter unten bewiesenen Hilfssatz 3 eine analytische Hyperebene §"~! 
durch O, die kein Q, (v= 0,1, 2,...) enthalt. Ohne Einschrinkung der All- 
gemeinheit darf §"~' als die Hyperebene z, = 0 angenommen werden; ndétigen- 
falls ist eine passende lineare Koordinatentransformation auszufiihren. Der 
Durchschnitt $"-! ~\M* ist entweder leer oder nach Satz 7 rein (k— 1)-dimen- 
sional. Ist §*-'“\M* leer, so ist die analytische Ebene {z,= 0, ..., z,.= 0} 
eine gesuchte analytische Ebene €"-*. Ist aber 9*-!M* niclit leer, so be- 
trachten wir ‘MN = H"*~'\M* als Punktmenge des Bereiches B’= H"-'\B 
des Raumes ’C*~! der (n — 1)-komplexen Veriinderlichen zj = Za, . . ., 2,1 = Z,,- 
M’ ist in B’ eine analytische Menge und offenbar rein (k — 1)-dimensional. 
Fir B’,‘€*-! = €-\ H*" und ‘M*-!=M anstatt von B, & und M* sind jetzt 
die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Es gibt also nach Induktionsvoraus- 


setzung durch (zj, .. ., Z,_1) = (0,..., 0) im ‘C"~! eine analytische Ebene *€ 
der Dimension (n — 1) — (k—1)=n—k, die ‘M*-' und die analytische 
Ebene {z,=--- = z,_,= 0} nur in isolierten Punkten schneidet. Wird *€ 
als Punktmenge im Raume der 2,, .. ., z,, betrachtet, so ist €* eine gesuchte 


analytische Ebene €"~*. 

Hilfssatz 3: Ist UA eine héchstens abzihlbare Punktmenge des C", so gibt es 
durch jeden Punkt P¢U eine analytische Hyperebene, die keinen Punkt von A 
enthilt. 

Beweis: Wir fassen 2 als Punktmenge im komplex-projektiven Raum Co 
auf. Nach dem Dualitatsprinzip geniigt es, folgendes zu zeigen: 

Ist 2’ = {"~"} eine héchstens abzihlbare Menge von analytischen Hyper- 
ebenen des €", so gibt es auf jeder Hyperebene §"~! ¢ 2’ einen Punkt, der auf 
keiner der Hyperebenen 97 ~* liegt. 

Wir wenden vollstaéndige Induktion nach n an. Fiir n = list die Behaup- 
tung trivial. Sie sei fiir » — 1 bewiesen. Die Hyperebene 9"~! ist ein (n — 1)- 
dimensionaler komplex-projektiver Raum C"-1, der von den Hyperebenen der 
Menge 2’ in einer héchstens abzaihlbaren Menge % von (mn — 2)-dimensionalen 
analytischen Ebenen 9"~* geschnitten wird. Diese Schnittebenen sind ihrer- 


seits analytische Hyperebenen im C"~'. Sei §"~* eine nicht zu 2’ gehdrende 
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analytische Hyperebene des C"~'. Auf %, H"-2 im C"-! trifft dann die In- 
duktionsvoraussetzung zu, es gibt also einen Punkt auf §"~*, der auf keiner 
der Ebenen 9§"~* liegt. Dieser Punkt gehért dann im ©" keiner der Hyper- 
ebenen 97 * an. 

Satz 10: Mg sei eine analytische Menge im Gebiete G; Fg sei eine irreduzible 
Komponente von M,. Dann bilden die auf Fq liegenden gewéhnlichen Punkts 
von Mg eine zusammenhingende Menge. 

Es ist zweckmaBig, dem Beweise zwei allgemeine Aussagen iiber topologi- 
sche Riume vorauszustellen: 

a) Ist A eine offene, dichte und zusammenhiingende Menge in einem topo- 
logischen Raum R, so ist auch jede A umfassende MbngeB von R zusammen- 
héingend. 

b) Ist A eine offene, dichte Menge in einem zusammenhiingenden topologi- 
schen Raum R und gibt es zu jedem nicht zu A gehirenden Punkt P eine Um- 
gebung U(P), so daB die Menge U(P) \%A zusammenhingend ist, so ist A selbst 
zusammenhingend. 

Zum Beweise von a) gehe man indirekt vor. Aus einer Zerlegung 

S=MUM, 
mit nichtleeren, disjunkten, in S offenen Mengen M%,, M, gewinnt man wegen 
B 2A die Zerlegung 
A = (AVM) (AAM,). 
Die Mengen 2% /\ M; (i = 1, 2,) sind offen (denn M, ist in G, also auch in der 
offenen Menge 2 offen), nichtleer (denn eine in einem topologischen Raum 
RN dichte Menge % besitzt in jeder offenen Menge Punkte) und punktfremd. 
Also wire 2 nicht zusammenhangend im Widerspruch zur Voraussetzung. 
a) ist bewiesen. 
Zum Beweise von b) gehe man analog von einer Zerlegung 


(1) A= M UM, 
mit nichtleeren, disjunkten, in 2 offenen Mengen IM, , M, aus. 

Da 2% in RN dicht liegt, so folgt 

R= MM,z. 

Da RX zusammenhingend ist, muB es einen Punkt P geben, der in der Menge 
M, \M, liegt. Lage P in A, etwa in M,, so gabe es ein V(P)OM,. Da PEM,, 
gabe es in V(P) ein Q€M,. Dann ist aber QCM, \ M, ein Widerspruch zur 
Disjunktheit von M, und M,. Da mithin P ¢2, so gibt es ein U(P), so dab 
U (P)\& zusammenhingend ist. Aus (1) folgt aber 


U(P)AA = (U(P)/AM)vU(U (P)nMN,); 
dabei sind die Mengen U (P)7\M;(i = 1, 2) offen in U(P), nichtleer (wegen 
PEM, \M,) und disjunkt. Da dies ein Widerspruch ist, ist b) bewiesen. 
Zum Beweise von Satz 10 kniipfen wir an Folgerung 2 zu Satz 2 an. Dort 
wurde insbesondere gezeigt, daB man jeder in einem Punkt P irreduziblen 
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analytischen Menge Bp eine Umgebung U (P) zuordnen kann, derart, daB 
Bp U(P) die abgeschlossene Hiille einer zusammenhiangenden Menge Bp 
ist, die nur gewéhnliche Punkte von Bp U(P) enthalt. Aus a) folgt dann 
(man setze A = PE, R=Ppr\ U(P)), daB auch die Menge der gewdhnlichen 
Punkte Bp von Bp U(P) zusammenhingend ist. 

Nunmehr betrachten wir den Mg zugeordneten topologischen Raum mg. 
Der irreduziblen Komponente ¥g von M, entspricht eine (zusammenhingende) 
Komponente fg von mg. In mg fassen wir die Menge n aller derjenigen Punkte 
«= (P,pp) ins Auge, deren Traiger P gewoéhnliche Punkte von M, sind. 
n ist eine offene Menge. Das ergibt sich einfach daraus, daB die Menge ¢ (n) 
der gewOhnlichen Punkte von Mg offen ist und @ eine topologische Abbildung 
von nauf g(n) ist. Die Menge n liegt ferner dicht in mg. Ist nimlich « = (P, pp) 
ein beliebiger Punkt von mg, so sei Pp ein analytischer Reprisentant von pp, 
der nur Punkte von Mg, enthalt. Auf Pp gibt es eine gegen P konvergierende 
Folge P, gewohnlicher Punkte von Mg. Dann ist «,= (P,, Pp), wo der Prim- 
keim pp, von > in P, erzeugt wird, eine gegen « konvergierende Punktfolge 
aus n. Wir bilden nun die Menge n*= ne\fg. n* ist offen und dicht in fg. 
Ist « = (P, pp) ein nicht zu n* gehérender Punkt von fg, so gibt es nach dem 
bereits bewiesenen in einer geeigneten Umgebung U (P) einen in §, enthaltenen 
analytischen Reprisentanten Jp von pp, derart, daB die gew6hnlichen Punkte 
Dp von Jp U(P) zusammenhiangend sind. Die Menge g™! (Bp) besteht aus 
denjenigen Punkten der durch U (P) und Bp bestimmten Umgebung U («) ¢ fg, 
die in n* liegen. Da auf Dp eine topologische Abbildung und Dp zusammen- 
hangend ist, gibt es also zu jedem Punkt «¢n* eine Umgebung U (a), derart, 
daB U(a)-\n* zusammenhingend ist. Nach b) (man setze 2 = n*, NR = fg) 
ist daher n* selbst zusammenhingend. Dann ist aber auch die Menge 9 (n*) 
der gewohnlichen Punkte von Mg in Fg zusammenhangend, da @ eine topo- 
logische Abbildung von n* auf ¢(n*) ist. 

Korollar: Die gewéhnlichen Punkte einer im Gebiete G irreduziblen analyti- 
schen Menge Mg bilden eine zusammenhingende Menge. 

3. Fortsetzungen und wesentliche Singularititen analytischer Mengen. — 
Unter einer Fortsetzung einer im Gebiete G analytischen Menge Mg auf ein 


Gebiet G 2 G wird eine in G analytische Menge Mg verstanden, fiir die gilt 
Me F G = Me. 


Ist eine Fortsetzung der analytischen Menge Mg auf G iiberhaupt médglich, 
so existiert auch eine kleinste Fortsetzung, nimlich der Durchschnitt aller 
Fortsetzungen’*). 

Ist P ein Randpunkt von G, so heiBt P reguléirer Punkt in bezug auf Mz, 
wenn es eine Umgebung U (P) und eine Fortsetzung von M, auf das Gebiet 
GUU(P) gibt. Andernfalls hei&t P ein wesentlicher singulirer Randpunkt 


15¢) DaB der Durchschnitt analytischer Mengen wieder eine analytische Menge ist, folgt 
aus den Satzen des Abschnittes 1. Die obige Aussage wird im folgenden nicht bendtigt. 
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von M,. Ein Randpunkt von G, der singulirer Randpunkt von Mg ist, ist 
stets Hiiufungspunkt von Punkten von M,. 

Zuniichst beweisen wir: 

Saiz 11: Sei G ein Gebiet im C" und € (1 < k < n) der in G gelegene Teil 
einer k-dimensionalen analyltischen Ebene. M* sei eine in G — E rein k-dimen- 
sionale analytische Menge. Zu jedem Punkte P von € existiere eine Umgebung 
V(P) und eine in V(P) héchstens k-dimensionale analytische Menge My,p, 
derart, dap gilt: My,p,2M*-\ V(P). Dann ist die abgeschlossene Hiille M* von 
M* in G eine Fortsetzung (offenbar die kleinste) von M* auf G, und M* ist in G 
rein k-dimensional. 

Beweis: Ist M* ~ E leer, so ist nichts zu beweisen. Sei also M* ~\ E nicht 
leer; sei P, (2, cage 26) ein Punkt von M7 E. Die in V(P,) vorliegende 
analytische Menge My,p,) ist in P, héchstens k-dimensional. Andererseits ist 
P, Haufungspunkt von Punkten auf M*, in denen My,p, (als M* dort um- 
fassende analytische Menge) genau die Dimension k hat. Nach Satz 3 a) ist 
daher My,p,) in P, k-dimensional, und gleiches gilt fiir die in V (P,) analytische 
Menge *&M = (EF V(P,)) UMyp,. Sei €"-* eine analytische Ebene der 
Dimension n — k durch P,, die *M innerhalb einer Umgebung von P, nur in 
P, schneidet. Ohne Einschrinkung darf €* als ein Stiick der Ebene {z,,, 
= 2) 1,2. +, Z_= 2} und €*—*als die Ebene {z, = z(”, . . ., z,= 2{”} voraus- 
gesetzt werden (nétigenfalls ist eine lineare Koordinatentransformation vor- 
zunehmen). Dann lat sich *2N innerhalb einer in V(P,) enthaltenen Poly- 
zylinderumgebung U (P,) einbetten in eine durch Pseudopolynomgleichungen 


Wy oa (2415 A> lite +» 2) = 0 

@, (2,3; %,.--,%)=0 
bestimmte analytische Menge *22’ mit den in Satz 1 nebst Zusatz I ange- 
gebenen Eigenschaften. Jedes w,(z,;z,,...,2,) besitzt (z,— 2) als Faktor, 
da € in *M, also auch in *IM’ enthalten ist. 

Sei nun P, (4, as ., 2) ein Punkt von M*in U(P,) — €, der nicht iiber 
der Vereinigung S der Diskriminantenflachen der w, (z,; z,, . . ., Z,) im Raume 
C* der Verinderlichen z,, . . ., z, liegt. Ein solcher Punkt P, existiert, denn ist 
P’(z,,..+,%,) irgendein Punkt von M* in U (P,) — &, so gibt es zu jedem 
k-Tupel (Z, ,..., Z,) inder Nahe von (z},...,2z;) Punkte Pz, ea os eee 


von M* in der Nahe von P’, wie sich durch Anwendung von Satz 1 nebst 
Zusitzen auf M* im Punkte P’ ergibt. Seien 


1 1 ) 
PL? of”, ..., 8", of, p=l,...,™m 


die simtlichen Punkte von M in U (P,) — €*, deren erste k Koordinaten mit 
denen von P, iibereinstimmen. In jeweils einer Umgebung von P\”’ laBt sich 


*M’ darstellen durch Gleichungen 


2 ~{9) (k + 1) f 
(2441 — 241) + B, (2, --+,%) =O 


(1) 


7 (0) , Rm . 
(%, -2) + B (2 ,---,%) = 90, 
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wo die linken Seiten der Gleichungen (1) Linearfaktoren der w, (z,; z,, ..., Z,) 
sind. Durch (1) wird dann auch M* in einer Nachbarschaft von P‘” darge- 
stellt. Die n — k Funktionen Bo (z,.--,%) (n= k+1,...,m) sind jeweils 
innerhalb Z*—@% uneingeschrinkt regular fortsetzbar. (Dabei ist. Z* wie in 
Satz 1 der Polyzylinder {|z,— 2{|<«,,...,|2,— {|< e,} im Raume der 
Verinderlichen z,, . . ., z,). Werden die BY (x =k+1,...,m) gleichzeitig in 
Z* —& fortgesetzt, so werden durch (1) stets nur solche Punkte erfaBt, die 
nicht auf € liegen. Wiirde sich nimlich ein Punkt P(z,, . . ., z,) ¢ €* ergeben, 
so miBte gelten: 


- _ a - 
C7 iid oe ee io a 


Dies wiirde bedeuten, daB die fortgesetzten Funktionen Bi tw, , ++ 09%) Ge 
gemeinsame Nullstelle (z,,...,Z,) haben. Nun verschwinden sicher nicht alle 
B (z,,...,%) identisch, da dann-der Punkt P{ auf € liegen miiBte. Sei 
etwa B(z,,...,%)#0. Da die fortgesetzten Funktionen (z,— 2) + 
+ Be (s, , .++,%,) ebenfalls Linearfaktoren der Pseudopolynome w, sind, 


hatte dann w,(z,;2,,...,Z,) die Doppelwurzel z, = 2”, denn w,, enthilt die 


“n 
(0) 
n 


und ((z,— 20”) + B” (z,,..-+,%)). Also miiBte (z,,...,2,) auf GB liegen im 
Widerspruch zur Voraussetzung. 

Bezeichnet N die Gesamtheit der Punkte (z,,...,z,) in U (P,) — €, fiir 
die (z,,...,2,) zu gehGrt, so werden also durch (1) bei gleichzeitiger Fort- 
setzung der BY” (z,,..., 2) («= k+1,..., ) in Z*—Bstets Punkte von M* 
in U (P,) — (GUM) dargestellt. Man erhilt so aber auch alle Punkte von 
Mm in U (P,) — (GUN), da man von jedem beliebigen Punkt von M* in 
U (P,) — (€* UX) ausgehen und durch entsprechende analytische Fortsetzung 
zu Punkten P (z,,..., 2z,) mit z,= 2”, ..., z,= 2” gelangen kann. Wir fiihren 
nun Unbestimmte u,,,,..., ¥, ein und bilden 


beiden (wegen B+ 0) voneinander verschiedenen Linearfaktoren z,— z 


m n 
(3) F Gtinaas > + +2 M%gi%yre-- R= | > 4, (%,- 2) 4. BY (z,, ws 29) 
p=1 \x=k+1 

F ist ein homogenes Polynom m-ten Grades inwu,,,,...,4,, dessen Koeffi- 
zienten g; (Z,, . . +» Zp) +++» Gel@%> +++» 2) in U( Ps) — (€* UN) regular sind. Die 
9,(%,»--+-+»,%,) sind dariiber hinaus in U (P,) — (€* UN) eindeutig und lassen 
sich wegen ihrer Beschranktheit regular in ganz U (P,) hinein fortsetzen. 
Offenbar verschwinden g, , . . ., g, fiir einen Punkt P ¢ U(P,) — (€ UN) genau 
dann gleichzeitig, wenn rechts in (2) wenigstens ein Faktor in P verschwindet. 
Das bedeutet, da ein Punkt P ¢ U (P,) — (€* UN) genau dann der durch 


Ji (4,--+>%,) = 90 


J(%>--+»2%,) = 90 


in U (P,) gegebenen analytischen Menge Mm angehért, wenn P auf M* liegt. 
Gleiches gilt aber auch fiir Punkte P auf N, denn die Bo (z,..., 2) sind auf 
Mathematische Annalen. 126. 21 
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@ noch stetig (vgl. hierzu die Betrachtungen im Beweis von Satz 2). 
Ferner ist sicher M die abgeschlossene Hiille M* von M*n U(P,) in U(P,), 
wiederum wegen des stetigen Verhaltens der BY (z,, vee, &) ont S. M* ist 
in P, k-dimensional. Zunichst folgt nimlich aus Satz 3 a): dim p, (Mm) => k. 
Andererseits ergibt sich aus M* V (Po) SMy,p,) (dies gilt wegen M* \ V(P,) ¢ 
© My,p,)) und der Tatsache, daB My,p, in P, k-dimensional ist: dim p(M*) <k. 
Satz 11 ist bewiesen. 

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Abschnittes 

Satz 12: Sei G ein Gebiet im C" und §* (k < n) eine rein k-dimensionale 
analytische Menge in G. Sei ferner M* eine rein k-dimensionale analytische 
Menge in G—*. Gibt es dann auf jeder irreduziblen Komponente von §* 
wenigstens einen Punkt, der wesentlich singulirer Randpunkt von M* ist und 
keiner weiteren irreduziblen Komponente von §* angehért, so ist jeder Punkt auf 
F* wesentlich singulirer Randpunkt von M*. 


Fiir den Fall k = » — 1 wurde dieser Satz von P. THULLEN bewiesen"®). 
Im folgenden stiitzen wir uns auf den THULLENschen Satz. Wir fiihren den 
Beweis zunichst unter der zusitzlichen Voraussetzung, daB § in G nur ge- 
wohnliche Punkte besitzt. — Die Menge © der auf §* gelegenen singuliren 
Randpunkte von I! ist abgeschlossen. Da jede irreduzible Komponente von 
G* zusammenhangend ist, wird unser Satz fiir den angegebenen Spezialfall 
nachgewiesen sein, wenn wir zeigen, daB © auf F* zugleich offen ist. 

Sei P ein Haufungspunkt von I auf F*. Zum Studium der lokalen Eigen- 
schaften von M in Pgeniigt es, M* in irgendeiner Umgebung von Pzu betrachten 
anstatt im Gesamtgebiet G. Wir fiihren in einer Umgebung U (P) neue kom- 
plexe Koordinaten ein, derart, daB $* in U(P) die Ebene z,,,=--- = z,=0 
(es mégen die alten Bezeichnungen beibehalten werden) und P der Koordi- 
natenanfang wird. Nach Satz 9 gibt es eine durch P gehende (n — k)-dimen- 
sionale analytische Ebene €"~*, die F und M* jeweils in isolierten Punkten 
schneidet. Ohne Einschrinkung (nétigenfalls ist noch eine Koordinaten- 
transformation vorzunehmen) darf €"~* als die Ebene z,= --- = z,= 0 vor- 
ausgesetzt werden. Es gibt sicher ein ¢ >0, so daB der auf €"~* gelegene 
(n — k)-dimensionale Polyzylinder 


BB. fe ago ctas & = le | 
P-*: {2, = =z,=0, |2.,3|< 6, .--»|%|< 8} 


noch ganz in U (P) enthalten ist und auf seinem Rande kein Punkt von M* 
liegt. Fiir geniigend kleines e’ > 0 liegt dann der Polyzylinder 


Z*: {\z,| < e’, .. 5 |2y| < e's |2n42| < & - - +» |8,| < 8} 


ganz im Inneren von U(P). Dariiber hinaus gilt, daB fiir ein geeignetes 6 
mit 0 < 6 < e’ jede analytische Ebene 


= 0) (0) 0) 0) 

ert af”) sf, af”, ..-. me ae} 
mit !20|< 6,...,|2|< 6 die analytische Menge M* innerhalb {\z,|< «, 
x =k+1,..., mn} héchstens in isolierten Punkten trifft. Gabe es kein solches 


18) Vgl. die in *) zitierte Arbeit von P. THULLEN. 
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6, so wiirde fiir eine gegen (0, . . . , 0) strebende Folge (z{”, . . ., 2”) me Ebene 
e*—* 2”. . ., 2h”) die analytische Menge M* imesh {lz.|\se, x= k+1, 

, n} in einer nicht rein nulldimensionalen analytischen Menge ‘MN (26” itis of?) 
schneiden. Jede dieser ‘M (26”, se alle ) hatte dann nach Satz 7 Punkte in 
beliebiger Nahe des Randes des in €"~*(z{”,..., z{”) gelegenen (n — k)- 
dimensionalen Polyzylinders 


gn —k ¢,(”) Jr > te — ae oe Vas Va 
yA A wie pee Oe AT Se,x=k+1,..., 2}. 


Wegen der Abgeschlossenheit von I* miiBte M* dann notwendig auch Punkte 
auf dem Rande von Z"—*= Z"—*(0,..., 0) besitzen, was unserer Annahme 
iiber ¢ widerspricht. Demnach gibt es ein 6 mit der angegebenen Eigenschaft; 
wir kénnen ferner 6 so wahlen, daB fiir |z,|< 6, ...,|z,|< 6 kein Punkt von 
M, auf dem Rande von Z"~*(z,,.. ., z,) liegt. 

Wir bilden nun jeweils die Projektion M* des in 


Z,:{|z|< 6,...,|2,|< 6,|z,,,|/Se,...,|z,| Se, |z.4:/+ --° +[z,| > 0} 


| 


liegenden Teils M* von M* in das Zylindergebiet 
2+): {i2|/<4,...,|z,/<5 6,0 <|z,|/<e} 


des Raumes C**! der k + 1 Verinderlichen z,, . ie « (% =k+1,...,%). 

M* ist eine rein k-dimensionale analytische Menge in zt +1 Zuniichst liegen 
iiber einem Punkt Q | ee © tr ome nur endlich viele Punkte Q’ von M*; 
andernfalls hatten diese Punkte Q’ auf M* einen Hiaiufungspunkt, was dem 
Umstand widerspricht, daB M* von der Ebene €"- *(Z,,..., %,) héchstens in 
isolierten Punkten geschnitten wird. Seien Q)(o = 1, ..., 7) samtliche tiber 
Q liegende Punkte von M*. Da M* in der Nachbarschaft eines jeden Punktes 
Q; rein k-dimensional ist und von der Ebene €"~*(2,, . . . Z,), in der Nahe von 
Q; nur in Q) geschnitten wird, so existiert nach Susete II, 6. zu Satz 1 zu 
jede m Q; eine Polyzylinderumgebung U (Q;), derart, daB die Projektion von 
M* -\ U (Q’) in den C*** in einer Umgebung von Q aus der genauen Null- 
stellenmenge N eines Pseudopolynoms wo (z,;2,..-,%,) besteht. NY ist 
aber in der Umgebung von Q eine rein k- dimensionale analytische Menge. 
Da om in einer geniigend kleinen Umgebung von Q die Vereinigung von end- 
lich vielen Projektionen N® ist, ist also auch om" in der Nachbarschaft von Q 
eine rein k-dimensionale analytische Menge. 


Wir behaupten nun: OM* laBt sich genau dann in einen Punkt P*(zf, ino 
, 0) von §* : {z,,,= ++ = z, = 0} innerhalb 
Z*:{\z,|< 6,...,|%/< 8, |z4:/Se,.--,|z,/S8} 


regulir fortsetzen, wenn sich jede poco ae jeweils regular in den Punkt 
P* (zt, ..., 2f, 0) fortsetzen laBt. 


In der Tat: LaBt sich mn" jeweils in P*¥ hinein fortsetzen, so gibt es nach 


Satz 11 auch eine Fortsetzung *m* in P*, die in einer Umgebung von Pt 
21* 
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rein k-dimensional ist. *2%* wird dann von der Ebene {z= 2f,...,2,= 2f} 
in einer Nachbarschaft von P¥ héchstens in P* geschnitten, gestattet dort 
also eine Darstellung durch eine Pseudopolynomgleichung 


9,(2,3%,---,>%) = 9, 


wo ¢, in einer Umgebung von P* regular ist (vgl. die Bemerkung im AnschluB 
an Zusatz II zu Satz 1). Die Gleichungen 


Purr (Zp413 212 --->%) = 0 

Pn(2ni 4» °? +» Zp) = 0 
stellen im C” in einer Umgebung U(P*) eine héchstens k-dimensionale analyti- 
sche Menge dar (denn jede Ebene z,= 2\”, . . ., z, = 2” schneidet sie héchstens 


in isolierten Punkten), und der in Z" ~\ U( P*) gelegene Teil dieser analytischen 
Menge umfaBt dort die analytische Menge M*. Nach Satz 11 existiert dann 
eine Fortsetzung von M* nach P*. 

Sei umgekehrt me regular in P* hinein fortsetzbar ; eine solche Fortsetzung 
sei durch eine in einer Umgebung von P* analytische Menge *2% gegeben. 
Wir diirfen P*¢ *2 annehmen, sonst folgt die Behauptung wie oben. Die 
analytische Ebene 

OGe-* = Ge? .. ., af): {z,— af, ..., 2 BE} 


schneidet *M in einer Umgebung von P* nur in P*. Die analytischen Mengen 
*M > *E"-* und M* -\ *E"-* unterscheiden sich namlich voneinander nur durch 
den Punkt P*, denn IM -\ *€"-* besteht héchstens aus isolierten Punkten, ist 
also héchstens 0-dimensional. Nach Satz 3. b) ist dann auch *9 ~\ *€"~* in P* 
0-dimensional und besteht mithin in einer Umgebung von P* nur aus dem 
Punkt P*. Folglich ist *M® in P* k-dimensional. Auf Grund von Satz 11 
darf *9 dann als rein k-dimensional in einer Umgebung von P* angenommen 
werden. Nach Satz | nebst Zusitzen laBt sich *M in einer Umgebung V(P*) 
in eine analytische Menge *2IN’ einbetten, die dort durch Gleichungen 


Op 1 (Ze415 M1» + + +> Ze) = 0 


*m,, (Z,;%,---,%) = 0 

gegeben wird, derart, daB zu jedem Lésungs-(k + 1)-Tupel einer einzelnen 
Gleichung *w, (z,; 2, . . ., Z,) = 0 wenigstens ein Punkt von *M gehért. Dem- 
nach wird eine Fortsetzung der Projektion von M* - V(P*) in den bd +} nach 
P® durch *w, (z,; 2, ..., 2%) =0 gegeben, und damit ist auch die Fortsetzbar- 
keit von m in P¥ hinein gesichert. 

Ist nun der zu Anfang herausgegriffene Punkt P(z,, ...,z,)= P(0,..., 0) 
singulirer Randpunkt von M*, so muB wenigstens fiir ein x der Punkt 


P,(z,..+,%,%,) = P(O,...,0) singulirer Randpunkt von M* sein. Avf 
Grund des Satzes von THULLEN ist dann im C**! jeder Punkt der Wben 
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z,= 0 innerhalb 
Zi*?:{lal< 6,...,|%! = 4, |z,| < 8} 
singularer Randpunkt von mM. also ist auch jeder Punkt von $ innerhalb 
von Z*" singulirer Randpunkt von M*. Demnach bilden die singularen Rand- 
punkte von I auf F eine offene Menge ; womit unser Satz fiir den angegebenen 
Spezialfall bewiesen ist. 
Als Nebenresultat des bisherigen Beweises sei angemerkt : 


Ist ein Punkt P* der Menge &* (die nur gewéhnliche Punkte enthilt) Héu- 
fungspunkt von Punkten auf M* und regulirer Randpunkt in bezug auf M*, 
so ist jede Fortsetzung von M* nach P* in P* k-dimensional. 

Gibt es auf jeder irreduziblen Komponente von §* einen reguliren Rand- 
punkt von M*, so folgt aus dem soeben bewiesenen Teil von Satz 12 und aus 
Satz 11, daB die abgeschlossene Hiille M* von M* in G eine in ganz G rein 
k-dimensionale analytische Menge ist. , 

Wir fahren im Beweis von Satz 12 fort. Es sei jetzt $ eine rein k-dimen- 
sionale analytische Menge allgemeiner Art. Besitzt M* auf jeder irreduziblen 
Komponente von §* einen gewéhnlichen Punkt von ¢§* als singuliren Rand- 
punkt, so ist, da die gewéhnlichen Punkte auf jeder irreduziblen Komponente 
von § nach Satz 10 eine zusammenhingende Menge bilden, nach dem bereits 
bewiesenen jeder gewohnliche Punkt von * singulirer Randpunkt von IM". 
Damit hat auch jeder Punkt von § iiberhaupt diese Eigenschaft, denn jeder 
nieht gewdhnliche Punkt von ¢* ist Haufungspunkt gewohnlicher Punkte 
von *. Ist dagegen jeder gewohnliche Punkt von §* regularer Punkt in bezug 
auf M*, so muB auch jeder nichtgewohnliche Punkt von * regulairer Punkt 
in bezug auf M* sein. Um dies zu zeigen, benétigen wir 

Satz 13: Sei G ein Gebiet im C" und &' eine l-dimensionale analytische 
Menge in G (0 <1 < n— 1); sei ferner M* eine rein k-dimensionale analytische 
Menge in G — & und 1 < k <n. Dann ist die abgeschlossene Hiille M* von M* 
in G eine rein k-dimensionale analytische Menge in G. 

Beweis: Wir wenden vollstaéndige Induktion nach / an. Ist 1 = 0, so be- 
steht §F° aus isolierten Punkten. Es sei P, einer der Punkte von §°. Wir 
wahlen eine Polyzylinderumgebung U (P,), in der kein weiterer Punkt von 
&° liegt, und legen durch P, eine k-dimensionale analytische Ebene €*, deren 
in U(P,) — Py gelegenes Stiick nicht in M* enthalten ist. Sei €§ = U(P,) \ € 
und M*!— M*-\(U(P,) — EF). M* ist in U(P,) — E eine rein k-dimen- 
sionale analytische Menge. Jeder Punkt P von M* auf €* — P, ist Hiufungs- 
punkt von Punkten von mM, denn andernfalls miiBte, wie leicht aus Satz 1 
folgt, M* in einer Umgebung von P mit €* zusammenfallen, woraus sich er- 
giibe, daB €*\(U(P,) — Py) doch in M* enthalten wire. Ferner sind alle 
Punkte von €* héchstens mit Ausnahme von P, regulire Punkte in bezug 
auf M*. Daraus folgt nach dem schon bewiesenen Spezialfall von Satz 12, 
daB auch P, regulirer Punkt in bezug auf m* ist. Nach unserer Anmerkung 
zum Beweise des Spezialfalles von Satz 12 ist dann die abgeschlossene Hiille 


me von mM in U (P,) eine analytische Menge, und zwar, falls P)¢ M 


k 


; > 
>» in Py 
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von der Dimension k. Wegen m* - Py= M* -\ U(P,) gilt mM U(P,) = Mé , 
womit unsere Behauptung fiir / = 0 bewiesen ist. 

Angenommen, die Aussage unseres Satzes sei fiir alle / mit 1<1,, wo 1,< k, 
bewiesen. Ist jetzt §* in G vorgegeben, so ist sicher jeder Punkt von §*, der 
nicht auf einem rein J,-dimensionalen Bestandteil von §* liegt, regularer 
Punkt in bezug auf M*; und M* ist in einer Umgebung eines solchen Punktes 
eine rein k-dimensionale analytische Menge. Wir diirfen also §* als rein 
l,-dimensional voraussetzen. Sei P ein Punkt auf F. Ist P gewéhnlicher 
Punkt von §, so gibt es in einer Umgebung U(P) eine rein k-dimensionale 
irreduzible analytische Menge val mit lauter gewohnlichen Punkten, die alle 
in U(P) gelegenen Punkte von F* umfa8t und die so gewahlt werden kann, 
daB ee §* nicht in M* enthalten ist. Es sei M* = M*-\ (U(P) — FF), Wie 
oben folgt, daB die abgeschlossene Hille mt von mM in U(P) mit mM U(P) 
iibereinstimmt. Auf Ge liegen regulire Punkte in bezug auf mM. Also ist nach 
dem bewiesenen Spezialfall von Satz 12 jeder Punkt von Ge regulirer Punkt 
in bezug auf M*. Dann ist aber, wiederum nach der Anmerkung zum Beweise 
des Spezialfalles von Satz 12, am = M* -\ U(P) eine in ganz U(P) analytische 
Menge, die in allen ihren Punkten die Dimension & hat. 

Ist andererseits P nichtgewéhnlicher Punkt von , so gibt es nach Hilfs- 
satz 2 in einer Umgebung U'(P) eine in §* enthaltene héchstens (i,— 1)- 
dimensionale analytische Menge §*, in der alle nichtgewéhnlichen Punkte 
von §* in U’(P) liegen. Jeder Punkt innerhalb U’(P), der zu $* — §* ge- 
hért, ist regulirer Punkt in bezug auf M*; M* ist also in allen ihren Punkten 
auf ¢* — * analytisch und von der Dimension k. Nach Induktionsvoraus- 
setzung ist dann I auch in allen ihren Punkten auf §* analytisch und von 
der Dimension k, w. z. b. w. 

Nun zuriick zum Beweise von Satz 12. — Die gewéhnlichen Punkte von 
 seien regulire Punkte in bezug auf M*. Sei Q, irgendein nichtgewéhnlicher 
Punkt von §* und §* c § eine héchstens (k — 1)-dimensionale analytische 
Menge in einer Umgebung U(Q,), die dort alle nichtgewéhnlichen Punkte 
von § enthalt. Die abgeschlossene Hiille ‘M* von ‘M*= IM \ U(Q5) in 
U(Q,) — &* ist dann dort eine rein k-dimensionale analytische Menge; also 





ist nach Satz 13 die abgeschlossene Hiille M* von M* in U(Q,) analytisch 
und rein k-dimensional. ‘IR* ist aber gleich dem Durchschnitt der abgeschlosse- 
nenen Hiille M* von M* in G mit U(Q,). — Damit ist Satz 12 vollstindig 
bewiesen. 

Korollar zu Satz 12: Ist auf jeder irreduziblen Komponente der im Gebiete G 
rein k-dimensionalen analytischen Menge §* wenigstens ein Punkt reguldrer 
Punkt in bezug auf die in G — & vorgegebene rein k-dimensionale analytische 
Menge M%*, so ist die abgeschlossene Hiille M* von M* in G eine in G rein k-dimen- 
sionale analytische Menge. 





Weiter sei besonders hervorgehoben als 


Folgerung aus Satz 13: Sei P ein Punkt im Gebiete G und M eine in G — P 
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analytische, nicht n-dimensionale Menge ohne 0-dimensionale Komponenten. 
Dann ist MUP eine in G analytische Menge. Eine analytische Menge ohne 
0-dimensionale Komponenten besitzt also keine isolierten wesentlich singuliren 
Rand punkte. 


In der Tat! Nach Satz 6 laBt sich M darstellen als Vereinigung WM U- - -U 
M"-!, wo jeweils M*, 1<k<n—1, leer oder eine in G— P rein k-dimen- 


sionale analytische Menge ist. Nach Satz 13 ist stets M*UP eine in G 
analytische Menge (falls P nicht Haiufungspunkt von Punkten auf M ist, ist 
dies trivial), also ist auch 

Mie P= (WN P) cee (MN" 1 P) 
in ganz G einschlieBlich P analytisch. 

Ist wieder wie oben §* eine im Gebiete G rein k-dimensionale analytische 
Menge und Q* eine rein k-dimensionale analytische Menge in G — ¢*, so ist 
nach Satz 12 fiir das Verhalten von M* in der Nahe von § das Verhalten von 
M* in der Umgebung einzelner Punkte P von ¢* entscheidend. Damit ein 
solcher Punkt P regulirer Punkt in bezug auf I" ist, muB notwendig auch 
der Durchschnitt von M* mit einer beliebigen analytischen Ebene durch P 
stets eine nach P fortsetzbare analytische Menge sein. Eine hinreichende Be- 
dingung fiir die Regularitét von M* in P liefert nun die folgende Aussage: 

Es gebe durch P eine l-dimensionale analytische Ebene €' mit 1=n — k, 
so dap die analytischen Mengen §* -\ €' und M* r\ E' rein (k + |— n)-dimen- 
sional sind und M*-\ E' nach P fortsetzbar ist. Ferner existiere eine in G ent- 
haltene Umgebung U(P) mit folgender Eigenschaft: Fiir jede U(P) treffende 
und zu €' parallele l-dimensionale analytische Ebene *€' ist der Durchschnitt 
M*-\* E' eine in alle Punkte von Fr, * E'r\ U(P) hinein fortsetzbare ana- 
lytische Menge. Dann ist P regulirer Punkt in bezug auf M*. 


Zum Beweise darf P als der Nullpunkt und €' als die Ebene {z,,,=--: =z 


~ 


n 
0} vorausgesetzt werden. P ist nach Voraussetzung regulirer Punkt in 


bezug auf M,= M*-\ E'. Fassen wir M, und F,= Fr €!' als analytische 
Mengen im Raume C’ der Variablen z,,..., z, auf, so gibt es auf Grund des 
Korollars zu Satz 12 eine analytische Fortsetzung von M, nach P, die, falls 
P zur abgeschlossenen Hiille von M, in G gehGrt, in P (k + l — n)-dimensional 
und sonst (— 1)-dimensional ist. Daher ist §,UM, in P analytisch und 
(k + l1—n)-dimensional. Dann gibt es aber im C! eine analytische Ebene ‘€ 
der Dimension / — (1 + k — n) = n — k, die FU M, in einer Umgebung von P 
nur in P schneidet. Falis n — k = l, so ist ‘€ = €'; andernfalls darf ’€ im C’ 


als die Ebene {z = 0} angenommen werden. Es folgt, daB 


z 
Zs 
2 


n-k+1 
im CO" die analytische Ebene 
(En “8: {sass see 2. 0} 


mit M* GF" in einer Umgebung von P nur den Punkt P gemeinsam hat, 


und daB fiir ein geeignetes, positives e die Punktmenge 
S\e i saci dh. io | = 
{|z 


1) \“n—k => ©, 2,~-e+1= lt o 2,= 0} 


keinen Punkt von M* _ §*— P enthilt. Fiir ein geeignetes «’> 0 hat jede 
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analytische Ebene 


Po ee ns 3-08): e-aes Sr deis--- BOS: 1 <?e, 
o=n—k+1,...,n} 
mit §* innerhalb |z,| + --- + |z,| Se nur endlich viele isolierte Punkte gemein- 
sam. Da auf |z,|+---+ |z,_,| =e kein Punkt von M*;\ €** liegt, so folgt 
aus Satz 7, daB M* von jeder Ebene €*~* (2 ,,,,...,2@) innerhalb 


\z,| +--+ + |z,_,|/ Se nur in isolierten Punkten geschnitten wird (falls e’ ge- 
niigend klein ist). Wahlen wir e und ¢’ so, daB 


G,: {jz,| +--+ + |z,-,/ S68 |z,| <2’, c=n—k+1,...,n} 
in U(P) enthalten ist, so ist die Anzah! a(z,,,,..., 2) der Schnittpunkte 
von €*-* (20 ..,..., 20) mit M* in G, sogar endlich. Denn €*-* (2 ,..,, 


0), - ‘ b - 

., 0”) ist in einer L (P) treffenden analytischen Parallelebene *€' enthalten, 
fiir welche M*-\ *€' in alle Punkte von F* - * E'-\ U(P) fortsetzbar ist; also 
. - 0 0 . es 
sind alle Punkte von G7 @*-* (2 ,.,,...,2) innerhalb G, reguliire 

. . =-> 0 0 . 
Punkte in bezug auf M* > E"-* (2 ..,,..., 2). Daraus folgt, daB die 
-k 0 0 . . . 
Punkte von M* > E-* (2 ,.,,...,2) sich nicht gegen einen Punkt von 
¥ 0 0 ss 3s . = 
ry En-* (zh dl .1,..-,20”) haufen kénnen, was eintreten miBte, wenn 
k+1> n 
0 ) . . es 
a (2 .44,-.-, 20”) nicht endlich wire. 
Wir betrachten a(z,_,,,,-.--,%,) als Funktion im k-dimensionalen Poly- 
zylinder 
kK. Slo , ‘|. ey. 
gg PR Be 
des Raumes C* der Variablen z,,_,,,,...,2Z,- Nach einem bekannten Satz von 
Oscoop') gibt es eine ganze Zahl a, und ein Teilgebiet *G* von Z*, in welchem 
die Punkte (z,,_..1,---,2Z,) Mit a(z,,_.,1,..+,2,) Sp» dicht liegen. Nun gilt 
andererseits stets a (z,_341,--+» 2%) S@(Z—_pais-:ss z,,) fiir alle (2._341,---; 
~ . os Te (0) 0 
z,) im geniigender Nahe von (z,_,,,,...,2,). Denn ist o: =. 


0 0 . ‘ . . 0 0) 
a ns apcces te) ein Schnittpunkt von M mit €"-* (20) ,..,,...,2 


~ (0 0 
innerhalb G,, so hat jede hens Ge a, ey Be”) in genii arth Nihe 
1 “n—k+1 £ 
0 : ‘ 
von €*-* (2 1. ,,..., 20”) wenigstens einen Schnittpunkt mit IM* in der 
Nahe von P,, wie sich aus Satz 1, Zusatz I], unmittelbar ergibt. Fiir alle 
Z 
Punkte von *G* gilt daher a(z,_,,,,..-,2,) S@. Wir diirfen annehmen, 
daB es einen Punkt Q*(z*¥_,..1,...,2%) in *G* gibt, fiir welchen a(z*_;.,, 
.,2%) =a, ist, sonst kénnen wir a, durch eine geeignete kleinere ganze 
Zahl ersetzen 


Da a(z,,.41,+--»%,) in einer Nachbarschaft von Q* nicht abnimmt, muB 
@(z,,.41>-+-+»%,) in einer gewissen Umgebung U(Q*) identisch a, sein. Samt- 
: x q (0 0 0 0 ry . 
liche Ebenen €*~* (2 ..,,..., 20) mit (2 .,,,..., 2) € U(Q*) schneiden 


M innerhalb G, also in genau a eRe “shh ergibt sich (wiederum mit 
1 ~ 0 g 

Hilfe von Satz 1), daB jeder Schn‘ttpunkt einer €"~*(z¥_,.,,..., 2%) ge- 

niigend benachbarten Ebene €"~*(z,_,,,,...,2,) in der Nihe eines Schnitt- 

punktes von €*~*(z¥_,.,,...,2%) liegt. Das aber bedeutet, da in einer 


16a) Vgl. W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1 (1929), S. 230. 
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Umgebung jedes Schnittpunktes S von €"~* (z¥_,.,,..., 2%) mit § inner- 
halb G, kein Punkt von M* liegt. Jeder Punkt S dieser Art ist also regulirer 
Punkt in bezug auf M*. Ist e’ geniigend klein gewahlt, so liegt auf jeder der 
in G, irreduziblen Komponenten von §* wenigstens ein solcher Punkt S 
(vgl. die Bemerkung im AnschluB an Satz 2). Nach dem Korollar zu Satz 12 
ist also P regulirer Punkt von M*. 

4. Analytisehe Kegelmengen. — Eine analytische Menge 8 im C” heiBt 
eine analytische Kegelmenge, wenn es einen Punkt S¢ 8 gibt, derart, daB mit 
jedem von S verschiedenen Punkt P¢R alle Punkte auf der durch S und P 
bestimmten 1-dimensionalen analytischen Ebene ebenfalls zu R gehéren. Der 
Punkt S heiBt Spitze von &. 

Wir werden im folgenden S stets zum Nullpunkt des Koordinatensystems 
machen. 

Die Dimension einer analytischen Kegelmenge & ist in allen Punktei: 
P € 8 nicht kleiner als 1; es sei denn, R bestehe aus dem Punkt S allein. 

Interpretiert man den komplex-projektiven Raum C™ als den Raum aller 
1-dimensionalen komplexen Ebenen durch den Nullpunkt eines C"*!, so ist 
jede analytische Kegelmenge 8 im C"*! mit der Spitze im Nullpunkt eine 
analytische Menge IN (RK) des C". Umgekehrt entspricht aber auch bei dieser 
Interpretation jeder analytischen Menge QM im C" eine analytische Kegel- 
menge R(M) im C"*! mit dem Nullpunkt als Spitze. Die Analytizitaét von 
R(M) in allen vom Nullpunkt verschiedenen Punkten P¢C"*! ist klar; die Ana- 
lytizitaét von R (IM) in O ergibt sich aus der aus Satz 13 gezogenen Folgerung. 

Wir beweisen nun 

Satz 14: Jede analytische Kegelmenge R im C" mit O als Spitze ist Null- 
stellenmenge endlich vieler homogener Polynome. 


Beweis: In einer Polyzylinderumgebung U(O) ist R Nullstellenmenge eines 


Systems /;(z,,..., z,,) von in U(O) reguliren Funktionen. Sei 
fdm,.... 2 )= PO, .. +» Zn) 
ve=0 
die Diagonalreihenentwicklung von /;(z,,...,z,) um O. Dann gilt 
> pti) , 
fida,,... Aaj}e F Fe,,....a)F, 
v=0 
und da f;(Az,,...,Az,) fiir festes (z,,..., z,,)€ U(O) und |A| <1 stets regular 
in A ist, so konvergieren die Reihen 5’ PO (z,,...,2%,) a” fiir diese (z,, . . oa 
v=0 
und 4. 
Ein (zf,..., 2%) ¢€ U(O) gehért nun genau dann zu &, wenn fiir jedes i gilt: 
{(Azt,..., Ae) = Y POest,..., 28) 7=0. 
v=0@ 


Da A beliebig im Einheitskreis gewihlt werden darf, so folgt, daB (zf, . . ., z¥) 
€ U(O) genau dann zu R gehért, wenn (zf,...,z%) zur Nullstellenmenge N 
der Polynome Pt” (z,, . . ., z,) gehért. 
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Es gilt also: R-\ U(O) = Rr U(O). Daraus folgt aber R= N. Zu jedem 
(2, ..., 2) €R gibt es namlich ein 4,+ 0, so daB gilt: (A, 2”, ..., A, 2) 
€R-\ U(O). Daraus ergibt sich (A, z{”, .. ., 4,2) € N, und da N wegen der 
Homogenitit der P“(z,,..., z,) selbst eine analytische Kegelmenge ist, folgt 
(2, ...,2) € RN. Umgekehrt erhilt man aus (2,..., 2 
selben SchluB (2(”, . . ., 2) € R. 

Die Menge & ist aber nach dem HiiBertschen Idealbasissatz auch genaue 
Nullstellenmenge von endlich vielen der homogenen Polynome P*” (z,, ..., ad 
w. z. b. w. 


*?) 


)€N nach dem- 


Auf Grund des soeben bewiesenen Satzes ist jede analytische Kegelmenge 
des C" eine homogene algebraische Menge. In Verbindung mit der Tatsache, 
daB analytische Mengen im C" als analytische Kegelmengen im C"*! auf- 
gefaBt werden diirfen, ergibt sich hieraus der 

Satz von Cuow'’): Jede analytische Menge MN des n-dimensionalen pro- 
jektiven Raumes C* ist algebraisch"*). 

Satz 14 kann nach H.CarrTan in bemerkenswerter Weise verschirft 
werden. 

Ist No der Ring aller im Nullpunkt O des C” reguliren Funktionen, so 
heiBt ein Ideal a dieses Ringes homogen, wenn aus f (z,,..., z,)€a fiir jedes 
feste komplexe A + 0 folgt: f,(z,,...,%,) =f(Aq,..., AZ) €a. 

Dann gilt der folgende 

Satz von H.Cartan!®): Hin Ideal des Punktringes Rp ist genau dann ho- 
mogen, wenn es eine endliche Basis, bestehend aus homogenen Polynomen, besitzt. 

Da die Gesamtheit aller in O reguliren Funktionen f, die in einer geeigneten 
Umgebung U,(O) auf einer analytischen Kegelmenge mit der Spitze in O 
verschwinden, offenbar ein homogenes Ideal bildet, so ist Satz 14 in diesem 
Satz enthalten. 

DaB ein Ideal mit homogener Polynombasis homogen ist, ist trivial. Die 
Umkehrung ergibt sich mittels des H1LBERtTschen Idealbasissatzes aus nach- 
stehendem 


Hiltssatz: Eine Funktion f € Ro gehdrt genau dann zum homogenen Ideal a, 
wenn jedes homogene Polynom P, der Diagonalreihenentwicklung 


ox 
ee es 7 aes? 
v=0 


von f(z,,.-.,Z,) um O zu a gehért. 

Beweis: Jedes Ideal a des Ringes Ry ist nach H. CarTAN abgeschlossen in 
folgendem Sinne: Ist g eine Funktion, die in einer Umgebung V (0) regular 
und dort Grenzfunktion einer gleichmaBig konvergenten Folge von reguliren 
Funktionen g,¢€a ist, so gilt: g¢a®*). — Gehéren also alle P, zu a, so auch f. 

17) Vgl. FuBnote 5). 

18) Das heiBt eine algebraische Mannigfaltigkeit im Sinne der algebraischen Geometrie. 


#*) Siehe FuBnote *). 
*°) Vgl. die in FuBnote %) zitierte Arbeit von H. Cartan, Appendice I. 
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Gehért umgekehrt f zu a, so gilt fiir alle (z,,..., z,) aus einer geeigneten Poly- 
zylinderumgebung U(QO) (die ganz im Innern des Konvergenzgebietes der 
Diagonalreihenentwicklung von f um O enthalten ist) die Integraldarstellung 
2x 
P 2 Pe Ve 1 { ivéd o 0 id 
ine ee 2.) = On | e f(ze",...,2,0°) dB. 
0 

Das Integral rechts ist Grenzwert von RreMANNschen Summen, die in U(O) 
gleichmaBig konvergieren. Daher ist P,(z,,..., z,) in U(O) Limes einer in 
U(O) gleichmaBig konvergenten Folge von Linearkombinationen von Funk- 
tionen f (2, 2 “et eH), die wegen der Homogenitit von a in a liegen. 
Wegen der Abgeschlossenheit von a gilt also P,¢ a, w. z. b. w. 

Korollar: Ein Ideal } des Ringes Ro ist genau dann ein homogenes Haupt- 
ideal, wenn es von einem homogenen Polynom erzeugt wird. 

Es ist lediglich zu zeigen, daB als Basis eines homogenen Hauptideals b 
ein homogenes Polynom gewiahlt werden kann. Es gelte: h = (f). Ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit (evtl. ist nach Ausfiihrung einer linearen Ko- 
ordinatentransformation von f ein in O von null verschiedener Faktor abzu- 
spalten), darf f als ausgezeichnetes Pseudopolynom in z, angenommen werden. 
Da f ein homogenes Ideal erzeugt, ist die Nullstellenmenge von { eine analyti- 
sche Kegelmenge mit der Spitze in O. Die Behauptung ergibt sich nunmehr 
aus folgendem 

Hilfssatz: Ein in O ausgezeichnetes Pseudopolynom 


o 


@ (2,3 2, +++) Zp—3) = B+ O,(q,---; Za) te + O(ay,..+5%,-1) (2D), 
dessen Nullstellenmenge in einer Umgebung U(O) mit dem in U(O) gelegenen 
Teil einer analytischen Kegelmenge mit der Spitze in O iibereinstimmt, ist ein 
homogenes Polynom. 


Beweis: Sei w= wi}-...- we die Zerlegung von w in ausgezeichnete, in O 
irreduzible Pseudopolynome, die regular sind in einer in U(O) enthaltenen 
Polyzylinderumgebung 

Z(O): {|z,| < 6,..., lz,-1| < 9, |z,| < e}. 
Ferner sei P*(z¥, ...,2*_,) ein Punkt im Raum der Verinderlichen z,,.. ., 
z,-,, der nicht auf der Diskriminantenflaiche von w,-...-@, liegt, und U*(P*) 
eine Umgebung von P*, die keinen Punkt der Diskriminantenfliche enthilt. 

Die Gleichung @, (z,,; 2, .--,2,-1) = 0 wird dann, falls 9, der Grad von a, 


in 2, ist, durch 9, in U*(P*) regulire Funktionen 
z,= BY (z,,..., 2-3) (j—1,...,) 


gelést, deren Werte z,, fiir festes (z,,...,z,_,) untereinander und von den 
Wirzeln des Produktes w,-...-w, verschieden sind. Um die Punkte P,(zf,..., 
zr_,, BO (z¥,...,2%_,)) G=1,..., 0,) kénmen daher punktfremde Umge- 
bungen U,(P;) abgegrenzt werdeni, derart, daB in U,(P;) das Produkt w,°...-w, 
nirgends verschwindet. In jedem U,(P;) stimmt daher die Nullstellenmenge 
von @, mit dem in U,(P;) gelegenen Teil einer analytischen Kegelmenge mit 


der Spitze im Nullpunkt iiberein. Das bedeutet, daB fiir alle (z,,...,z,_,) 
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U*( P*) und alle komplexen ¢ aus einer Umgebung von ¢ = | gilt: 
BG z,,...,¢2,_3) = ¢ B%(z,,...,2,.:) G=l,...,@). 
Fiir die elementarsymmetrische Funktion 
Am. ++) %,-1) = BY--- BY 4 


n 


die als Koeffizient von 2%'~* in «,(z,; %,...,2,—;) auftritt, gilt entsprechend 


fiir diese (z,,...,Z,_,) und ?t: 
A, ft 2, ..-,8Z__3) = & A,(%, .. 5 Z_-3)- 
Da aber A,(z,,...,2,_1) fiir alle Tupel (z,,..., 2,_,) aus Z*-?: {\z,|< d,..., 


Z,-1| < 6} regular ist, so gilt: 


n 


A, (tz, ...,¢2,_;) = A, (z,, .. ., Z,_3) fiir alle (z,,..., Z,-1)<Z"~? und |t| <1. 


n 


Dann muB aber A, ein homogenes Polynom vom Grade k sein. Dies ergibt sich, 


ao 
wenn A,(z,..-, 2-1) = © Q(q, -.-, 2-3) die Diagonalreihenentwicklung 
v=0 
von A, in Z"~! um 0 ist, aus der Identitat 
k > oh) ” in = > fh) 7 ¥ 
PS Mass + Mad = F Si; « « +p Muna? 
v=0 v=0 


Mithin ist @, selbst ein homogenes Polynom vom Grade o,. Da entsprechendes 
fiir die Pseudopolynome w,,...,@, gilt, so ist der Hilfssatz und damit das 
Korollar bewiesen. 

Nunmebhr eryibt sich das 

Korollar zum Sata von Cuow: Eine rein (n — 1)-dimensionale analytische 
Menge M des C” ist Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms. 

Beweis: In der Nachbarschaft eines jeden Punktes von M wird M in bezug 
auf ein dort lokales (affines) Koordinatensystem durch eine Gleichung 
PMetis kee z,) = 0 gegeben. Daraus folgt, daB die M wie oben im C"*! zuge- 
ordnete Kegelmenge 8 (MN) in der Umgebung jedes ihrer vom Nullpunkt ver- 
schiedenen Punkte ebenfalls durch eine einzige Gleichung gegeben wird. 
R(M) ist also in allen von O verschiedenen Punkten von der Dimension 2. 
Nach Satz 3a) ist dann R(M) auch in O selbst n-dimensional und mithin 
in einer Umgebung von O die genaue Nullstellenmenge einer Funktion f, 
die als ausgezeichnetes Pseudopolynom gewahlt werden darf. Nach dem 
letzten Hilfssatz ist f dann aber ein homogenes Polynom, w. z. b. w. 


( Eingegangen am 8. Januar 1953.) 


Dortscn, G. 
Math. Annalen, Bd. 126, 8. 307—324 (1953). 


Die lineare Differentialgleichung im zweiseitig 
unendlichen Intervall unter Anfangs- und 
Randbedingungen. 

Von 
Gustav Doerscn in Freiburg i. B. 


Einleitung. 

Die lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung mit konstanten Koeffi- 
zienten und beliebiger Stérungsfunktion kann im Intervall t= 0 bei beliebigen 
Anfangswerten (Werten der Funktion und ihrer n — | ersten Ableitungen fiir 
t= 0) bekanntlich am einfachsten vermittels der einseitigen Laplace-Trans- 
formation gelést werden). Betrachtet man die Differentialgleichung im Inter- 
vall — co <¢< + c, so wird man entsprechend die zweiseitige Laplace-Trans- 
formation 


f(s)= ff e-* F(t)dt=Qy{F} 


anwenden. Das Anfangs- und das Randwertproblem im zweiseitig unendlichen 
Intervall scheint aber bisher in der Literatur iiberhaupt nicht allgemein be- 
handelt worden zu sein, weder mit der 2,,;-Transformation noch mit einer 
anderen Methode?). In dem in neuester Zeit erschienenen Buch von VAN DER 
Pot und BremMMER?’) wird die 2,,;-Transformation zur Grundlage des ganzen 
Operatorenkalkiils gemacht, und man erwartet daher, daB gerade dasjenige 
Problem, das am Anfang des Operatorenkalkiils steht, naimlich die Inte- 
gration der gewohnlichen Differentialgleichung, mit eben dieser 2,,;-Trans- 
formation im Intervall — co < t< + oo allgemein behandelt wird. Das ist 
aber nicht der Fall. Die Verff. wenden vielmehr eines der fiir die 2,,-Trans- 
formation geltenden Differentiationsgesetze rein formal ohne exakte Giiltig- 
keitsbedingungen an und gelangen dabei unversehens in dem Spezialfall, daB 
die Stérungsfunktion die fiir t< 0 verschwindende Heavisidesche Einheits- 

1) G. Dortscn: Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. Berlin 1937, 
S. 321 ff. 

*) Die Differentialgleichung im Intervall 1 < t < + oo findet sich unter der Vor- 
aussetzung, daB die Stérungsfunktion F(t) die Bedingung f |F(t)| dt < oo befriedigt, 
mit Fourier-Transformation behandelt in 8S. Bocunger: Vorlesungen tiber Fourtersche 
Integrale. Leipzig 1932, S. 100—101, jedoch nicht als Anfangs- oder Randwertproblem. 
Es handelt sich hier nur um die (wenn sie existiert, einzige) Lésung, die mit samtlichen 
Ableitungen bis zur n-ten in (— co, + 00) absolut integrabel ist. (Siehe S 84 die Defi- 
nition von ,,Lésung* und S. 83 von ,,differenzierbar“.) 


*) B. vaN DER Pot and H. Bremmer: Operational calculus based on the two-sided 
Laplace integral. Cambridge 1950. 
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funktion ist*), zu der oben erwaihnten Lésung des Problems im Intervall 
t>0 (mit verschwindenden Anfangswerten), und im Fall einer beliebigen 
Stérungsfunktion zu einer Lésung®), von der sie nur sagen, sie sei eine parti- 
kulare Lésung der Differentialgleichung, ohne festzustellen, welche. DaB die 
in der 2,,-Transformation liegenden Moéglichkeiten zur Konstruktion einer 
bestimmten Lésung mit vorgegebenen Eigenschaften nicht ausgebeutet werden, 
liegt einerseits daran, daB das benutzte Differentiationsgesetz nicht exakt 
formuliert wird, wodurch gewisse Aussagen iiber die Anfangswerte verloren- 
gehen, andererseits daran, daB die im Bildbereich auftretende gebrochen 
rationale Funktion nur in der rechts von allen Polen liegenden Halbebene 
betrachtet wird, wihrend die zwischen den Polen liegenden Vertikalstreifen, 
deren Heranziehung zu anderen Lésungen fiihrt, unbeachtet bleiben. Beziig- 
lich dieser Lésungen wird gesagt®): “For practical applications ... these so- 
lutions are of little importance, since they correspond to less simple boundary 
conditions.” Die folgenden Zeilen mégen zeigen, daB im Gegenteil die Dis- 
kussion der Bildfunktion in jenen Streifen zur Lésung praktisch wichtiger 
Anfangs- und Randwertprobleme fiihrt. 


1. Ein Differentiationsgesetz fiir die 2;;-Transformation. 


Da das Differentiationsgesetz der 2,,-Transformation in der Form, die wir 
brauchen werden, in der Literatur nicht ausgesprochen ist, leiten wir es zu- 
niachst ab’). 


Hilfssatz 1. Wenn 2, {F} fiir ein 8,=2,+ i yy mit x,>0 konvergiert, so ist 


t 
P(t) = { P(t) dtr = o(e*") fiir t+ +o. 
Beweis: Da 
fe~** F(t) dt mit x,> 0 
0 


konvergiert, so ist nach H B, 8. 87, Satz 18) 


t 
f F(t) dt = o(e**') fir t++ co. 
0 
0 0 
J F(t) dt konvergiert, weil { e~*' F(t) dt fir Rs < 2, konvergent ist. Also 
ist auch 
: 
{ F(t) dt = o(e**) fiir t++ oc. 


*) S. Anm. *), 8. 153—154. 
5) S. Anm. *), 8. 155—156. 
6) S. Anm. *), 8. 154 


*) Im folgenden wird mit H B verwiesen auf G. Dorrscu: Handbuch der Laplace- 
Transformation. I. Band: Theorie der Laplace-Transformation. Basel 1950. 

*) Der Satz wird dort fiir reelles s, ausgesprochen. Wegen der Ausdehnung auf kom- 
plexes s, s. Anm. 8. 88. 
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Ferner konvergiert 


0 foe) 
fe-** F(t) dt = fe ™' F(- #) dt 
— oo 0 
mit R (— 8) < 0, also ist nach H B, 8. 94, Satz 9 


f F(—1) dr = o(e—**) fiir t+ + c, 
i 
d. h. 


~¢ 
{ F(t) dt = ®(— t) = o(e—*) fiir t + + c oder D(t) = o(e*) fiir t + — a, 
Hilfssatz 2. Wenn 21, { F} fiir ein 8, mit x,>0 konvergiert, so konvergiert 
auch 21; {D} fiir 8,, und es ist fiir s = 85: 


Lu {F} = 6 Ly {PD}. 


Der Beweis ergibt sich aus der durch partielle Integration folgenden 
Gleichung 
fe-™ F(t) dt=e—*'@Dit)| + 8, fens @ (t) dt, 


@, @, @, 
weil nach Hilfssatz 1 
lim e~*® O(m,) = lim e~*® O(w,) = 0 


o,->— 2 @_,—> CO 


ist. 

Hilfssatz 3. Hs sei Y(t) fiir alle t differenzierbar. Wenn 2,,{Y’} fiir 8 
mit x,>0 konvergiert, so konvergiert auch 21,{Y(t)—Y(—~)} fiir 8, 
( Y (— co) ewxistiert)®), und es ist fiir s = 84: 

Qf r } = 8 iy { Y(t ) —Y(-— oc°)}. 


Ferner ist 


Y(t) —Y(— «) = o(e*) fiir t++ 0. 
Der Beweis ergibt sich, wenn in Hilfssatz 1 und 2 
t t 
F(t)=Y'(t), O(t)= f Y'(t)dt= lim f Y'(t) dr = lim [Y¥(t) —Y¥(- )) 


= Y(t) —Y(— ~) 
gesetzt wird. (Hieraus folgt zugleich, daB Y(— oo) existiert.) 
Hilfssatz 4. Es sei Y(t) fiir alle t n-mal differenzierbar und 
Y’(— co) = ++» =¥-D(_ ow) = 0. 


Wenn <u{ 
£1 {¥() —-Y 


Y™} fiir 8 mit 2 >0 konvergiert, so konvergiert auch 
(— co)} (Y(— oo) existiert), und es ist fiir s = 84: 

2 {VY} = 8" Ly (Y(t) — ¥(— &)}. 
*) Wenn wir im folgenden Y(— co), Y’(— oo), usw. schreiben, so ist immer lim Y(t) 


t+ — « 


usw. gemeint. 
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Ferner ist 
Y(t) (y=1,....n-1)) 2, ir t+ + c 
Y(t) —Y(— ~) ete: : Soya 


Beweis: Nach Hilfssatz 3 ist fiir s = s, 


2 {YO} = 2 Ly (Y"— (t) —Y"—Y (— )} 
und 
Y@—D(t) —Y@-(— oo) = o(e**) fir t+ + o. 
Ist Y¥“—(— co) = 0, so ergibt sich 
2 {YO} = 8 My {VY"—Y}, YO-M@) = o(e*") — fir t+ + wx, 
und man kann nun Hilfssatz 3 auf Y“~— (¢) anwenden usw. 

Fiir die folgenden Anwendungen mu8 das Differentiationsgesetz nicht 
bloB in einem Punkt, sondern in einem Streifen erfillt sein. Dazu muB man 
die Voraussetzungen fiir zwei Punkte mit verschiedenen positiven Abszissen 
machen. Dann ergibt sich aus Hilfssatz 4: 


Hilfssatz 5 (Differentiationsgesetz): Y(t) sei n-mal differenzierbar, und 
2 {Y¥™} (n= 1) konvergiere fiir s = x, und s = x, mit 0 < 2,< 2,, also fiir 


4<Rs<2,. Wenn Y(—c)=0 fiir v=1,...,n—1 ist, 80 existiert 
Y(— co), und es ist 
21 { ¥} = 8” Qu { V(t) —Y¥(— ~)} (v= 1,...,n) fiir 4<Rs< zy. 
Ferner ist 
-* Seniiatangntatn o (e**) fiirt + + « 
Y(t) —Y¥(— ~) } lo (e***) fiirt+—«, 
so dap die Integrale 214,{Y} (v=1,...,n—1) und Qy {¥(t) —Y(— ~)} 


fiir 2,< Rs < x, absolut konvergieren. 


2. Behandlung der Differentialgleichung mit 2,,-Transformation. 


Vorgelegt sei die Differentialgleichung 


(2.1) YM+e¢._, Y@-Y+---+6, ¥'+o Y=Fit) 

im Intervall —-co<t<+o. Die Nullstellen «, des charakteristischen 
Polynoms 

(2.2) p(s) = s*+¢,_, 81+ +++ +O,8+ Cy 


seien einfach : 


(2.3) p(s) = (8 — a)---+ (8 — a,) (a, + a, fiir w+»). 
Zur Festlegung einer bestimmten Lésung sollen die Werte der Funktion Y(t) 
und gewisser Ableitungen fiir t = — oo oder fiir t = + co (Anfangs- bzw. End- 
wertproblem) oder teils fiir t = — oo, teils fiir t = + co (Randwertproblem) 


vorgegeben werden. 
Das Anfangs- und das Randwertproblem fiir die homogene Gleichung ist 
bedeutungslos. Denn jede Lésung der homogenen Gleichung ist eine lineare 
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Kombination der Funktionen en und jede solche Funktion hat z. B. fir 
t+ — co den Grenzwert 0 oder co oder | oder iiberhaupt keinen Grenzwert, 
je nachdem Ra,>O oder Ra,<O oder a,=— 0 oder a,= fi (8 SO) ist. 
Analoges gilt fiir die Ableitungen. 

Wir betrachten daher nur die inhomogene Gleichung und schreiben zu- 
nachst gewisse Anfangsbedingungen vor. Wenn wir das Differentiationsgesetz 
der 2,,;-Transformation anwenden wollen, so muB 


¥’(— 0) = +++ = ¥-(_ 2) = 0 


vorgeschrieben sein. Es sind aber iiberhaupt keine anderen Werte méglich, wenn 
Y’(— oo),..., ¥“~—"(— co) existieren sollen. Denn es konvergiert dann 


0 
[ Y°-Y(x) dz = lim [Y"-®(0) — ¥"-2)(— @)] = ¥"-2(0) —¥"-®(— oo), 


und daher muB, wenn lim Y"~" (zr) =Y¥“~-(— co) existiert, dieser Wert 
™+>— © 

gleich 0 sein. Auf dieselbe Weise zeigt man, daB Y"~*(— o),..., ¥’( — 0) 

verschwinden miissen. Wenn wir also ein Anfangswertproblem stellen wollen, 

so gibt es keine andere Méglichkeit, als zu verlangen: 


(2.4) Y(— co) = beliebiger fester Wert, Y'(— 00) = --- = Y*-"(— w) = 0. 


Es ist klar, daB eine Lésung mit diesen Anfangswerten nicht eindeutig zu 
sein braucht. Denn die Differenz zweier Lésungen geniigt der homogenen 
Gleichung und hat die Anfangswerte 0, stellt also eine lineare Kombination 
der Funktionen e"#* mit R a,>0 dar. Nur wenn keine Nullstellen mit posi- 
tivem Realteil vorhandeh sind, ist die Lésung eindeutig. 

Um den Streifen 7,<%s< 2,, in dem wir das Differentiationsgesetz der 
2,,-Transformaticn anwenden wollen, bequem bezeichnen zu kénnen, nume- 
rieren wir die Nullstellen von p(s) so, daB 
(2.5) Ra, S°'-sRa, £9< Ra, 5°°'sRa, 
ist, und wahlen dann z, und z, so, daB 

0 < 4% < %4< Raya 
ist. Wenn keine Nullstellen mit positivem Realteil vorhanden sind, sei 
0< 44< Ze. 

Um das Differentiationsgesetz anzuwenden, schreiben wir die Gleichung (2.1) 
in der Gestalt 


(2.6) YM+¢,_,¥-D4--- +46, ¥’+ cy [¥(t) —¥(— 0)] = F(t) — & ¥(— ©) 


und setzen voraus, daB 2,,{¥™} und 2, {F (t) — ¢, ¥(— ~)} fiir s = x, und 
8 = x, konvergieren. Mit den Bezeichnungen 


(2.7) Lu {VY —Y(—)} = 9(8), Lu {F () — o% ¥(— ~)} = f(s) 
entspricht dann der Gleichung (2.6) die Bildgleichung 
p(s) 9(s) = f(s) (x%< Rs < x) 


Mathematische Annalen. 126. 22 
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mit der Lésung 


9 3 . 
(2.8) 9 (8) = Soy fle). 
Da die Wurzeln von p(s) einfach sein sollten, ist 
n 
(2.9) _— ; 
p(s) g=1 p' (a) (8 — Ou) 


Bei der Bestimmung der Originalfunktion Q(t) zu ist zu beachten, daB 


l 
p(s) 
vermittels der 2,,;-Transformation einer Bildfunktion in verschiedenen Streifen 
verschiedene Originalfunktionen entsprechen (so wie einer analytischen Funktion 
in verschiedenen Ringgebieten, die durch Singularititen getrennt sind, ver- 
schiedene Laurentreihen entsprechen). Fiir jede einzelne der hier auftretenden 

. . l , , 

Funktionen ee kommen die beiden Halbebenen Rs<Ra, und Rs >Rax, 
ws 
in Betracht, wo sie verschiedenen Originalfunktionen entsprechen. Es ist!®) 


F 
e firt>0 


oe in der Halbebene Rs >R a, , 
$— Oy | 0 firt<0 “ 
0 firt>0O . 
! e—0 | Fy in der Halbebene Rs <R a, . 
S— fy | e” firt<0 


Fiihren wir die Heavisidesche ,,Einheitsfunktion“‘ 


ji fir t>0 


U (t) = 
) |\0 fiir t< 0 


ein, so kénnen wir kiirzer schreiben: 


, f Ute fir Rs >Ra, 
e—o / ‘ A 
8— Oy |- U(—t) fir Rs<Ra,. 
Da wir die Originalfunktion zu in dem Streifen 0<2,<Rs< %y< Rays, 
p(s) 
brauchen, so kommt fiir die «,(u = 1,..., m), die einen Realteil <0 haben, 
die rechte Halbebene Rs >NRa,, fiir die a,(u=-m+1,...,m), die einen 


Realteil > % «,, ,, haben, die linke Halbebene Rs<M «, in Frage, und es ergibt 
sich: 


: a ee a ee 
am SOs ee 


(Na <Rse<NRa,,,;)- 


Setzen wir voraus, daB 2,, {F (t) — cy Y(— ~)} in 24,<Rs< 2, absolut kon- 
vergiert, so existiert nach H B, S. 123, Satz 3 die Faltung 


Qt) * (FW) — @¥(-~)]= f Qt— 2) (F(t) - @¥(- ~)] dr 


1°) Die Tatsache, daB /\s) = 21; {F(t)} ist, driicken wir gelegentlich kiirzer durch das 
Korrespondenzzeichen e—o aus: f(s) e—o F(t). 





Die lineare Differentialgleichung im zweiseitig unendlichen Intervall. 313 


, , . , 
fiir alle ¢ und entspricht in 7,<RNs< x, dem Produkt nie) f(s), weil e~**Q(@) 


beschrinkt ist und 2, {Q(t)} absolut konvergiert. Nach dem Eindeutigkeits- 
satz der 2,,-Transformation (H B, 8. 176, Satz 15) ergibt sich also aus (2.8), 
daB fast iiberall 


x 


+ 
2.11) Y(t) — ¥(— ~) = Q(t) * [F(t) — @ ¥(- ~)] 


ist. Da aber Q(t) beschrankt und somit die rechte Seite nach H B, S. 111, 
Satz 3 stetig ist und Y (¢) als differenzierbare Funktion ebenfalls stetig ist, 
gilt (2.11) ausnahmslos. 

Die Lésung (2.11) wurde abgeleitet unter Voraussetzungen iiber Y(t) und 
F (t), die die Existenz von gewissen 2,,;-Transformierten, also im wesentlichen 
die Integrabilitét bei + co betrafen. Wir untersuchen nun ganz unabhingig 
von der Art der Herleitung, unter welchen Bedingungen fiir F(t) die durch 
(2.11) dargestellte Funktion Y(t) eine Lésung der Differentialgleichung (2.1) 
mit den Anfangswerten (2.4) ist. Da der Integrationsweg in (2.11) sich (nach 
beiden Richtungen) ins Unendliche erstreckt, muB es sich dabei um Bedingun- 
gen handeln, die das Verhalten von F(t) fiir t- + o betreffen. Wir werden 
zwei Arten von Bedingungen zugrunde legen: Das eine Mal werden wir die 
Existenz der Grenzwerte F (— oo) und F'(+ co), das andere Mal die Existenz 


x 


des Integrals { |F(t)| dt voraussetzen. Zunichst betrachten wir aber die 
durch (2.10) definierte Funktion Q (t). 
3. Die GreEensche Funktion des Problems. 
Die Funktion Q(t) hat folgende Eigenschaften : 
a) Sie geniigt fiir ¢ + 0 der homogenen Differentialgleichung : 
d 
(3.1) p(4,) 0 - 0 fir ¢< 0 und t>0. 


Denn sowohl fiir t < 0 als auch fiir t > 0 ist Q(t) eine Linearkombination von 


Funktionen e*“", von denen jede der homogenen Gleichung geniigt. 
b) Wegen U (+ 0) = 1, U(— 0) = O ist 


n 
l 
+ 0)— Q(— 0) = 5” — ; 
Q(+ 0) - Q(- = Y a 
n 
, + 0 -3 , 0 -_ im _ 
O(+ 0) - O(-0) = Fs 
n—1 
Q@-Y (+ 0) — Q@—(— 0) - ‘ “s 
at P' (ay) 


8 


Die rechten Seiten sind bzw. die Summen der Residuen von * sg apa 
p(s)’ p(s) 


n—1 


, also gleich 0 bis auf die letzte, die gleich 1 ist™). Damit ergibt sich: 


8 
p(s) 
4) Vgl. Anm. *), S. 325. 


22* 
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Q(+ 0) — Q(— 0) = Q'(+ 0) — Q'(— 0) = --- = Q*—9(+ 0) — Q"-9(- 0) = 0, 
(3.2) Q@-(+ 0) — Q*@-)(- 0) = 1. 

Die Funktion Q(t) und ihre Ableitungen bis zur (mn — 2)-ten sind daher auch 
in t=0 stetig, wihrend die (n — 1)-te Ableitung den Sprung 1 aufweist. 


Q(t) hat damit die Eigenschaften, die man von einer GREENschen Funktion 
(fiir gewohnliche Differentialgleichungen) verlangt”). 


c) Es ist 
Q(- 00) _ 0 ’ 
0, wenn XN «,,< 0, 
(3.3) Q(+ 0) = se wenn a,,= 0 und kein «, rein imaginir ist, 


nicht vorhanden, wenn es rein imaginire «, gibt. 


Die Eigenschaften (3.1), (3.2), (3.3) bestimmen Q(t) eindeutig™). Denn 
zunichst zeigen (3.1) und (3.3), daB Q(t) in t>0 bzw. t <0 von folgender 
Gestalt ist: 


m 
= vw at ~* 
Qi=- DJ a,e* fir t>0, 
pwp=il1 
n 
Qit)= »Y a enn! fir t< 0 
- » * . 
7 m+1 
Sodann ergibt (3.2): 
m n 
by = id inde 
a 4, _ a, = 0 
wp=l = m+1 
m n 
by er on 
a 4,%, a 4%, 0 
m 1 u=m-+i1 
m e n 9 
v B=—s vw , 
a, &,, a 4,4, = 0 
p=l w=m+il 
m n 1 
y a-i_ dS n— 
a 4%, a 4,4, =] 
w=l p=m+i1 


Das ist ein inhomogenes Gleichungssystem fiir die a,, dessen Determinante 

bis auf das Vorzeichen die VaANDERMONDEsche Determinante, also gleich 
t JT (a, — ,) ist. Da die a, verschieden sind, ist sie +0, so daB das 
a+ 

Gleichungssystem eindeutig lésbar ist. 


12) Der Begriff der GreeNschen Funktion bei gewéhnlichen Differentialgleichungen 
wurde zuerst von H. BurKHARDT 1894 eingefiihrt, wie D. Hitpert: Grundziige einer all- 
gemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig und Berlin 1912, 8. 40, er- 
wahnt, wo fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter verschiedenen Rand- 
bedingungen die GreENschen Funktionen aufgestellt werden. Fiir Gleichungen beliebiger 
Ordnung siehe M. BOcuer: Lecons sur les méthodes de Sturm. Paris 1917, 8. 100. 

8) Vgl. hierzu fiir die GreeNsche Funktion im endlichen Intervall das in Anm. *) 
zitierte Buch von Bécuer, 8. 100—102. 








Die lineare Differentialgleichung im zweiseitig unendlichen Intervall. 315 


Ubrigens verschwindet nicht nur Q(t) fiir t = — oo, sondern auch seine 
simtlichen Ableitungen. 


4. Liésung unter Voraussetzung der Existenz von F (— oo) und F'(+ oo). 
Wir setzen jetzt voraus, daB F (t) stetig ist und daB 


(4.1) lim F(t) = F(— oo), lim F(t) = F'(+ oo) 
t+ — t+ + 
existieren. Dies hat zur Folge, daB Y(— co) im allgemeinen nicht beliebig vor- 
geschrieben werden kann. Weil namlich Y, Y’,..., ¥“~" stetig sind, ergibt 
sich aus (2.1), daB auch Y™ stetig, also integrabel ist: 
0 


f Y() dt =Y°-%(0) —Y@-(— @). 


—-w 


0 
Da lim ¥“—(— w) = Y“~—(— co) existiert, konvergiert f{ Y(t) dt. Ferner 


@—> oo — co 

existiert Y(— oo) auf Grund von (4.1), (2.4) und (2.1). Dann kann aber nur 
Y™(— co) = 0 sein. Da somit alle Ableitungen von Y(t) von der ersten bis 
zur n-ten fiir t+ — oo verschwinden, folgt aus der Differentialgleichung: 


(4.2) Cy Y(— co) = F(— 00). 

Das bedeutet: Ist cg+ 0, so kommt nur der Anfangswert 
F(— 

(4.3) Y(— co) = = a 


in Frage. Ist cy= 0, d. h. ist eine der Nullstellen «, gleich 0, so mu8 
(4.4) F(— «) =0 
sein, und Y(— co) ist dann beliebig. 

Es fragt sich nun weiter, unter welchen Umstinden das Integral in (2.1D) 
konvergiert. Es setzt sich wegen der verschiedenen Gestalt von Q(t) fiir t>0 
und ¢ < 0 zusammen aus Integralen der Form 


t 

(4.5) f e*u"— (F(z) — cg ¥(— «)] dr mit ® a, <0 

und - 

(4.6) f &°—? TF (x) — eg ¥(— ~)] dt mit Ra, > 0. 
i 


Wegen (4.1) konvergieren die Integrale (4.6), ebenso die Integrale (4.5) mit 
Ra,< 0. Dagegen braucht (4.5) fiir R «,= 0 nicht zu konvergieren, obwohl 
nach (4.2) 

lim [F(t) — c, ¥(— )]=0 


ist. Wir miissen also zusitzlich annehmen: 
p(s) soll keine Nullstellen «, mit R a, = 0 haben. 


Es ist dann insbesondere s = 0 keine Nullstelle, also c,+ 0, so daB (4.3) gilt. 
Wir zeigen nun, daB unter den obigen Voraussetzungen die durch (2.11) 
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gegebene Funktion 


Y(t)=Y(—~)+ f/f Q(t—1)[F(t)-—o, ¥(-— ~)]dr 
die Differentialgleichung (2.1) befriedigt. Da Q’(t),..., Q“-(t) fiir alle t 
existieren und stetig sind und die durch Differentiation unter dem Integral 
entstehenden Integrale in der Umgebung jeder Stelle gleichmaBig konvergieren, 
so ist 


(4.7) 


Y"-Ye= f Q*-YV(t— 1) (F(t) — o ¥(— ~)] dr. 
Da ferner Q“~"(t — rt) an der Stelle r = ¢ unstetig ist, zerlegen wir zur Bil- 
dung von Y(t) das Integral fiir Y“— (t) folgendermaBen: 


t 
Y"-D(t)= f Q*-Y(t— zt) (F(t) — ¢ ¥(— ~)] dr 


f Q@*-Y(t — t) (F(t) — | Y(— ~)] dr 


i 

und kénnen dann die Differentiation nach der Regel fiir die Differentiation 
eines Integrals nach einem in den Grenzen und im Integranden vorkommenden 
Parameter durchfiihren, da Q(t — rt) in jedem Einzelintegral stetig ist: 


t 
Y(t) = f QM(t—t) (F(t) — eg ¥(— 20) ] dt + Q"— (+ 0) [F(t) — eg ¥(—»)] 


x 


(4.8) + f QU(t — 1) (F(t) — eg ¥(— ~)] dr — Q@- (— 0) [F(t) — e, ¥(— ~&)] 
t 


f QM (t — t) (F(t) — oy ¥(— ~)] dt + [F(@) — ¢, Y(— ~)]. 
Hierbei ist (3.2) beriicksichtigt worden. Da Q(t) die homogene Differential- 
gleichung befriedigt, ergibt sich aus (4.7) und (4.8): 


Y(t) + Cy_y YOY (t) + +++ + eg ¥(t) = [PF (t) — cy ¥(— &)] + eg ¥(— ~) = F(t). 


Um nun weiterhin die Grenzwerte von Y(t), Y'(t), usw. fiir t+ — 0 fest- 
zustellen, schicken wir folgende Hilfssitze voraus: 


Hilfssatz 6. D(t) sei stetig und habe fiir t+ + «© die Grenzwerte @(+ ~) 
bzw. P(— ~). Dann gilt fiirR « < 0: 


t (es fiir t+—x 
f ex ”) P(r) dt — a 
j @(+ co) vl 

: ra fiir t>+«. 


Beweis: Es ist 


fir r< — 
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Wenn schon t < — T ist, so ist 


t t 
om (P(r) — D(— ~w)] dr <e f e%*-%dr= —e- , 


— od 
also 


t ; t o(— ») 
f &©-9 @(t) dt+@D(— ow) f e¢-%dr= —y fiir t+ —.co, 


Ferner ist 


P(t) — D(+ ~w)| <e fir rt > T, 
und, da @ stetig ist und fiir t+ — oo einen Grenzwert hat: 
@(t)-— D(+ x) <M fir t< T, 


also, wenn schon t > T ist: 


t T t 
| f &€—9 (D(x) — B(+ w)] dt) <M f e®*¢-Ydr + ¢f &at-Vdz 


— T 
er att—T) 1—eret—7) . e 
. ——_ —Ra —Ra 


fiir alle hinreichend groBen ¢ > 7’, d. h. 


t t 
f &@-9 O(t) dt +D(+ ow) f &@-dr = 


Hilfssatz 7. D(t) sei stetig wnd habe fiir t+ + co die Grenzwerte @(+ co) 
bzw. @(— co). Dann gilt fiirR «> 0: 


a fiir t+ + x0 


+ oo , ) S- ma. fiir t+ — ~@ 
e*€-9) D(t) dr> 
H eT ) O40) pirpiine 
= fiir t+ + ~, 
Dieser Satz laBt sich durch die Substitution t = — u,« = — B, t=—r 
auf den vorigen zuriickfihren : 
co r 
fe@-Y@O(r)dr= f &@- B(— u) du. 
t — oo 


Wir schreiben nun Y(t) unter Benutzung von (4.2) in expliziter Gestalt so: 


t 
¥(t)=¥(- 0) + Ya fee? [P(e — F(— 0] dt 
Ra ,<0 P'(%u) in 
(4.9) + co 
“ 1 a (t—r) P 
“ies p’ (ay) H i (F(t) — F(— ~)]dr. 
-—_— 
Nach Hilfssatz 6 und 7 streben die Integrale gegen 0 fiir t+ — oo. Also ergibt 
sich : 
Y(t) > Y(— «) = si = fiir t+ — o, 
0 


Fiir die Ableitungen bis zur (n -- 1)-ten erhalt man nach (4.7): 
a” t 
YOn?= FY —*. fe“ (P(x) —F(—0)] dt 
(4.10) Ra,< 0 Pp (%&p) -_@ 
a” 


— -_ ; 
Ra, >0 P’(%) 


f eet-9 [F(t) —F(—0)]dr (v=1,...,n—1). 
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Auch hier streben die Integrale gegen 0 fiir t+ — oo, also gilt: 
YO ()+0 fiir t+-—o (y=1,...,n—1). 
Y(t) erfiillt also alle Anfangsbedingungen. 

Nebenbei wollen wir noch feststellen, daB Y(t) und seine Ableitungen auch 
Grenzwerte fiir t+ + co haben, wenn keine Nullstelle «, mit R «, = 0 vorkommt. 
Nach Hilfssatz 6 und 7 ist 
lim Y(t)=Y¥(- ©) - y — 


ood ay P(e) 


[F (+ 00) — F(— 0)]. 


t++ oa 


‘ , ] ‘ 1 : ; 
aaa ist das Residuum von spies) in a, (a, + 0). ope) besitzt onl 4 


den Punkten a, 0 auch noch ein Residuum in s=0 zum Wert _"< 


(¢9+ 0). Die Summe aller Residuen ist gleich 0, weil p(s) mindestens vom 
Grad 1, also s p(s) mindestens vom Grad 2 ist. Daher ist 


(4.11) ae eee 
‘s. 1 GP la) 


und folglich wegen (4.2): 


Y(+ 00) = F(+ co) : 
Co 
Fiir die Ableitungen ergibt sich nach (4.10) und den Hilfssaitzen 6 und 7: 
n oie 
im IO) = — 2 man [F (+ cc) — F(— oo)] (y=1,...,n—1). 
Wie schon in Abschnitt 3 unter b) bemerkt, ist 
e «@’-! 
>. — =1,...,8—1 
A. Pe) ad rt. 
also 
Y'(+ co) =--- = Y"-D(4 wo) = 0. 


SchlieBlich zeigen wir noch, daB Y(t) sich unter den jetzigen Voraus- 
setzungen auf eine einfachere Gestalt bringen laBt. Nach (4.9) ist 
, » 1 , 
¥(t)=¥(—-~)+ 3 f e'n® 


—rt) 
nu) ( ) T (- oo) 5s 
Re io Pl = I T dt I ’ 1 


. Ra,.<0 Oy P’ (ay) 

_ - f eae -? F(z) dt+F(-«) ¥ . 
Ra, >0 P'S) 5 Ra,>0 ty P(t) 

oder wegen (4.11): 

F(— o) 


Y(t) =Y(— «) + f Qt — t) F(t) dr —- Pm 


= f Qt- t) F(t) dt. 


Die Ergebnisse fassen wir so zusammen: 
Satz 1. Vorgelegt sei die Differentialgleichung 
YM + ¢,_,Y@-Y+---+6, ¥'+ oq Y=F it) 
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im Intervall — 0 <t< +o. Das charakteristische Polynom 
p(s) = 8* + C,_, 8-1 + -+++6,8+ C% 


habe die einfachen Nullstellen a,,..., %,. F(t) set stetig und besitze die Grenz- 
werte 
lim F(t)=F(— oo), lim F(t)=F(+o). 


t+— 2 t+ + @ 


Gesucht wird eine Lésung mit gegebenen Anfangswerten 
Y(— 0), Y’(—),..., Y®—(— oo). 


Eine solche Lisung existiert im allgemeinen*) nur, wenn keine Nullstelle a, 
den Realteil 0 hat (so daB c,+ 0), und 
, F(— co) 
Y(— 00) = . 


ist. Die allgemeine Lésung lautet dann: 


: Y'(— 0) =--- = Y¥@-(— wo) = 0 


¥i)= f Qt—r)F(t)dr+ ZS ke (k,, beliebig) 
— oo Ra,, >0 
mit der GREENSschen Funktion 
1 at 7” 1 at 
eee ee 
Q (t) TO a Pen) ( asso Plan" 


Sie ist nur dann eindeutig, wenn p(s) keine Nullstelle mit positivem Realteil 
hat. Die spezielle Lésung 


+ co 
Y,@)= f{ Q(t—1)F(t)dr 
hat die Endwerte 
Fo(+ 00) = FE) | ¥e(4 00) = +++ = ¥Y-D(+ co) = 0. 


Diesem Ergebnis kann man nun eine andere Wendung geben. Schreibt 
man statt der n Anfangswerte die zwei Randwerte 
F(— y F(+ 00) 
... Virea— 


7 = Co Co 
vor, so ist die Lésung, falls eine solche existiert, eindeutig, denn die Differenz 
zweier Lésungen befriedigt die homogene Differentialgleichung und hat die 
Randwerte 0, muB also identisch verschwinden (gleichgiiltig, welche Werte 
die «, haben). Unter den Voraussetzungen von Satz 1 hat die spezielle Losung 
Y,(t) die verlangten Randwerte, also ist sie die gesuchte Lésung. Wir er- 
halten daher: 

Satz 2. Wenn p(s) nur einfache Nullstellen mit Ra, 20 hat und F(t) 
stetig ist und die Grenzwerte F(— ©) und F'(+ oo) besitzt, so wird die einzige 
Lésung der Differentialgleichung mit den Randwerten 

" ] . 1 
¥(— 0) =--F(-), Y(+ co) =—-F(+ o) 
“0 


Co 


*) Das bedeutet: wenn F(t) nicht noch weitere Bedingungen erfiillt. 
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gegeben durch 
Yit)= ( Q(t—1)F(r)dr. 
5. Lésung unter Voraussetzung der Existenz von f F(t)| dt. 


Wir machen nunmehr auBer der Stetigkeit eine andere Voraussetzung iiber 


+ 2 
F (t), namlich die, daB f |F(t)| dt existiert. Auch in diesem Fall kann Y(— co) 


nicht beliebig vorgeschrieben werden. Denn zunichst folgt, daB 


0 0 
(5.1) f {Y¥M(z) + ¢,_, YO—M(r) + +--+ eq, Y(t) + qq ¥(t)}dr= f F(r)dr 
sein mu8. Wenn nun fiir Y, Y’,..., ¥“~” Anfangswerte vorgeschrieben 


sind, so existiert 
0 


f Y (x) dr = lim [Y"- (0) — ¥*-(— @)] = ¥"-YO) — Y"-(— 2) 


’ 


ebenso 
0 0 
f Ye-(<)de,..., f V(x) de. 
Daher existiert wegen (5.1) auch 
0 
f ¥(x) dr. 


Wenn Y(t) fiir r+ — o einen Grenzwert hat, so kann dieser also nur 0 sein. 


Es ist somit jetzt vorzuschreiben : 
(5.2) Y(— «) =0. 


Infolgedessen nimmt die Funktion (2.11) von vornherein die Gestalt an: 
(5.3) Y(t)= ( Q(t—1) F(t) dt. 

Man iibersieht sofort, daB die Einzelintegrale (4.5) und (4.6) simtlich kon- 
vergieren, auch die Integrale mit «,=— 0 und mit rein imaginarem «, . 

DaB Y(t) die Differentialgleichung befriedigt, ergibt sich auf dieselbe Weise 
wie in Abschnitt 4. Um die Anfangswerte festzustellen, formen wir die Einzel- 
integrale in (5.3) durch partielle Integration um: 
t 


t t 
Ra, <0: f ewe ~” P(r) dt = ee” f F(u)du 


t t 
+ , fee dr f F(ujdu 
§ § a,_(t—r) : 
(5.4) = { F(r)dr+a, fe* dx { F(u)du, 
dies strebt nach Hilfssatz 6 gegen 0 fiir t+ — oo; 
Ra, >O: f ee "—” Pz) dt = — frre F(ujdu —«, fern “Pde f F(u) du 


t r t t 


= f F(t)dt—a, fe“ dr f F(u) du, 
t tT 


«t- 


(5.5) 
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dies strebt nach Hilfssatz 7 fiir t+ — oo gegen 


os [ Ployar 
f F(e)de— «, |, =0. 
Die Integrale mit «,= 0: 
rq dt, 


— 


und mit rein imaginaren a, = i B,: 


- 
f e fu’ —” Biz) dt, 
streben trivialerweise gegen 0 fiir t+ — co. Also ist Y(— 0) = 0. 
Formt man die Ableitungen Y(t) [vgl. (4.10)] analog zu (5.4) und (5.5) 
um, so erhalt man: 


’ 
u“u 


Y« (t) - D . 
x @4<0 P (ou) 


t t t 
fF drt+a, fee"—Pdr f F(u)du 


= | f F() dr—a, f eu’? dy f F(u) dul 
i 


Ra, >0 P'(ay) t r J 


t 
f ee"—” Pz) dr (y =1]....,2- 1). 


’ 
, 4 


Re 0 p'(&y) ~ 


Wie bei Y(t) streben alle Einzelintegrale fiir t+ — o gegen 0. 
Analog zum vorigen Abschnitt stellen wir noch den Grenzwert von Y(t) 
fiir t+ + co fest. Nach Hilfssatz 6 und 7 ist 


; ac ‘Fear 
aay Plan) \ f F(t)dr+a,— 
Ra, < - 


x 


Y(+ co) = 


“s — Oy j 


1 
0 — ( 
aap) {0 — 0} 


Ra,>0 P 

l = =P 

p’(0) -* F(t) dt (falls ein a, = 0) 

i | x 1 at : —a,T 

ay ZS wy [oe Pwd. 
t++c Ra,=0, a0 Pp (&u) 5 


Der letzte limes ist im allgemeinen nicht vorhanden (nur wenn { e ““" F(t) dt 
0 ist, ist er gleich 0). Wir kénnen also im allgemeinen den Grenzwert von 
Y(t) fir t++ oo nur bilden, wenn p(s) keine imaginiren Nullstellen hat. 
Dann ergibt sich: 
; . F(t) dt, wenn ein «, = 0, 
¥(4+ ~) = {Po 1° > 


0 ; wenn alle «,+ 6. 
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Damit haben wir bewiesen: 


Satz 3. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung habe nur 
einfache Nullstellen, die aber beliebige Werte haben kinnen. F (t) sei stetig, und 
es set 

Jf \F(b| dt < 0. 


— oo 
Eine Lésung im Intervall (— «©, + co) mit gegebenen Anfangswerten existiert 
nur, wenn diese simtlich verschwinden: 


¥(— 00) = ¥"(— 0) = --- = ¥"-0(— 00) = 0. 
Die allgemeine Lisung lautet dann: 


Yit)= f Qt—)F(e)dr+ ZF ke (k,, beliebig) 
— oo Re >O 
mit 
. 1 at 1 at 
th=U(t) S : r - Gtx S? ns we 
oe incee P'(%p) ‘ “ake Pp’ (ay) ‘ 


Die spezielle Lésung 
Y,(@)= { Q(t—1) F(t) dr 


— oo 


hat im allgemeinen einen Endwert Y,(+ 0) nur dann, wenn keine Nullstelle von 
p(s) rein imagindr ist. Es ist 
l + @ 
7 F (t) dt ir co= 0, 
Y,(+ 00) = p’(0) e fiir Cy 
0 fiir co + 0. 
Aus dem letzten Ergebnis folgt analog zu Satz 2: 
Satz 4. Wenn p(s) nur einfache Nullstellen hat, von denen keine rein ima- 
yindr ist, und wenn F (t) stetig sowie 


f \F (t) dt<« 
ist, so wird die einzige Lésung mit den Randwerten 
{ Fiat fiir co= 0, 


— oo 


0 fiir c+ 0 


1 
Y(—«)=0, ¥(+ 0) ={ PO 


gegeben durch 
Y(t)= f Q(t—1)F(t)dr. 


Rein imagindre Nullstellen «,= i 6, von p(s) sind zuldssig, wenn die 8, Null- 
stellen der Fourier-Transformierten von F (t) sind"): 


+ co 


f & Pw dt=0. 


— © 


**) Man kann das so ausdriicken: In dem Spektrum von F(t) soll die Eigenschwingung 
ft 


e* 


der Differentialgleichung nicht vorkommen. 
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6. Weitere Lisungen. 


Wir haben in Abschnitt 2 zu der vermittels 2,;-Transformation erhaltenen 
Bildfunktion (8) diejenige Originalfunktion Y(t) —Y(— o) hergestellt, die 
ihr in dem Streifen 0<Rs<Na,,,, entspricht. Dieser Streifen wurde des- 
halb zundchst ausgewahlt, weil die ihm zugeordnete Lésung am iibersicht- 
lichsten beziiglich der F(t) aufzuerlegenden Bedingungen ist. Man kann nun 
weiter die Riicktransformation auch in den iibrigen Streifen vornehmen, wo- 
durch Lésungen mit anderen Bedingungen fiir F(t) entstehen. Solange man 
das in Hilfssatz 5 formulierte Differentiationsgesetz benutzen will, muB der 
Streifen in der rechten Halbebene der s-Ebene liegen. Es sei o > 0 eine Zahl, 
die von allen R a, verschieden ist, so daB die a, in die beiden Klassen mit 
Ra,<o und Ra, >o zerfallen (eine der beiden Klassen kann leer sein). In 
dem Streifen zwischen den «,, der den Punkt o enthilt, entspricht der Bild- 
funktion a die Originalfunktion 

p(s) 4 
. 4 1 at — 1 at 
(6.1) Qit)= Ut) 5 ew'_U(-t) J ae 


7 — ~€ 
Rai<o Pp’ (ap) Ra, >a Pp (ay) 


Unter f(s) ist jetzt die Bildfunktion zu verstehen, die der Originalfunktion 
F (t) — ¢g Y(— co) in dem Streifen mit dem inneren Punkt o entspricht. Dann 


gehért zu der Bildfunktion say f(s) wieder eine Funktion der Gestalt (2.11), 
wobei aber Q(t) jetzt die Form (6.1) hat, im iibrigen jedoch analoge Eigen- 
schaften wie die friihere GrEENsche Funktion besitzt. 


Um Konvergenz des Faltungsintegrals zu erzielen, wird man jetzt zunichst 
(in Analogie zu Abschnitt 4) voraussetzen, daB 


(6.2) F (t) — ¢, Y(— ~) = O(e"*) fiir t+ +0 


ist. Da hieraus 
F(t) — c Y(— ~) = o0(1) fiir t+ — co 


folgt, ergibt sich auch hier die Gleichung (4.2), so daB im Falle c,+ 0 fir 
Y(— cc) nur der Wert - F(— co) in Frage kommt, wahrend fiir c,= 0: 
0 
F(— co) = 0 sein muB und Y(— o) beliebig ist. DaB die Funktion (2.11) die 
Differentialgleichung befriedigt, ergibt sich wie in Abschnitt 3, wahrend das 
Erfiilltsein der Anfangsbedingungen jetzt durch einfache Abschatzung folgt, 
z. B. fiir die Integrale in Y(t): 
; t—r) | ; Ra ({—r)+or 
Ra <a: f fue" [F(t)-—c, ¥(—~)]dtr}sC fe dt 


“ 
— oo — oo 


C 


ot 


e * 
o—Ra, +0 fiir t> — ~, 


bo 


Ra >a: f ewe? [F (tr) — ¢ Yy(- co) ] dr <C f ent — +r 2. 
| ¢ 


t 
e” . 
Ra,—o +0 fiir t+ — co 
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G. Dortscu: Die lineare Differentialgleichung im zweiseitig unendlichen Intervall. 


Man kommt damit zu einem ahnlichen Resultat wie in Satz 1, nur wird jetzt 
die Voraussetzung (6.2) gemacht, und die Lésung behalt die kompliziertere 
Gestalt (2.11). 

Ein Analogon zu Satz 3 erhalt man durch die Voraussetzung 
(6.3) f e-*|F(t) — ¢, ¥(— )| dt < o. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, daB o gréBer als alle R «, ist. Dann 
hat Q(t) die Gestalt 

a 1 at 
= UJ a u 

(6.4) Q(t) =1 OP = ee 
und es ist 


t 
(6.5) Y¥(t)—Y¥(—«)= f Q(t—t) [F(t) — @¥(— ~)] dr, 

wobei vorauszusetzen ist: 

(6.6) F (t) — ¢, ¥(— ~) = O(e") fiir t+ + «© mito > Mx (R a,,, 0). 

ls“«sn 

Diese Lésung hingt nur von den Werten von F (rt) fiir r<¢t ab, ist also den 
durch die Vergangenheit determinierten Systemen am besten angepaBt, falls 
positive R «, vorkommen. 

Will man Lésungen konstruieren, die den Streifen in der linken Halbebene 
zugeordnet sind, so mu8 man dasjenige Differentiationsgesetz der £,;-Transfor- 
mation verwenden, das fiir s- Werte mit Rs<0 gilt und in dem selbstverstindlich 
die Endwerte Y(+ co), ¥Y’(+ co), usw. anstelle der Anfangswerte vorkommen. 

Mit derselben Methode lassen sich auch Systeme von Differentialgleichun- 
gen im zweiseitig unendlichen Intervall behandeln. 


( Bingegangen am 9. Januar 1953.) 
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Periodische Lésungen 
des restringierten Dreikérperproblems, 
die sich erst nach vielen Umlaufen schlieBen*). 


Von 
J0rGEN Moser in Géttingen. 


I. Das restringierte Dreikérperproblem ist hiufig, insbesondere in drei 
groBen Arbeiten von G.D.Brrxuorr, untersucht worden!). Dort wird auch die 
Existenz periodischer Lésungen nachgewiesen, die sich erst nach vielen Um- 
laufen schlieBen. Dazu wird ein auf Porncar& zuriickgehender Fixpunktsatz 
bei einer Ringtransformation, das sog. letzte geometrische Theorem von 
PorncaRE, benutzt. Dabei sind viele genauere Betrachtungen iiber die Lé- 
sungsmannigfaltigkeit im GroBen erforderlich. Hier soll nun zum Nachweis 
solcher periodischen Lésungen, die sich erst nach vielen Umliufen schlieBen, 
ein Fixpunktsatz von BrrkHoFF verwendet werden, der sich auf inhaltstreue 
analytische Abbildungen im Kleinen bezieht. Auf die Weise ist es méglich, 
eine genauere Aussage iiber die Lage der gefundenen Lésungen zu machen 
Die SchluBweise verliuft wie in einer von C. L. Stecet gehaltenen Vorlesung 
iiber Himmelsmechanik?). Die Schwierigkeit liegt vor allem darin, die Voraus- 
setzungen fiir den Brrxnorrschen Fixpunktsatz als erfiillt nachzuweisen. 


Die Fragestellung des ebenen restringierten Dreikérperproblems ist ‘die 
folgende: Es seien drei Massenpunkte P,, P,, P, gegeben, die sich nach dem 
NewrTonschen Gesetz anziehen. Dabei wird die Masse von P, als Null ange- 
nommen, so daB die Bewegung der Massenpunkte P, und P, von P, unab- 
haingig wird, und es wird insbesondere vorausgesetzt, daB P,, P, mit der 
Winkelgeschwindigkeit 1 um ihren Schwerpunkt in Kreisbahnen umlaufen. 
P, bewege sich in derselben Ebene wie P, und P,. Es wird nach der Bahn 
von P, gefragt. 


Die Gravitationskonstante werde zu 1 normiert und die Masseneinheit so 
gewahit, daB P, die Masse 1 — uw, P, die Masse w hat; 0<u<l. Fihrt man 
ein mit der Winkelgeschwindigkeit 1 rotierendes Koordinatensystem (Ko- 
ordinaten 2,, Z,) ein, das so gewahlt ist, daB der Ursprung im Schwerpunkt 
von P, und P, liegt und P,, P, auf der z,-Achse liegen, so lautet das 


*) Diese Arbeit wurde durch die Unterstiitzung der deutschen Forschungsgemeinschaft 
ermdéglicht, der ich hier meinen ergebensten Dank aussprechen méchte. 

2) G. D. Brmxnorr: The restricted problem of three bodies, Rend. Circ. mat. Palermo 
39, 1—70 (1915); G. D. Brirxnorr: Sur le probléme restreint des trois corps I, II Annali R. 
Scuola Normale Superiore Pisa (2) 4, 267—306 (1935) und 5, 1—42 (1936). 

*) C. L. Srzczt: Himmelsmechanik, Vorlesung, gehalten im Wintersemester 1951/52 
an der Universitat Géttingen, als Manuskript vervielfaltigt; S. 175—176. 
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Differentialgleichungssystem fiir P, mit den Koordinaten z,, z,: 
z= H 
ke vy, 


(1) ¥,=—H,, 


(k = 1, 2) 


1 7 l— yp 
H => (yit+ Yj) + %w— % ¥e- SS = rt: 
((z, + # — 1)*+ 2) ((t1 + )*? + 23)? 
Alle auftretenden GréBen sind reell. 

Dieses Differentialgleichungssystem vierter Ordnung wird fiir kleine Werte 
von yz untersucht. Fir u = 0 ist (1) das Differentialgleichungssystem des 
Zweikérperproblems; insbesondere findet man als periodische Lésungen fiir 
pe = 0 die Kreisbahnen 

%=ecoswmt, y4=—(w+I1esnat 


2 it + 1)? 9? = 0. 
) %,=-osinwt, y= (w+ Il)ecoswt mstegitie Seg: 


: : i. - . - eee P 
Die Periode ist ee Mit Hilfe der Kontinuitétsmethode von Pormcaré lassen 
sich, wie unten ausgefiihrt wird, fiir kleine Werte von yu in der Nihe dieser 


Kreislésungen (2) auch periodische Lésungen von (1) mit derselben Periode =e 


‘ 1 , ‘ 
nachweisen, falls w + = fir n=+1, +2,.... Diese Lésungen durchsetzen 


die Ebene x,= 0, und da das Differentialgleichungssystem (1) die Zeit t nicht 
explizit enthalt, kann man z,(0) = 0 annehmen. Wir bezeichnen die Anfangs- 
werte dieser periodischen Lésungen fiir t= 0 mit &,(u), ™(u) (& = 1,2), so 
daB &,(u) = 0 ist. Dann ergeben sich die &,(), 7, () als fiir kleine Werte von yu 
konvergente Potenzreihen. Ferner bezeichnen wir mit A (u) den Wert von 
H fiir diese periodische Lésung. 

Die SchluBweise zum Nachweis periodischer Lésungen, die sich erst nach 
vielen Umlaufen schlieBen, ist die folgende: Bei festem hinreichend kleinen yu 
werden die Lésungen von (1) mit folgenden Anfangswerten betrachtet : 

(3) % = §,(#) + @ 2, 6 dah fir t = 0. 
w”%A= mH) +(~+ley, H=h(u) 

Dabei sind z, y reelle Parameter. Fiir hinreichend kleine Werte von z, y, u 

ist hierdurch die Lésung eindeutig festgelegt, da H, = wo +0 fir x= y 

=p=0, t=0 gilt. Fir z= y=0 erhalt man die pe-riodische Ausgangs- 

lésung. Fiir hinreichend kleine Werte von z, y werden die betrachteten Lé- 


sungen nach einer Zeit t = 7’, die nur wenig von as verschieden ist, wieder die 
Ebene z,= 0 schneiden. Nach allgemeinen Siatzen iiber Differentialgleichungs- 
systeme ergibt sich 7' als eine fiir kleine Werte von z, y, u konvergente 
Potenzreihe. Fiir ¢ = 7 erhalt man dann 

x= &(u) + @ X, z= 0 
%= mu) + (w+ leY, H = h (up) 
wobei sich auch die X, Y als konvergente Potenzreihen in z, y, uw ergeben, 
wenn z, y, u hinreichend klein sind. Da z = y = 0 der periodischen Lésung 


(3°) (¢=T), 
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entspricht, wird X = Y = 0 fir x= y= 0 und kleine Werte von yw. Auf 
diese Weise wird zwischen den zx, y und den X, Y eine analytische Abbildung %: 


X = f (x,y; p) 


(4) Y= g(z,y; 4), 


die den Nullpunkt als Fixpunkt hat, vermittelt. Mit W?(p=1,2,3...) 
werde die p-mal iterierte Abbildung bezeichnet. Dann entspricht jedem Fix- 
punkt von 2%? eine Lésung von (1), die periodisch ist. Jedem solchen Fixpunkt 
von Q? aus einer hinreichend kleinen Umgebung des Ursprungs, der nicht auch 
Fixpunkt von 2*(k = 1, 2,..., p — 1) ist, entspricht eine periodische Lésung, 
die die Ebene z,= 0 in einer geeigneten Umgebung der periodischen Aus- 
gangslésung genau p-mal trifft, oder, wie man auch sagen kann, die sich erst 
nach p Umliufen schlieBt; offenbar gilt auch das Umgekehrte. Damit ist 
die Frage nach den periodischen Lésungen, die sich erst nach vielen Um- 
laufen schlieBen, auf die Untersuchung der Fixpunkte von Q? zuriickgefiihrt. 

Aus der Tatsache, daB das Differentialgleichungssystem (1) kanonisch ist, 
leitet man her, daB die Abbildung 2 inhaltstreu ist?) : 


(5) f-9y— fyGe= it. 
Derartige inhaltstreue Abbildungen wurden eingehend von G. D. BrrKHoFF‘) 
untersucht und Normalformen angegeben. Wesentlich fiir die Diskussion ist 


; . (af ; _ 
die Matrix - ‘) der linearen Glieder von 


f(t, y;m)= art Bytersss> 

g(t, y;w)— yet dyte--rsss 
Wegen (5) wird a 6 — 8 y = 1, also das Produkt der Eigenwerte von (*5) 
gleich 1. Fiir u = 0 ergeben sich die Eigenwerte als zueinander konjugiert 
komplex; sie werden daher mit A, A bezeichnet. Man hat AA = |A/*?= 1. Unter 
der Voraussetzung A+ + 1 folgt hieraus, daB die Eigenwerte von (° A auch 
fiir kleine Werte von uw zueinander konjugiert komplexe konvergente Potenz- 
reihen in w sind. Gilt ferner A*+ 1, A*+- 1 (was A + + 1 impliziert), so kann 
man eine solche reelle inhaltstreue Transformation &: 


a=f,(a,b;4), X=f, (A, B; pm) 
y = g, (a, 6; p), Y = 9, (A, B; pz) 
finden, daB F-1 2A TF = die Gestalt 
. A= acos ¥+bsin x+, 
(6) B=-—asin y+ bcos ¥+ Q, 
3) Vgl. z. B. G. D. Brrxnorr: Dynamical Systems, New York 1927. 


*) G. D. Brrxuorr, Surface Transformations and their dynamical applications, Acta 
math. 48, 1—119 (1920). 
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mit 7 = ¢)+ ¢,(a?+ b*) erhalt. Dabei sind f,, g, fiir hinreichend kleine a, b, u 
konvergente Potenzreihen und J,, Q, Potenzreihen in a, b, uw, die nach Po- 
tenzen von a, b geordnet nur Glieder von mindestens viertem Grade enthalten. 
Die cy, ¢, ergeben sich als Potenzreihen in yp. 

Fiir solehe Abbildungen 2% hat unter der Voraussetzung c,+ 0 der Brrx- 

HorFsche Fixpunktsatz5) Giiltigkeit: In jeder Umgebung des Ursprungs gibt 

- : x 0 Ader 
es zu geniigend groBem p = 1, 2,... Fixpunkte r= (*) + (3) der iterierten 
Abbildung 2? :2’x = r. Wéahlit man insbesondere p als Primzahl und die 
betrachtete Umgebung hinreichend klein, so folgt leicht, da8 die Punkte 2* r 
fiir k= 1,2,..., p alle voneinander verschieden sind. Solche Fixpunkte 
fiihren zu periodischen Lésungen von (1), die sich erst nach p Umlaufen 
schlieBen. 

Fiir diese SchluBweise ist die Voraussetzung c,-+ 0 wesentlich. Diese Tav- 
sache soll im folgenden bestatigt werden. Da c, eine Potenzreihe in ys ist, 
geniigt es, c,+ 0 fiir «4 = 0 nachzuweisen. Damit ist die Frage auf die Unter- 
suchung von 2 fiir u = 0 zuriickgefiihrt. Es soll gezeigt werden, daB 


2x. 


i 22 3 (w+ 1) : P . £ oe. 
(7) > = a x (a? + 5), A=e 
wird. 
Zusammenfassend erhalt man das Resultat: Es sei 
3 4 
a 4 19 
o+0,--,> (#=+1,+4 2, oveeas ) 


fest gewihlt. Dann gibt es fiir jedes feste hinreichend kleine uw und zu einer 
geniigend groBen Primzahl p in der Nahe der periodischen Ausgangslésung 
periodische Lésungen des Differentialgleichungssystems (1), die sich erst nach 
p Umlaufen schlieBen, d.h. Lésungen, die die Ebene z, = 0 in einer geeigneten 
Umgebung der Ausgangsstelle z,= 9, r,=0, y,= 0, y,= (m+ 1)0 genau 
p-mal treffen. Folglich gibt es zu jedem hinreichend kleinen yu unendlich viele 
periodische Lésungen von (1). 

Fiir 4 = 0 sind dies offenbar Ellipsenbahnen von P;, deren Umlaufszeit 
mit 2 z ein rationales Verhiltnis besitzt. Diese Bahnen schlieBen sich in dem 
rotierenden Koordinatensystem erst nach vielen Umlaufen. Man kénnte auch 
versuchen, periodische Lésungen von (1), die sich erst nach vielen Umliufen 
schlieBen, aus diesen Ellipsenbahnen mit der Porncariéschen Kontinuitits- 
methode zu gewinnen. Dazu wire zuniachst noch der Nachweis erforderlich, 
daB die Voraussetzungen fiir diese Methode erfiillt sind. Ferner brauchen diese 
Lésungen nicht mit den hier gefundenen iibereinzustimmen, da letztere in der 
Nahe der periodischen Ausgangslésungen liegen, wihrend erstere in der Nihe 
der Ellipsenbahnen liegen. 

Das gewonnene Ergebnis gilt offenbar auch in dem Falle, daB H durch 
eine Funktion der z,, y,, u ersetzt wird, die in einer Umgebung von jedem 
Punkt mit z} + xz} + 0, 1 fiir hinreichend kleine peine in 2,, y,, u konvergente 


*) Brrkuorr, Surface transformations .. . loc. cit. Chap. III § 42ff. 
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Potenzreihe ist und fiir ~ = 0 die Form 
1 


1 9 
H=3(¥i + ¥2)+ 2-1 ¥2— 
(xi-+ 2)? 
hat. 
II. Von nun ab braucht nur noch das Differentialgleichungssystem (1) fiir 


uw=9 untersucht zu werden: 





z= H,, 
, H (E = 1, 2) 
(8) u—~ — Se 
H = 1 ty? + y?) + se _! (r= (x4 } 
2(Y4+ ¥)+ %2Aw- M%- = r= (xi+2,)"). 


Dieses System beschreibt die Bewegung des Massenpunktes P, unter dem Ein- 
flu8 von P, alleine in einem rotierenden Koordinatensystem. Es lassen sich 
drei unabhingige Integrale fiir dieses System angeben. Zunichst sind be- 
kanntlich H und D = z,y,— 2, y, Integrale. Setzt man 


r bald | , zx 
U=+Dy, V-*-Dy, 


so folgt aus (8): U = V, V = — U, so daB man auch den zeitlichen Verlauf 
von U, V kennt. Wir unterwerfen die z,, y, folgender Transformation ¢: 


22 
® = arctg ~ 


1 1 
H = 9 (y; + y;) +D- > (D = 2 ¥,— % Ye) 
(9) 2, 
U = > D yz 
: x 
V =—*—Dy,. 





Diese Transformation ¢ ist in der Umgebung von jedem Punkt der Ausgangs- 
lésung (2) umkehrbar eindeutig, denn die Funktionaldeterminante hat dort 
den von ¢t unabhangigen Wert — w (mw + 1) 0 +0. 


Durch die Transformation £ wird (8) iibergefiihrt in 


® = —1-— D-3(1-— U cos ®—V sin OP 


H=0 
U=V 
Ta — 0. 


Bezeichnet man also die Anfangswerte von @, H, U, V fir t = 0 mit y, h, u, 
v, so hat man 

@=-1-D 3(1 — u cos (® + t) — vsin (® + ?))? 

H=h 





| U =ucost+ vsint 


V = —usint+ vecost, 
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so daB nur eine Differentialgleichung erster Ordnung zu lésen bleibt. Nach (10) 
ist U* + V? ein Integral, das aber von H, D abhingig ist; man findet namlich 
2p 
(11) U?+V2=1- : + Diyi+ y3)=14+2D(H-D). 
Man beweist, daB die Kreislésungen (2) dadurch charakterisiert sind, daB fiir 
sie die rechte Seite von (11) verschwindet, fiir sie ist also U = V = 0 fiir alle t. 
Gerade hierin besteht der Vorteil der neuen Variablen U, V. Die Kreislésung 
(2) erhalt die Form 


D=at 
1 
(12) eh 2e (wm + Ie 
U=0 
V=0. 


9 
Es ist nun leicht, periodische Lésungen mit der Periode — des Differential - 


gleichungssystems (1) fiir kleine Werte von uw nachzuweisen. Durch die Trans- 
formation £& geht (1) iiber in 


b =}, 
(10’) ———- 

U=fs 

V =f,; 


wobei die f, = f,(®, H, U,V; u) in der Umgebung der Kreislésung analytische 
Funktionen aller Variablen sind. Wir betrachten nun die Lésungen von (10’) 
mit g = 0, fiir die die Anfangswerte h, u, v in der Nahe von hy, 0, 0 liegen. 
Diese Lésungen liegen in der Nahe der Kreislésung (12). Soll die Lésung in 


: : . 2 3 
den alten Koordinaten z,, y, die Periode = haben, so muB 


®=22, H=h 
U-—u=0 
V—v=9 


fir ¢ = == gelten. Da H ein Integral ist, gilt ohnehin H = h. Die anderen 


drei Gleichungen sind fiir «= 0 und fiir die Lésung (12) erfiillt. Daher lassen 
sich diese Gleichungen auch fiir kleine Werte von yu erfiillen, wenn die Funk- 
tionaldeterminante 


io, ®, a, ®, ®, ®, 
22 . 22 . 2 \2 
A=|U, U.—1U, |=|}0 —1+cos— sin — =, 4(sin 4) 
9 2 
| ..: F. V.—1 0 —sin “= —1+cos “= 


fir u = v= 0, h = h, nicht verschwindet. ®, erhailt man aus (10): Es wird 
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namlich D,= 3D, D~* fir u=v=0. Durch Differentiation von (11) findet 
man 


0=4DD,h+2D°—6D*D, =2D((2h—3D)D, + Dj; 


1 
hieraus folgt D,= D(3 D— 2h)? = — a fir h=h,, u=v=0. Daher wird 
3 2 , 3 2 6 ais 
®, ; , also fiir t = * wird ®,= — : —-—— = , mithin 
@o @ Wo @ wo 
24n/(. 2\2 " l : ‘ 
A=- wt gt (sin =) +0 fiir w+ = (n=+1,+2,...). 


Unter dieser letzten Voraussetzung ist demnach die Existenz periodischer 
Lésungen von (1) mit der Periode == fiir kleine uw gewiahrleistet. Dabei er- 
geben sich die Anfangswerte h, u, v als Potenzreihen in y; folglich werden auch 
die Anfangswerte von den z,, y, regulire Funktionen von uw. Der Fall, daB - 
ganzzahlig ist, wurde iibrigens von E. HOLDER®) untersucht. 

III. Das Ziel ist es nun, die Abbildung % fiir «4 = 0 auf die Normalform (6) 


zu bringen und das Polynom y zu berechnen’). Durch (3), (3’) wurden die 
Variablen x, y; X, Y erklart; fir ~ = 0 hat man wegen &,= 0, y, = 0: 


x,=o(1+2), t= 0 
wi, . 1 fir t= 0 
wA=-(o+ley, H=h=--— 3 -- (w+ le 
und entsprechend 
= 1+ X), = 0 
“= el , Fe fiir t = T. 


%= (w+ lio Y, H=h, 


Fiir kleine Werte von z, y lassen sich die zx, y umkehrbar eindeutig auf die 
u, v transformieren, denn nach (9) wird fiir t = 0 (z,= 0): 


D? 
wu=l—-ay,=1- er 
v=—-Dy=Dy 
(13) * De mit D,= — (w + 1)@D 
e=-—-l+= 
1—wu 
y= Dr'v. 





Hierbei ist fiir die Kreislésung D,= 1+ 0. Wir schreiben diese Abbildung 


*) E. H6pEr, Die Verzweigungsgleichungen fiir die kritischen Kreise des restringierten 
Dreikérperproblems. Ber. iiber die Verh. der sichs. Akad. der Wiss., math. phys. KI. 83, 
179—184 (1931). 

?) Zusatz bei der Korrektur: Ein anderer, kiirzerer Weg zur Berechnung von x findet 
sich in meiner demnachst in den Nachr. der Ak. der Wiss. Géttingen 1953 erscheinenden 
Arbeit ,, Uber periodische Lésungen kanonischer Differentialgleichungssysteme“. Die dort 
benutzte Methode verwendet nicht Koeffizientenvergleich und liefert mehr als das Poly- 
nom x. 
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(")-8()). 


Wenn U, V die in (9) erklirten GréBen fiir t = 7 bedeuten, so gilt entsprechend 


U x 
(r)-6(7): 
dabei wird benutzt, daB die GréBe D, als Integral nicht von T abhingt. 


Durch (13) wird die Abbildung A auf € = 6 A G~! transformiert. Nach (10) 
hat € aber die einfache Form 


symbolisch 


U= ucosT+vsinT 

V = — usin T + v cos T, 
wobei 7’ noch von u, v abhangt. Die Berechnung von T' erfordert die Lésung 
der Differentialgleichung in (10). Es ist das Ziel, eine inhaltstreue Transfor- 
mation & zu finden, daB [-!2A F = B die Normalform (6) erhalt. Das bedeutet 
fiir €: 

B=fF'AST=RICR mit R= SE. 
Da ¢ inhaltstreu ist, besitzen R=! und G~! dieselbe Funktionaldeterminante : 
a, b, a, b, = Ty Yo — Te Yu = } (u,v), 


die sich aus (13) berechnen laBt. Fiir das folgende ist die Entwicklung von # 
bis zu den Gliedern zweiten Grades einschlieBlich erforderlich. Dazu ent- 
wickeln wir zunachst D, nach u,v. Aus (11) folgt 


u?+ v= 1+ 2 Di o(hy+ (wm + 1) o* D,). 


Demnach ist D, eine Funktion von u? + v?, und durch Koeffizientenvergleich 
findet man 
OF. 2. 
D,=1- = (u2+ v2)+..., 
wobei die nicht hingeschriebenen Glieder mindestens von viertem Grade sind. 
Setzt man diese Potenzreihe fiir D, in (13) ein, so berechnet man 


(14) # (u,v) =1- = u + — (u? + v®) — ~ (u? — v*)|}+--- 
Aus der bisherigen Kenntnis von G und € laBt sich R geniigend genau 
angeben. Zunichst folgt fiir die linearen Glieder in (13) 
<t= Uu ae ©6866 
y = Wv + enue | 
Daher wird 2% in erster Niherung eine Drehung wie ©, und man kann in & 
fiir die linearen Glieder 


ee 
y=b+---: 
annehmen. Dann hat man fiir R-!:a=u+----,b=v+----. Ferner ist 


B=R- CR. Aus der Tatsache, daB € eine Drehung um den (von 4, v ab- 
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hangigen) Winkel 7' ist und % die Form (6) hat, schlieBt man, etwa durch 
Koeffizientenvergleich in der Gleichung @ R-'=R-!C%), daB unter der 


’ 2 ; » t. 
Voraussetzung @ + >< 0 die Transformation R~! notwendig die Form 
- : 
a= (1+ x (u?+ v*) )[ uweosy+ vsin yp) +-:-- 
b = (1 + x (u®+ v*) )[— usin p + vcos yp] +--- 
hat, wobei die nicht hingeschriebenen Glieder mindestens von viertem Grade 
in uw, vsind und wy ein Polynom zweiten Grades in u, v ohne konstantes Glied ist. 
Setzt man y = y,+ 2, wobei y, ein lineares Polynom und y, ein homo- 
genes Polynom zweiten Grades in u, v ist, so findet man 
0 (u,v) = a, b, — a,b, = 1+ (v yyy — UY) + 
+ [0 You — U Yoo + 4% (uw? + 0%) + - > 
Koeffizientenvergleich mit (14) liefert 
2 3 P P w—2 
Ywux=> w= a “rt o (u* + v*), x = Sa 
Dabei ist der Faktor o beliebig. Damit ist R-! geniigend genau bestimmt; 
fiir die Reziproke R erhalt man: 


u = (1 — x (a*+ 6*)) [accs p — bsin y) +---- 
(15) | v = (1 — x (a? + b*)) [a sin y + bcos yp] +---- 
2 3a+8 = 

| (2,0) = = b 4 set ab + a (a? L b?), ” °— 


Die in den Transformationsgleichungen nicht hingeschriebenen Glieder sind 
von mindestens viertem Grade in a, b. 

Bildet man nun B = N-! CXR, so folgt aus der einfachen Form von C: 
U= ucos7T+vsinT 
V=—usinT+vcosT 

fiir die Abbildung 3: 

A acos x (a,b) + 6 sin x (a, 6) + 
(16) B=-—asin x (a,b) + bcos x (a,b) +--- 

x (a, b) = T (u (a, b), v (a, b)) + p (A, B) — H (a, b) + DB, (a, 5). 
Die nicht hingeschriebenen Glieder in (16) sind von mindestens viertem Grade, 
und $3, bedeutet eine Potenzreihe in a, b, die nur Glieder dritten und héheren 
Grades enthalt. Benutzt man, daB nach (6) der Ausdruck y = c,+ ¢,(a*+ 5?) 


keine linearen Glieder enthilt, so folgt 


A=a+0+-::: . &2= acose,+ bsine, 
mit — ; 
B= B8+0+-::- B = — a sin cy+ 5 cos Cp, 
wobei die nicht hingeschriebenen Glieder von mindestens drittem Grade sind. 
Setzt man diese Entwicklung in den gewonnenen Ausdruck von (a, 5) ein und 


8) Man benutzt dabei mit Vorteil komplexe Variable u + iv, u— iv und statt cos y, 


. . ~ : - +iy 
sin y die Exponentialausdriicke e**”. 
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benutzt » (a, 5) aus (15), so findet man 


2 30+8 
{ x(6) - T + —(B—b) + —~3-,— (a B — ab) + Q,(a, b) 
(17) a= acosc+b sinc, 
| B = — asin c,+ 6 cos ¢; 


dabei bedeutet Q, (a, 6) eine Potenzreihe, deren Glieder von mindestens 
drittem Grade sind. Damit ist die Frage nach der Entwicklung von bis 
zu Gliedern zweiter Ordnung auf die von 7 zuriickgefiihrt. Gl. (17) zeigt, 
daB die Entwicklung von y von dem willkirlichen Faktor o unabhangig wird. 
Es bleibt schlieBlich noch die Entwicklung von 7 nach a, 6b bis zu den 
Gliedern zweiten Grades einschlieBlich zu berechnen. Dazu wird die Diffe- 
rentialgleichung aus (10) verwendet. Indem man ¢ als Funktion von @ auf- 
faBt, erhalt man 
dt 
ap =~ t- 
Die rechte Seite dieser Gleichung wird nach a, 6b entwickelt. Dann werden 
rekursiv die ersten Entwicklungskoeffizienten von ¢t = t(®) nach a, 6 bei der 
Anfangsbedingung ¢ (0) = 0 bestimmt. Dann ergibt sich 7' aus 7'= t (2 2). 
Bedeuten in dem Ansatz t = t,+ t+ t,+--+- die t, (k = 0,1,...) homo- 
gene Polynome vom Grade & in den a, b, die noch von ® abhingen, so wird 
nach (15) 


(18) 1+ (w+ 1) Dr * (1 — ucos(® + t) — vsin (® + #))?}-1. 


u cos (t + ®) + vsin (t+) =a cos(t + ® - 4 bsin (1 + ® “) ee 


-aen(ts ==) para =) + 


act Bs+(—ast Be)(t— =) tot coos 


@ 
dabei sind «, B die in (17) erklarten GréBen und 
c = cos (t,+ D — cy), s = sin (t+ D — c,). 


Setzt man diese und die schon friiher benutzte Entwicklung von D, in die 
rechte Seite von (18) ein, so erhalt man 


dt 1 2 1 
, + tet" (ac+ Bs) + 
e+’ sets te c+ Bs)? + 2(-as + Be)(t,— 


26 _ 3(@+ Dg 
a? 
Hieraus gewinnt man durch Koeffizientenvergleich 


: : 3a+8 3(o+1 
T= = + = (py + =O * (ab — « py — OH (at + 04) + 
Einsetzen in (17) liefert 
x (a,b) = = — S@*D* (ge + 5, 


und das ist die Behauptung (7). 
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Man kann schlieBlich die Transformation € noch naher bestimmen. Be- 

nutzt man © = G@~'R und die Formeln (13), (15), so findet man, daB sich £ 
in der Form 

y = F,(z, 6) 

a = F,(z, b) 
mit der erzeugenden Funktion 

1 
F (x,b)= 2b + 3, 3 x*+ (w + 3) b*) b-4- 

+ gag tb {(w*+ 6 w + 16) 2* + (3 w® + 22m + 32) B+ (a + BYP +--- 
schreiben laBt; dabei ist o noch ein willkiirlicher Faktor, und die nicht hinge- 
schriebenen Glieder sind von mindestens fiinftem Grade. Aus dieser Dar- 
stellung der Transformation £ mit einer erzeugenden Funktion folgt, daB & 
inhaltstreu ist. Man erhalt also das Resultat, daB durch jede solche inhalts- 


treue Transformation £ mit einer erzeugenden Funktion F der angegebenen 
Art die Abbildung 2 auf die Normalform (6) gebracht wird. 


( Eingegangen am 12. Januar 1953.) 
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Eigenschaften von ebenen Viergeweben allgemeiner Lage. 
Von 
Rarart Arrzy in Haifa (Israel). 


Die SchlieBungssaitze, die die 4-Gewebe kennzeichnen, sind nur in den 
beiden Fallen bestimmt worden, in denen entweder alle Trager der vier Ge- 
webescharen (4-Gewebe ,,erster Art‘) oder nur drei von ihnen (4-Gewebe 
, zweiter Art’) auf einer Linie liegen, d. h. im Falle der Abbildbarkeit auf ein 
Parallelengewebe der affinen Ebene oder auf ein Gewebe von 3 Parallelen- 
scharen und einem Geradenbiischel der affinen Ebene). Diese beiden Ge- 
webearten sind nicht nur projektiv, sondern auch topologisch voneinander 
verschieden, und ebenso sind sie verschieden von dem 4-Gewebe ,,dritter Art“, 
dessen Trager nicht zu dreien auf einer Linie liegen?). 

In dieser Arbeit soll das 4-Gewebe dritter Art behandelt werden. Es 
werden SchlieBungssitze angegeben, die notwendig zu seinem Aufbau sind 
und hinreichen, es zu einer affinen Ebene zu erweitern. Stetigkeitsannahmen 
werden nicht gemacht. 

Die Anregung zu dieser Arbeit danke ich Herrn Prof. K. REmDEMEISTER. 


1. Voraussetzungen und Bezeichnungen. 


Es seien 4 Punkte A, B, C, D vorgegeben, die wir Trager nennen. Jede 
Gewebelinie inzidiert mit wenigstens einem Trager und mit mindestens noch 
einem anderen Punkt. Eine Linie, die mit A inzidiert, heiBe eine A-Linie; 
die mit B inzidiert, eine B-Linie usw. Zwei Linien inzidieren beide mit min- 
destens einem gemeinsamen Punkt; inzidieren sie mit zwei gemeinsamen 
Punkten, so sind die Linien identisch. Jeder Punkt inzidiert mit genau einer 
A-Linie, genau einer B-Linie, genau einer C-Linie und genau einer D-Linie. 
Keine Linie inzidiert mit mehr als zwei Tragern. 

Wir bezeichnen mit PQ die Linie durch die Punkte P und Q. Mit (a, b) 
bezeichnen wir den Schnittpunkt der Linien a und b. 

Aus Griinden der Bequemlichkeit wollen wir zwei Linien g und h dann und 
nur dann parallel nennen, wenn (g, h) auf AB liegt. Diese ,,Parallelitat‘ ist 
nach den obigen Voraussetzungen transitiv, symmetrisch und reflexiv. Ebenso 
ergibt sich, daB zu jeder Linie je eine und nur eine parallele Linie durch C und 
D existiert, die allerdings mit der Linie selbst identisch sein kann. 


2. Multiplikation im A-B-C-Gewebe. 
Das Teilgewebe, das nur aus A-, B- und C-Linien besteht, nennen wir 


A-B-C-Gewebe. Es ist bekannt (RemEMEtsteR, loc. cit., Kap. 4), daB in 


') K. Rermemeister: Grundlagen der Geometrie, Berlin 1930. 
*) BLascuKe-Bo.t: Geometrie der Gewebe ..., Berlin 1938. 
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einem solchen 3-Gewebe die SchlieBung der ,,Reidemeister-Figur“ R, pc not- 
wendig und hinreichend fiir die Existenz einer Gruppe von Vektoren auf A- 
Linien und einer isomorphen Gruppe von Vek- 

toren auf B-Linien ist. Diese Gruppen sinddann 4 
und nur dann kommutativ, wenn die ,,Thomsen- Vy P M 
Figur“ 7'4 gc sich schlieBt. (Wir benennen hier 
die beiden SchlieBungsfiguren wie BLascHKE- 
Bot, loc. cit.; bei REIDEMEISTER, loc. cit., heiBen € 
sie } 1 und J 2.) 
































c . Xaeb] _. 
Wir wollen die Gruppen multiplikativ schrei- % % Xab 
ben. Das Einselement der A-Vektorgruppe sei 
der Vektor CX, , wobei X,= (AC, BD) (Fig. 1). 
Die Isomorphie zwischen der A- und der B- N Z 
Vektorgruppe sei durch die folgende Operation Fig. 1. 


vermittelt: Sei CX, ein A-Vektor mit der MaB- 
zahl b. Dann sei P=(BX,, CD) und Y,=(AP, BC). Der CX, entsprechende 
Vektor der B-Gruppe sei dann C Y,. Es sei auch X,= Y,=C. 

Die Multiplikation zweier Vektoren mit den MaBzahlen a, 6 wird folgender- 
maBen durchgefihrt : 


(BX,, AD) = Q; (CQ, AY,) = M; (BM, AC) = Xqy. 


3. Addition im 4-Gewebe. 


Die Addition zweier Vektoren CX,+ CX, fiir a+ 1 sei folgendermaBen 
erklirt: Die zu DX, parallele C-Linie schneide BX, 
in N. Sei (AN, DX,) = L und schlieBlich (BL, AC) sd 

. oa 

Die Kommutativitat der Addition entspricht dem 
folgenden SchlieBungssatz (Fig. 2): c 

@: Liegen C, J, K; M,N; P, Q auf drei verschie- “g 
denen A-Linien, J, M und K, P auf zwei verschiedenen 
B-Linien, ist ferner CM parallel zu der D-Linie K N 
und ist C P parallel zur D-Linie J Q, so liegen N und 
Q auf einer B-Linie. 





oO 
In der Tat, wenn wir J =X, und K = X, setzen, 


erhalten wir X,,,=(BQ, AC) und X,,,=(BN, AC). 
Der Forderung X,,,= X,,, entspricht also BN = BQ, d.h. die SchlieBung 
der 9-Figur. 

Es ist bemerkenswert, daB @ in die Thomson-Figur iibergehen wiirde, 
wenn D mit A B inzidierte, wenn also statt unseres 4-Gewebes ein 4-Gewebe 
erster oder zweiter Art betrachtet wiirde. In gewissem Sinne kann also 6 als 
Verallgemeinerung der Thomsen-Figur gelten, der ja im Parallelengewebe das 
kommutative Gesetz der Addition entspricht. 

Die SchlieBungsfigur 9 kann auch an anderen Stellen _,,geschlossen“ 
werden. Wir wollen das fiir das Beispiel der SchlieBung in K P beweisen: 


Fig. 2. 8. 
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Es sei AC = AJ = AK, AM= AN, AP = AQ, BJ = BM, BQ= BN, 
CM parallel zur D-Linie KN, und CP parallel zur D-Linie JQ. Dann be- 
stimmen K, P eine B-Linie. 

Zum Beweise nehmen wir an, daB BK + BP und (BK, CP) = P’+ P. 
Es sei ferner (A P’, DJ) = Q’+ Q. Nun kann aber BN mit DJ keine zwei 
verschiedenen Punkte gemeinsam haben. Daher ist BQ+ BN, was ein 
Widerspruch ist. 

Wir wollen 6 auch den SchlieBungssatz nennen, der aus 9 durch formelle 

Vertauschung der Buchstaben C und D entsteht. 
Wir wenden uns jetzt einem anderen SchlieBungs- 
satz zu (Fig. 3). 
< ®@: Liegen P,Q; V, W; U,S; M,N auf 4 ver- 
schiedenen A-Linien; P,U; V, 8S; Q, M auf 3 ver- 
schiedenen B-Linien; U,M; P,V auf 2 verschie- 
denen C-Linien; S,N; Q, W auf 2 verschiedenen 
D-Linien; sei ferner UM parallel zu SN und PV 
parallel zu QW. Dann liegen N und W auf einer 

















B-Linie. 
\ Dieser Satz entspricht der Vektorgleichung 
MN 
Fie. 3. ©. c+(a+b)=a+(c+b). 

Devn, wenn wir X,=(QW, AC); X,=(PU, AC): 
X,= (NS, AC) setzen, erhalten wir X,,,= (BQ, AC) und X,,,= (BS, AC) 
und daraus X, , ¢,»= (BN, AC) und X,. «4» =(BW, AC). Der Gleichung 

entspricht also die SchlieBung BW= BN, wie behauptet. 

Aus der Gleichung c + (a + b) = a + (c + 5) folgt fiir b = 0 das kommuta- 
tive Gesetz c+ a=a+c. Mit Hilfe des kommutativen Gesetzes folgt wieder- 
um aus der Gleichung das assoziative Gesetz. Der SchlieBungssatz ® ver- 
mittelt also das assoziative Gesetz der Addition, und es mu8 aus ihm auch die 

¥ dem kommutativen Gesetz entsprechende 
2 a8 4 Figur @ folgen. In der Tat ist 9 ein Spezial- 
fall von ®, naimlich der Fall, in dem P und U 
% mit C zusammenfallen. 














4. Distributives Gesetz. 
Wir betrachten den SchlieBungssatz(Fig.4) : 
% Xb I: Liegen Q, L; P, K; C,V; U,J; M,N 
auf 5 verschiedenen A-Linien, P,Q; C,U; 
7 y V,J; M,K auf 4 verschiedenen B-Linien; 
Fig. 4. I. J, K und L auf einer C-Linie; ist ferner C P 
parallel zur D-Linie QU und ist CN parallel 
zur D-Linie V N, so liegen L und N auf einer B-Linie. 

Wir wollen den Namen J" auch anwenden, wenn der Satz gemeint ist, der 

aus J’ durch formelle Vertauschung der Buchstaben C und D entsteht. 
Zunichst sei bemerkt, daB ein Spezialfall von J’ die oben erwahnte Iso- 
morphie der A- und der B-Vektoren auch beziiglich der Addition vermittelt. 
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Es sei nimlich CJ = CD; dann erhalt man, von X, und X, ausgehend, die 
Punkte X,,,, Y,, Y, und Y,,, auf die oben erwaihnte Weise. Man kann die 
Vektoren CY, und C Y, ebenso addieren, wie es fiir die A-Vektoren erkliart 
wurde. Man erhalt so den Punkt Q und L’= (CJ, BX,,,). Es kann aber 
AQ=AY,,, dann und nur dann stattfinden, wenn BN=BL’ ist, d. h. wenn 
der Spezialfall von J’, in dem CJ = CD ist, erfiillt ist. 

Der Satz J” vermittelt das linke distributive Gesetz. Es sei nimlich (AD, 
CJ)=W und (BW, AC)=X,; U=Y,; (AK, BC) =Y,. Dann erhalt man, 
wie soeben bewiesen, auf Grund des Spezialfalles von J’: Y,,,= (AQ, BC). 
Ferner ist (BK, AC) = X,, und V=X,,, und daraus folgt (BN, AC)=X,,..)- 
Andererseits ist (BL, AC) = X,.q4 »)- Das distributive Gesetz c(a + b) = ca 
+ cb wird also durch BL = BN vermittelt, d. h. durch die SchlieBung von J’. 

Es sei bemerkt, daB in demselben Sinne, in dem @ eine Verallgemeinerung 
der Thomsenfigur darstellt, der Satz J” eine Verallgemeinerung des Satzes 2 3 
ist (REIDEMEISTER, loc. cit., $8. 93). Auch dieser Satz vermittelt einen Iso- 
morphismus zwischen A- und B-Vektoren, und auch er entspricht dem distri- 
butiven Gesetz. 23 wiirde aus J’ entstehen, wenn DN und DQ parallel 
waren, d. h. wenn D auf A B lige, was aber unser 4-Gewebe in ein 4-Gewebe 
zweiter Art iiberfiihren wiirde. 

Ein Spezialfall von J’, den wir spiter benutzen wollen, sei der, in dem DU 
parallel zu CJ ist. Wir wollen diesen Spezialfall J” nennen. 

Es ist nicht schwer, einer SchlieBungssatz anzugeben, der dem rechten 
distributiven Gesetz entspricht. Es ist mir aber nicht gelungen, diesen 
SchlieBungssatz in unkomplizierter Form darzustellen, und wir wollen uns 
auf die folgende Zusammenfassung beschranken: 

a) Ein Viergewebe dritter Art, in dem die SchlieBungssitze R,p¢, ® und I" 
gelten, entspricht einem einseitig distributiven Zahlensystem mit kommutativer 
Addition. 

b) Ein Viergewebe dritter Art, in dem die SchlieBungssitze 7, ,-¢, ®, I 
gelten, entspricht einem kommutativen Zahlk6rper. 


5. Die Gleichungen der Gewebelinien. 


Ein Punkt P, fiir den (BP, AC) = X, und (AP, BC) =F, ist, soll auch 
in der Form P = [a, 6] geschrieben werden, und wir wollen sagen, er habe die 
Koordinaten x =a, y= 6. Wir wollen, den Definitionen entsprechend, fest- 
setzen: C = [0,0]; D = [1,1]; X,= [a, 0]; Y,= [0,a]. Die Punkte A, B und 
alle anderen Punkte auf A B seien uneigentliche Punkte. 

Fiir die Punkte auf einer A-Linie gilt dann y = const. Fiir die Punkte auf 
einer B-Linie gilt x = const, und fiir die Punkte auf einer C-Linie gilt z = consty. 

Diese Aussagen folgen aus der Definition der Koordinaten und der De- 
finition der Vektormultiplikation. Wir behaupten nun, da8 fiir die Punkte 
auf einer D-Linie die Gleichung 


z—l=a(y-1) 
gilt, wobei a konstant ist. 
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Beweis (Fig. 5): Es sei eine D-Linie gegeben, die nicht auch zugleich eine 
A-, B- oder C-Linie ist. Die zu ihr parallele C-Linie schneide AD im Punkt 
[a, 1]. Die Gleichung dieser C-Linie 
Gg ist also r=ay. Sie schneide die 
Linie A Y, fiir beliebiges b im Punkte 
L = {ab, 6). Wir konstruieren X,, 
pe und X,,,,, und es sei N der Schnitt- 
punkt derzu DX, parallelen C-Linie 
mit BX,. Es sei ferner J = (AN, 
DX,,) und P=(AD, BJ). Wir 
konstruieren Y,,,, und es sei Z der 
Schnittpunkt von AD mit der zu 
DY, parallelen C-Linie. Es sei ferner 
Fig. 5. F=(DY,, BE) wd H=(AY,,,, 
BXoy41) = [ab + 1, 6+ 1]. Unsere 
Behauptung bedeutet nun nichts anderes, als daB die zu der Linie C L parallele 
D-Linie durch H geht. In der Tat erfiillen ja die Koordinaten von H die 
Gleichung z — 1 = a(y — 1). 

Zum Beweise sei nun G = (CL, AH); M = (BX,,CN); K = (AM, DJ). 
Anwendung von J‘auf die Figur CEFY,,, GK M ergibt BG=BK. Die zu CP 
parallele D-Linie schneide BM in Q, und es sei R = (AQ,CP). Wenn wir 
nun J” auf RQDN MK anwenden, erhalten wir BS = BK. Nun kénnen wir 9 
auf die Figur QD PRGH anwenden und erhalten BH = BP. Daaber BP = BJ 
ist, gilt BJ = BH, w.z.b.w. 

Bei der Feststellung der Gleichungen der Gewebelinien haben wir nur die 
SchlieBungssitze benutzt, die den Forderungen des einseitig-distributiven 
Zahlensystems entsprechen. Aber in diesem System kénnen die Schnittpunkte 
von C- und D-Linien nicht eindeutig festgestellt werden. Seien 





a H 


a(y—1)=2—1 und by=2z 


die Gleichungen zweier Linien. Daraus folgt fiir ihren Schnittpunkt: ay — by 
= a— 1, und eine Lésung fiir y ist ohne rechtes distributives Gesetz nicht 
méglich; Kommutativitét der Multiplikation ist aber nicht notwendig. 


6. Erweiterung zur affinen Ebene. 

Die A-Dilatation eines Punktes P = [a,b] um « 
ergebe einen Punkt Q = [a a,b]. Ebenso ergebe die 
B-Dilatation von [a,b] um # den Punkt [a, £ bj. Die 
entsprechende Konstruktion ist, wie folgt (Fig. 6): 

Es sei (BP, CD) = E; (C (a, 1], AZ) = F; (BF, 
AP) =Q. Die B-Dilatation wird entsprechend kon- 
struiert, mit formeller Vertauschung von A und B und 

Fig. 6. mit [1, 8] statt [«, 1]. 
Bei Ausfiihrung einer A- Dilatation und einer B- 
Dilatation nacheinander ist die Reihenfolge der Operationen unwichtig, was 
sich leicht rechnerisch und konstruktiv bestatigen laBt. 
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Wir wollen jetzt kliren, wie sich Punkte auf Gewebelinien nach Dilata- 
tionen verhalten. 

Es laBt sich leicht bestitigen, daB die Punkte einer A-Linie wieder in 
Punkte auf einer A-Linie iibergehen, oder, wie wir sagen wollen, daB A-Linien 
in A-Linien iibergehen. Ebenso gehen B-Linien in B-Linien iiber. Diese Aus- 
sagen folgen ohne weiteres aus der Definition der Dilatationen. 

Die Punkte [z, y] einer C-Linie mégen die Gleichung zx = ay erfiillen, 
a+. Eine A-Dilatation um « ergebe § = « x, und fiir die Punkte [&, y], 
in die die Punkte der C-Linie itibergehen, gilt «! &=ay; & = «(ay) = (aa) y. 
Die Punkte liegen also auf einer C-Linie. Dieses Ergebnis laBt sich auch leicht 
konstruktiv verfolgen, unter Benutzung von R, ,,¢, um die Assoziativitat von 
a ay sicherzustellen. 

Der Punkt [z, y] auf der D-Linie x — 1 = a (y — 1) gehe bei einer A-Dila- 
tation um « und einer B-Dilatation um £ in [&, 4] tiber, wobei § = « z; 
y= By. Die neuen Punkte erfiillen also die Gleichung a '&—-1l=a(f-'» 

1). Wir wollen die Menge dieser Punkte eine Linie nennen. Wir gelangen 
also zu einer Erweiterung des Gewebes durch Zufiigung von neuen Linien. 
Im folgenden sollen die Eigenschaften der Linien untersucht werden, wobci 
unter ,,Linien‘‘ sowohl die Gewebelinien als auch die neuen Linien verstanden 
werden sollen. Dagegen soll die ,,uneigentliche Linie‘‘ A B im folgenden nicht 
als Linie gelten. Parallele Linien haben also im folgenden keinen Punkt ge- 
meinsam. 

a) Auf jeder Linie gibt es mindestens zwei Punkte. 

Dieser Satz folgt fiir andere als Gewebelinien daraus, daB jede D-Linie 
mindestens zwei Punkte enthilt. 

b) Zwei nicht parallele Linien haben entweder einen Punkt oder alle ihre 
Punkte gemeinsam. 

Beweis: Fiir Gewebelinien war diese Eigenschaft vorausgesetzt worden. 
Den Linien, die keine Gewebelinien sind, entsprechen Gleichungen der Form 
at2—-l=a(Pty—1). Wenn die Koeffizienten einem kommutativen 
Zahlkérper entnommen sind, haben zwei Gleichungen dieser Art oder eine 
Gleichung dieser Art und die Gleichung einer Gewebelinie entweder keine 
Lésung oder eine einzige Lésung [z, y], oder sie sind bis auf einen konstanten 
Faktor identisch. 

c) Durch zwei verschiedene Punkte geht immer genau eine Linie. 

Beweis: Diese Tatsache laBt sich durch Berechnung beweisen, wenn dic 
Koeffizienten der Liniengleichungen einem Zahlkérper entnommen sind. Um 
die Linie, die die beiden gegebenen Punkte [z,, y,] und [z,, y,] enthalt, zu 
konstruieren (es sei 2, y, + 0), fiihren wir zunichst eine A-Dilatation um 1/2, 
und eine B-Dilatation um 1/y, aus. Dadurch geht [z,, y,] in D und [25, y,] in 
einen Punkt Q iiber. Die D-Linie DQ geht durch A-Dilatation um 2, und B- 
Dilatation um y, in eine Linie iiber,.die die beiden gegebenen Punkte enthilt. 
Wenn 2, y, = 0, aber x, y, + 0 ist, kénnen die entsprechenden Dilatationen um 
1/x, und 1/y, ausgefiihrt werden. Wenn z,= y,= 0 oder z= y,= 0 ist, liegen 
die Punkte auf Gewebelinien. Es bleibt nur noch der Fall. daB einer der 
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RaFakEt Artzy: Viergewebe allgemeiner Lage. 
z' 


Punkte auf C A und der andere auf C B liegt und beide von C verschieden sind. 
Seien diese Punkte [2, , 0] und [0,y,], wobei xz, y,+0. Die A-Dilatation um 
2/x, und die B-Dilatation um 2/y, fiihren die Punkte in [2,0] und [0,2] iiber, 
die beide auf der D-Linie z — 1 = — 1 (y— 1) liegen. Durch die inversen 
Dilatationen erhilt man aus dieser D-Linie eine Linie, die die gegebenen 
Punkte enthilt. 

Die Forderung, daB die Punkte, die durch Dilatation der Punkte einer 
D-Linie hervorgehen, auf einer Linie liegen, laBt sich auch als SchlieBungs- 
satz ausdriicken: 

Spezieller Desaraursscher Satz (Fig. 6): Es liege E auf CD und G auf BC 
(oder AC); FQ und PE seien B- (A-)Linien, PQ, DH und EF seien A- ( B-)- 
Linien, HF sei eine C-Linie. Dann liegen Q, H und G auf einer Linie. 

Wir nennen die Gesamtheit der Punkte und Linien eine verallgemeinerte 
affine Ebene. Wir haben sie erhalten, indem wir durch Dilatationen den 
Trager D in alle anderen Punkte iiberfiihrten und die Gesamtheit der ent- 
standenen Viergewebe betrachteten. 


( Bingegangen am 28. Januar 1953.) 








Mernarpvs, G. 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 343—361 (1953). 


Uber das Partitionenproblem 
eines reell-quadratischen Zahlkérpers”*). 


Von 
GonTeR MEINARDUS in Gottingen. 


Das Partitionenproblem des rationalen Zahlkérpers wurde von Harpy [1], 
RAMANUJAN [1] und RADEMACHER [2] behandelt. Ihr Ergebnis war eine 
exakte Darstellung der Zerlegungsanzahl p(n) durch eine konvergente Reihe. 
Unter dem Partitionenproblem des reell-quadratischen Zahlkérpers R(\/a) der 
Diskriminante d verstehen wir die Aufgabe, die Anzahl P(u) simtlicher addi- 
tiven Zerlegungen der total-positiven ganzen Zahl yu in total-positive ganze 
Zahlen yu, dieses Kérpers zu bestimmen 


(1) b= ft Mat *** + My. 

Die Anzahl r der Summanden ist dabei beliebig, und es werden zwei Zer- 
legungen, die durch eine Permutation der yu, auseinander hervorgehen, nur 
einmal gezahlt. 

Wihrend die Methode zur Berechnung der Funktion p(n) auf der Trans- 
formationstheorie der DepEKinDschen 7-Funktion beruht, besitzt die er- 
zeugende Funktion von P({u) keine einfachen Transformationseigenschaften 
gegeniiber der Gruppe der HiLBertschen Modulsubstitutionen, so daB man 
zu Aussagen iiber P(u) nicht wie im rationalen Fall gelangen kann. Auf 
diese Schwierigkeit wies bereits RADEMACHER [3] hin. 

Ist 7, eine total-positive Einheit, so gilt 
(2) P(m #) = Plu), 
woraus folgt, daB die Funktion P(u) nur von dem Hauptideal (4) abhingt. 
Das Hauptideal wiederum ist durch die Werte der beiden Funktionen 

xi yw 
: Tos, 8 
N(u) = p- pw =N; A(u) = e8" led 
eindeutig bestimmt. Dabei ist y’ die zu w konjugierte Zahl und 7 die kleinste 
total-positive Einheit > 1. Es sind fiir die Logarithmen die Hauptwerte zu 
nehmen. Demnach ist P(u) nur von N und A abhiangig. 

Eine obere Abschitzung von P(y) ist zuerst von RADEMACHER [3] ge- 

geben worden. Fiir N+. gilt 


+6 

| { ot 

(3) P(u) -0\e 

mit beliebigem positiven 6. In dieser Arbeit soll fiir P(u) die asymptotische 
*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 


Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 
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Gleichung bewiesen werden 


8 
s-|/£O w+ aoe + a, log N + S(4, ¥) - : 
(4) Py)=e '! (1 +0lv"®) 


fiir N+oo. Darin sind a, und a, reelle Konstanten, [(s) ist die Rremannsche 
Zetafunktion. Der Ausdruck © (A, N) ist als Funktion von yu beschrinkt und 
wird in Gestalt einer unendlichen Reihe gegeben werden. Wahrend andere 
Anzahlfunktionen der additiven Zahlentheorie, welche die Eigenschaft (2) be- 
sitzen, im Hauptglied ihrer asymptotischen Entwicklung fiir N > co noch keine 
Abhangigkeit von dem Hecxeschen GréBencharakter A zeigen, scheint dies 
hier der Fall zu sein. Die Analogie des Ergebnisses zur entsprechenden Aus- 
sage im rationalen Fall 


p(n) = = (1 + 0(1)) 


fiir n+ co ist ebenfalls von anderer Art als bei den bisher untersuchten Funk- 
tionen. 

Der Beweis von (4) wird ohne Verwendung der Methode der Farey-Zer- 
schneidung gefiihrt. Bei der Approximation der erzeugenden Funktion stiitze 
ich mich auf die Untersuchungen von HEcKE [4] iiber das asymptotische Ver- 
halten der ,,geometrischen Reihe“ des Kérpers R(| a). Hierbei treten unend- 
lich viele Zetafunktionen mit GréBencharakteren auf. Fiir einen Teil des Inte- 
grationsgebietes schatzen wir die erzeugende Funktion in elementarer Weise 
ab. Zur asymptotischen Auswertung eines Integrals wird im letzten Kapitel 
die Sattelpunktmethode in zwei Variablen herangezogen. Ein scharfes addi 
tives Fehlerglied ist bei diesem Verfahren nicht zu erwarten. 

Im Kapitel 3 gewinnen wir als Nebenresultat auf elementarem Wege eine 
obere Abschatzung fiir P(u), die schon genauer ist als die Aussage (3). Es 
gilt fiir alle u 

3 
s-/<@ N+e,we 


(5) P(u) <e ia 


Die Konstante c, ist positiv und nur vom Kérper abhingig, wie es auch im 
folgenden fiir alle Konstanten c,,¢,,... vorausgesetzt wird. Wir fiihren noch 
die Abkiirzungen ein 


n _ 1/88) N, 


6 b= : = 
(9) log 9 yd 
wobei M > 1 angenommen sei. Da wir nun zwei Konstanten ¢,, c, geeignet 
wihlen kénnen, so da8 es zu jeder total-positiven ganzen Zahl py, stets eine 
assoziierte total-positive Zahl u gibt, die den Ungleichungen 


(7) c, Nt< p<, N!; c, Nt< p< c, Nt 


geniigt, dirfen wir uns bei simtlichen Rechnungen auf solche ,,reduzierten“ 
Zahlen yu beschrinken, denn nach Gl. (2) ist P(u,) = P(y). 




















Uber das Partitionenproblem. 


1. Die geometrische Reihe. 

Es seien t und t’ komplexe Variable mit positiven Realteilen. Als ,,geo- 
metrische Reihe des Kérpers R(ya)* bezeichnen wir nach Hecke die Reihe 
(8) g(r, ’) = Den", 

»>0 
Das Zeichen vy > 0 soll bedeuten, daB » alle total-positiven ganzen Zahlen 
des Kérpers durchlauft, zunichst in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge. 
Die geometrische Reihe (8) ist absolut und gleichmaBig konvergent, falls 
R(t) Sj tT > O und R(r’) > r> O ist. Mit t,— Min (z,, 74) gilt naimlich 


—vt—wr —t,(v + )_ p—nyt 
e <e if \— ¢ iT, 


woraus sich fiir die Reihe (8) die Majorante 


2 
a _ 

ergibt, denn die Anzahl der total-positiven ganzen Zahlen vy mit » + »’ =n, 

ist héchstens c,- 7, . 

Fiir die Reihe (8) geben wir eine Umformung an. Hierzu wihlen wir die 
spezielle Basis 1, w = 1/2 (d + yd) der ganzen Zahlen des K6rpers. Es ist dann 
y=n+mq mit ganzrationalen n und m zu setzen, und die Bedingung » > 0 
ist Aquivalent mit 


1 fir m= 0, 
n> —([mow'] firm>0dO, 
[|\m|\w]+1 fir m<0O. 


Dabei ist w’ = 1/2 \d — yd). Fiihren wir die folgenden Ausdriicke ein 





A,(t, t’) = , 
1 ) i a ee 
(9) At, t’) = - 4 — Sr e— mor + oe’) + ([mo'} +1) (r+ 4) 
e 7+T a 1 an? 
A,(t, t’) -_ J - FF em(ort w’ t’)— [mea] (x + ) 
"he axes 
so ergibt sich aus (8) 
(10) g(t, t') = A,(t, t’) + Ag(t, t’) + Ag(t, 7’). 


Fiir spiitere Zwecke geben wir noch Abschitzungen der Ausdriicke (9) an. 
Es ist 


oo fo] 
Ps e~ Mor + w’t’) + ([mo’} + 1)(e + 2’) ett Py e—mVdr 4 R, 
m=1 m=1 
mit 
’ oo . r 
R,= ettt b e~ mor + o'r’), {elmo’}(s +*9 ~ emo'(s + ¥)} 
m=1 
—) a [mw*] 7 
=(t i. ryet Fg Ot +e"). f et +O dex. 
m=1 ma’ 


24* 

























346 Ginter MEINARDUS: 


Also wird 


u 
IR, sl(r+ yet’ |: YS e-mity; y= R(x), 
: m=1 ( 
<l(r+re"** 
af e's —1 ; 
Analog ergibt sich . 
- : p 
By em(ort ot’) — [ma] (rt + tr’) _ et + FF pas e mYdr’ 1 R, 
m=1 m=1 
mit . 
a ( 
R, nett. a em(wr -@ ). fe—(ima} +1i)(r+r’) _ e—mo(rtt » 
m=1 
x mo 
(x 4 r’) ett v. ps em(ar + o'r’), f e~ z(t 4+ dr. s 
m 1 [m w} +1 
somit ( 
R,|S<\(t + t’)e™** |. SY e-miay’; y’'= Riz’) n 
™m 1 t 
* al 
(r 17’). e tT 
: ra ; si 
e” a l C 
Es gelten also die Abschitzungen § 
: P ial , tT+r’ l 
A, (rt, t’) - - as : (|r + t| +/— 
a) (e" +*’"—1)-(e"** —1) er" —l/ yfd 
. et r’ ail 1 n 
A,(t, t’) — ae = (lt + 1+ |) 
(e* + —1)-(e™* —3) e —1/} yd 
Da ferner fiir reelle r und rt’, r= y> 0, t'= y’> 0, die Fehlerglieder R, und R, d 
offenbar negativ sind, erhailt man noch 
Alyy) << 
A,\¥, ¥)« yt+y’’ I 
SZ 
12 A,(y, y’) < (1+—3 ) 
(12) w¥)<(1+559)oq 
Ts 1 
A,(y, y’) <(1+>3 v 
aly, ¥) 747) yi ¢ 
, . I 
2. Die erzeugende Funktion. 
Das Produkt 
(13) f(r, ’) = TW (l—e~"*-"")-? 
v>0 § 
konvergiert absolut fiir R(t) > 0, R(t’) > 0, weil dies fiir die geometrische 
Reihe gilt. Es besteht ferner ein enger Zusammenhang von log f(r, t’) und 
g(t, t’). Aus (13) folgt 
. ros a 
log f(t, t') = — D log (1 — e—"*~"*) 
»>0 
oo , 
i . —vkr—wkr 
— — if a ° 


*>0 k=1 






























Uber das Partitionenproblem. 


und somit 
(14) log f(t, 7’) = ¥ F-g(kt, kr’), 
rn=1 * 


denn die Doppelreihe konvergiert absolut fiir R(t) > 0, R(t’) > 0. Wir zeigen 
im folgenden Hilfssatz, daB f(r, t’) die erzeugende Funktion des Partitionen- 
problems ist. 

Hilfssatz 1. Fir R(t) > 0, R(r’)>O gilt mit der in (13) definierten 
Funktion 
(15) f(t, te’) = 1+ SY P(v)e-"*-"". 

»>0 

Beweis. Eine Partition von yw kann durch -Zusammenfassung gleicher 

Summanden auf die Gestalt gebracht werden 


(16) B= TM yt Ng Mgt **- + Ny, [yt **° : 


n, ganz-rational und >0, 1=1, 2,---, k,..., wobei die pf, die simtlichen 
total-positiven ganzen Zahlen von R(ya) in irgendeiner festen Anordnung 
sind. Demnach wird P(yz) gleich der Anzahl der Lésungen der diophantischen 
Gleichung (16) in nicht-negativen ganz-rationalen Zahlen n,. Es bedeute 
Sp(v) = » + »’ die Spur von y. Betrachten wir das endliche Produkt 

halt, t’) _ IT (1 _ " einai ji 


»>0 
Sp()sm 


mit m = 1, so folgt durch Multiplikation der Reihen 


@ 
(1 = e—°t—v'e")-1 — FY’ e—ent—r nr’ 
_— 
n 
die Beziehung 


fm(T, t’) = 1 + B P,,, (¥) gata re" 
vy>0 


Hier ist P,,(v) die Anzahl der nicht-negativen ganz-rationalen Lésungen von 
v= 1, Y%,+ NgVot+*** + N,»,, 


wobei die »,,¥%,,...,%, die simtlichen total-positiven ganzen Zahlen mit 
Sp(v) Sm bedeuten. Offenbar ist P,,(v) = P(v) fiir Sp(v) < m und stets 
P,,(v) S P(¥), so daB gilt 


f(z, T) = l a a P(y) ental Dy P,,(v) enter 
»>0 »S0 
Sp()sm Sp(*) >m 


Sind fiir den Augenblick t und 1’ reell und positiv, so gilt die Ungleichung 


1+ SY Pivje""*-"" < f(t, 2’) Sfl(z, 7’), 
»>0 
Sp(*y)sm 


aus welcher man die Konvergenz der Reihe 
1 + a P(v) ga~ et vr’ 
»>0 


entnimmt. Fiir komplexe t und tr’ mit positiven Realteilen ergibt sich hiernach 
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die absolute Konvergenz dieser Reihe, so daB 


y 
v>0 
Sp(»)>m 


, 6 
o— ¥R(xr) — w” Rex’) _- 1 
P(v)e - 


ist, mit beliebig vorgegebenem 6,> 0 fiir m > m,(6,). Ebenfalls gilt 


6; 
Im(t, T)\< 


f(t, tv’) 
fiir m > m,(6,). Somit folgt 
javy=t+ £ 


<m 









Slit. 0) — fale. e)|+ ae )-1- 2 Pie *-"* 
y~0 
Sp(y)sm 
oid 6, y P (v) e -er—vr'l — bs a P(») e » R(t) — & Ree’) 
: o>8 Hs ‘ —- 
Sp(*»)>m Sp(")>m 
ur m > Max (m,, m,), 
sé, fi M o> ™M,) 


womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 


3. Eine obere Abschitzung fiir P(y). 
Wir setzen in diesem Kapitel t = y, 1’ 
Zahlen sind. Aus (10) und (12) folgt 
l l l 1 
yt+y " yd y\¥d yya’ 


y', wobei y und y’ reelle positive 


gly, y')< 
und mit (14) 


gi(yw)<\( 54, y\d y\a) yy'\d 


Da in der Reihe (15) jetzt alle Summanden positiv sind, gilt 


(17) 


(2) 4 


P(u) < fly, yer”, 

mit (17) somit 
¢(3) 
P (u) <e vu’ id 


v+n'y +02) {— “a 
: vid wid) 
Wir wahlen nun y und y’ derart, daB der Ausdruck 


(3 
6\e) 


hyt+py 
yy'\d 
ein Minimum wird. Man erreicht dieses durch 
i. M6, OM 
(18) 9=— i v= >: 
Da pu reduziert ist, gilt nach (6) und (7) 
inn Te i ! 
(19) cM *<y<c,M cM *<y'<o,M 


Aus (6) ergibt sich die mit (5) gleichbedeutende Aussage 

















Uber das Partitionenproblem. 


Saiz 1. Fiir alle yp gilt 
P (u) < ei M+ om : 


4. Die Integraldarstellung fiir P(). 


In diesem und dem folgenden Kapitel sei 
(20) t= yt+2ni€; v= y+2nrik’ 
mit y und y’ nach Gl. (18). Dabei sind & und &’ reelle Variable. Mit Hilfe 
der bereits benutzten Basis 1, w der ganzen Zahlen des Kérpers R(Vd) fiihren 
wir die GréBen ein 
(21) as X,+ w2, 7 X,+ w' x, 

ya ya 

Die Formel (15) liefert dann eine Fourier-Entwicklung der Funktion f(r, 1’), 
welche die Periodizitaét sowohl in x, als auch in x, mit der Periode 1 in Evidenz 
setzt, denn Sp(v &) = v& + »’& ist ganz-rational, wenn x, und 2, ganz- 
rational sind. Multiplizieren wir (15) mit e®**5?(*) und integrieren wir glied- 
weise iiber das Periodenquadrat 


so folgt 
P(p) = eX 4 t+: ff f(y t+ 2 ai, y+ 2 wi &’) c®** PU dz dz, 
Q 


denn es gilt 
1 fir w=», 


e®**Sp(e—")8) de dx. = 
Sf m"? 10 fir +r. 


Wir fiihren noch die Substitution (21) aus und erhalten 
(22) P(u) = yder" + ww ES Hy +2mnik, y+ 2nié’) et Sp(u) J ££’, 
?P 


Dabei ist B das durch die Transformation (21) aus Q hervorgehende Parallelo- 
gramm. 
Wir werden spiter B durch einen kleinen Kreis 
_18 
7 


(23) R: &2+é2® Ss M 
ersetzen, der fiir M > c, vollstindig in B liegt. In dem Gebiet DB — KR ge- 
winnen wir eine obere Abschitzung der erzeugenden Funktion zum Teil auf 
elementarem Wege, zum Teil durch Verwendung einer genaueren Approxi- 
mation nach einer Heckeschen Formel. Das zuriickbleibende Integral iiber 
den Kreis R wird dann durch Anwendung der Sattelpunktmethode asympto- 
tisch ausgewertet. 


5. Eine elementare Abschitzung der erzeugenden Funktion. 
Es bedeute R, den Kreis 


(24) R: + e225 M4, 
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Hilfssatz 2. Im Gebiet B — RK, gilt mit Formel (20) 
\f(x, t’)| < eM—eM! 
fiir M > Cy, 2 ¢,. 
Beweis. Es ist nach (14) 
(25) log |f (r, t’)| x! p 4 i(k, kr’) 
l= J 
log f(y, y') + Rig(z, t')} — gly, y’')- 
Nach (17) ist mit (6), (18) und (19) 
(26) log f(y, y’) < M +c, M?. 


, , 


Dat+t’=y+ y+ 2xiz, mit |z,| < 1/2 ist, folgt 


l 1 yt+e l 
+ Ba; : 


OV nt t™+T’ ger...» t+’ 





+ B,, mit |B) s¢,; |B] Sey. 


Also ist wegen (9), (10) und (11) 





g(t, T) t+’ | . , pide } B,, 
wobei 
B,| < cy, M® 
ist, denn in G gilt 
eo, - 
ett _y — 


Aus Gl. (21) folgt 
Vdt ydy + 2i(x, + w 2); yar’ ydy’ 221 (z, + w’ Xe). 


Betrachten wir die Funktionen 





1 :; 1 
Yar =e “a 


e —] e —1 
im Gebiet |z,+ w z,—17,\S 1/4 bew.|2,+ w'’x,—1r,|51/4; 7,7, ganz-rational 
und +0, so ist dort wegen |z,|< 1/2 sicher |z,|>c¢,,, d.h.|t+1'|>c¢,,. Im 
ganzen Integrationsgebiet J erhalten wir deshalb die Darstellung 


1 
g(r, t') = ——_ + B,; | B,|S 4, M’, 














, 1 ; 
gly. ¥) = —+ By; |B) Seq_ MM’. 
Vdyy 
Nun ist 
{1} Se a ee 2 a _4\ 
tee) yy ee ony oo lV +4 at y*) (14 4 tt y’-*) | 





1 
vy |Vl+4at (Py? +h y-4 } 
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Nach (18) und (19) gilt also inD@ — KR, 


1 l 1 1 ) 
R{7| — yy So wd == — 1p Se, M5 ~~ = 
Vi+esm-? 1+ ¢,,M 
< — Cy M® fiir M > cy, > cg. 
Deshalb ist fiir M > Cy. => Cy 


2 
(27) R {g(t, t')} — g(y, y’) S — Cog M*. 
Mit (25), (26) und (27) ergibt sich die Behauptung des Hilfssatzes 2. 


6. Heranziehung einer Transformationsformel von Hecke. 


In diesem und den folgenden Kapiteln seien t und 1’ beliebige komplexe 
Variable mit positiven Realteilen. Wir betrachten die Reihe 
(28) D(x, c';v) = J rv (venir —i"l’, 

+0 

Summiert wird iiber alle von Null verschiedenen ganzen Zahlen des Kérpers 
R(y d), und v(y) ist ein Vorzeichencharakter, naimlich entweder v(v) = v,(v) = 1 
oder v(v) = v,(v) = sgn (v-'»’). Die Konvergenzeigenschaften der Reihe (28) 
sind die gleichen, wie bei der geometrischen Reihe g(t, t’). Es gilt die Beziehung 


(29) g(t,t')= ; {D (rz, t’; v9) + D(r, t’; v,)}. 


Die nun folgende Zuriickfiihrung der Funktion (28) auf eine Reihe von kom- 
plexen Integralen vom MELLINschen Typus iiber Zetafunktionen mit GréBen- 
charakteren wurde von Hecke [4] gegeben. Es sei wieder 7 die kleinste total- 
positive Einheit > 1, also 
fe wenn N (e) = + l, 
7% | e2, wenn N (e) = — | ist, 
wobei ¢ die Grundeinheit > 1 des Kérpers bedeutet. Es gilt die Invarianz- 
eigenschaft 
D (nt, n't’; v) = OD (rt, 1’; v), 
welche fiir die Funktion 
u | 
(30) p (u) = Po v (v) em i"iFe ~\r ite 
r+ 0 
die Periodizitaét in der Variablen u mit der Periode log 7 zur Folge hat. Da die 
Reihe (30) bei festen t,t’ in jedem abgeschlossenen Bereich mit R(t e*) > 0, 
R(r'e—“) > 0 gleichmaBig in u konvergiert, existiert fiir sie eine FourreRsche 
Reihenentwicklung 


, 2xinu 
1 5 ng ~ jogn 
a 3 5 
yp (u) log n - — i e , 


welche auch fiir u = 0 konvergiert und dort ®(r, t’; v) zur Summe hat 
1 —— 
Zz H,, - 

fo} 


(31) PD (r, af v) = log 
a= — 
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Dabei ist 
logn 2xinu 


H,= | p(u)e len du. 
fr} 


Wir zerlegen die Reihe (30) nach der Vorschrift 


+ co 
ay r(vy= > > r(y”-»), 
» +0 (*), m — oo 

v+0C0 


wobei das Zeichen (v), bedeutet, daB iiber ein System von solchen ganzen 
Zahlen vy zu summieren ist, die sich paarweise nicht nur um eine total-positive 
Einheit als Faktor unterscheiden. Dann wird 


. + 0 logn em re 2rinu 
Hem Solve “Preiidtae— ie ae own dy 
(eo m —ad 
+0 
2xinu 


+ co o 
¥ v(r) f eile t v'e t’ » logn du. 
—_ . 

(*)> oO 


v¥+0 


Eine bekannte Transformationsformel von HECKE [4] ergibt 


2+ia 
5 44 r(s—int * (y) v(y 
(32) H, a | I(s- oo (s os b) - 2 () ol) a 
3a¢ , git ind, s—in if Nv 
2—ia +0 


wobei die Potenzen im Nenner durch die Hauptwerte erklart sind. Hier wurde 
die Abkiirzung (6) benutzt, und es ist 
i-b-log 
A(v) =e 
der erzeugende GréSencharakter der ganzen Zahl v des Kérpers. Es sei e (1) 
die Anzahl der verschiedenen Einheiten, die sich paarweise nicht nur um 
eine total-positive Einheit als Faktor unterscheiden, also 


{2 fir 4 =e, 


e (1) = 
() | 4 fur n = e. 
Ist fiir jede Einheit ¢, des Kérpers bei festem n die Zahl 4” (e,) v (e + I 
J 1 F (€ 1 

so wird 
(33) SFE? ony 3 = Se? .. 120 0,09. 

(e Nr (*) Ny 

v0 


Summiert wird in der zweiten Reihe iiber alle von Null verschiedenen Haupt- 
ideale des K6rpers, und y» ist eine beliebige Erzeugende des Ideals (v). Die 
durch Gl. (33) in der Halbebene & (s) = o > 1 definierte Funktion €, (s, v) 
heiBt die Hecxesche Zetafunktion mit GréBencharakteren. Gibt es jedoch 


mindestens eine Einheit e, in R (jd), so daB A"(e,) v (e,) + + 1, also 1 ist, 
so ist 
n . 
yy A (v)v(v) 0. 
ove" 
+0 


da sich die Glieder mit vy und ¢,- »y aufheben. In diesem Fall soll unter C, (s, v) 
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der Wert Null verstanden werden. Es ergibt sich daher aus (32) 


(34) H,=3-, 

2—ico 
Verwenden wir noch e (1) log e = 2 log 7, so folgt aus (29), (31) und (34) der 
folgende 


Hilfssatz 3. Fiir R(t) > 0, R(t’) > O gilt 


——— €, (8, v) ds. 


s+ind tind 


2+ica 
e(1) [ P (e+ ind) P(s—ind) 
Tt 


2+itc 
, LA 1 j , 
g(t,7')= > ini / G,, (8; t, t’) Z,, (8) ds, 
—— 2-—ia 
mit 
; .  P(s+inbd) I(e—ind) 1 
G,(s;1, 7’) = Sr i Zp (8) = Fog y En (8: Yo) + Cn (8, i} - 


4+ a—i ’ 
7 ind 18 inb 


Die analytischen Eigenschaften von Z,,(s) bestimmen sich aus denen von 
¢,(s, v). Nach Hecke [4] sind die Funktionen ¢,(s,v) ganz-transzendent, 
wenn nicht gleichzeitig n = 0 und v = v, ist. Ist dies jedoch der Fall, so ist 
£,(8, v9) die DepeKrnpsche Zetafunktion des Kérpers R(j/d) fiir die Klasse 
der Hauptideale. Diese ist bekanntlich regular in der ganzen s-Ebene mit 
Ausnahme des Punktes s = 1, wo ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum 
2loge 


Vd 
(35) Z,(8) = Z(s) 


vorliegt. Somit ist Z, (s) fiir n + 0 ganz-transzendent, und 


, , . , . 1 , 
besitzt bei s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum Fi und ist 


sonst in der ganzen s-Ebene regulir. Wir werden spiter noch Gebrauch 
machen von der Funktionalgleichung 


&,, (8, v) = €_,,(1 — 8, v) 
mit 
\d \? .(s+a . ind sta  inb 
(36) za, 0) = (12) r( ; * 3) T( 7p 3) Salt 0) 
und 





" fiir v = %, 
a= 


1 fir v=». 


7. Anwendung von Hilfssatz 3. 


Wir ersetzen t durch kt, t’ durch kt’ und erhalten aus Hilfssatz 3 und 
Gi. (14) 
' 2+ic 
giz Guleit eo Re + 1)Z,(0) do. 


2—tc 


+c 
(37) logf(z,c’)= 


n fs) 


Die hier durchgefiihrten Vertauschungen bediirfen einer Rechtfertigung. Wir 
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setzen wie iiblich s = ¢6 + it. Dao = 2 ist, erkennt man leicht 
2+ic 


l a 
oxi G,,(8; t, t') Z, (8)  k-**#—- 1 ds = 
ni J a, 
2—ic 
2+ic 
4 l ’ , ~te = 
= 2 ni G,, (8; t, t’) Z,, (8) k-**#-' ds. 
7 2—ico 


Es bleibt zu zeigen, daB die Doppelreihe 


2+ 
+ oo oo 1 
2 ; - P —2s—1 gq, 
x Bai f G,, (8; t, t') Z,,(8) k ds 
2—tc 


absolut konvergiert. Von nun an machen wir die wichtige Einschrinkung 


= ao 8 
(38) larg t|< ri. larg t’|< rr. 
Dann ist 
~ (it + nbl + jt —nd!} 
(39) |e 9-66 +08 9-016 — 298) < |g 7’ |—*-6 


Auf der Geraden o = 2 ist jeder Integrand regular. Im Streifen — 1/2<0<2 
der s-Ebene gilt nach der Strrtrnaschen Formel die Ungleichung 
-= t . . 
[Tio+it)iScye * (\t)+1)°~?, 
gleichmaBig in o, wenn wir den Pol der Gammafunktion bei s = 0 etwa durch 
einen Kreis vom Radius 1/4 ausschlieBen. SchlieBen wir entsprechend den Pol 
bei s = + inb aus, so folgt 


“a tind 
(40) [Po + i (t + nb))|< cg (lt + nb] +1)’-4te * 


Also ist unter den erwihnten Voraussetzungen 
IG, (837, 7’)\< 


(41) ‘ — Fit +md| + \t— nd 
S Cog |t t'|-? (lt + mb] + 1) F (\t— nd] +1)’ Fe 


Ferner ist 











10, (2 + it, v)| Seg, also |Z, (2 + it)| Sey. 
Somit wird 

| 2+ic 
1 y ° , —2e—1 

7 / G,, (8; tT, T') Z, (8) k dsi< 

me 2 4 a — = 184 0b)+it—nd}} 
< ty] [t+ md]+1y* (t-mdj+ afro | dt 

6 


x oo x 
nib 


(b|n|\+1%e * dt4 (t+ 18%e * dt 
H { 


va 
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Aus dieser Abschitzung geht die absolute Konvergenz der Doppelreihe hervor. 
Damit ist Gl. (37) unter der Bedingung (38) bewiesen. 
Wie wir im nachsten Kapitel zeigen werden, gilt bei festem n 


(42) (28 + 1) Z,(8) = O (\¢\™), 


fiir |t|+ 00, gleichmaBig in o im Streifen —1/2<o<2. Hieraus und aus (41) 
folgt, da®B man in jedem Integral der Reihe (37) die Integrationsgerade nach 
ao = — 1/2 verschieben darf. Es treten dabei die Residuen der einzelnen Inte- 
granden im Streifen —1/2<o0<2 auf. Fir n=0 haben wir die Residuen 
der Funktion 


(tt’)~* I(s) 0 (28 + 1) Z(s) 


zu bestimmen. Bei s = | liegt ein einfacher Pol mit dem Residuum 
o(3) 
tr’ \/d 
vor. Bei s=0 liegt ein Pol von dritter Ordnung. Sein Residuum ergibt sich 
nach kurzer Rechnung zu 


Z(0) 


loo? t 7’ 2} », 20) 
4 log*tt g logtt'+—| 


a P 
+ Z(0) {a,+ 5 — y'}. 
Dabei ist y die EuLersche Konstante, und es wurde benutzt 


lim (s €(s + 1))’= — lim (8 I'(s))’= — I’ (1) = y, 


s—>0 s—0 " 
lim (s I’(s))"” = I" (1) = y*+ + ‘ 
s—0 

lim (s f(s + 1))” = a,. 

s—0 


Fiir n + 0 hat der Integrand 


G,, (8; tT, t') €(2 8 + 1) Z,(s) 


drei einfache Pole bei s = 0 und s = + inb. Die Residuen sind 
1 /r’ \ind ; # 
bei s = 0: 3 (=) I(inb) '(—inb) Z, (0), 


beis=+inb: 1-2? (2inb)l(1 + 2inb)Z (ind), 
bei s = —inb: 12° '(— 2inb)C(1l —2inb)Z,(—inbd). 

Durch Summation dieser unendlich vielen Residuen erhalten wir eine Reihe, 
deren Konvergenz im nichsten Kapitel gezeigt werden soll. Wir diirfen sie 
deshalb aus der urspriinglichen Reihe herausnehmen. Es ergibt sich der 
folgende 

Hilfssatz 4. Fir |arg t| S _ ; jargt’ |S ; gilt 

c(3) 
tr’ jd 
+ 8,(t t') + Sg(r) + S3(t’) + Rg (tz, 2’), 


) Z'(0 
log f(t, t’) = } 20) log? «x O) log rr’ + L + 
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mit 
Z’’(0) Fo 
L=—{~ +2(0){q+45- 4}, 
+e *\inbd 
S, (zr, t’) = ; _ (=) I'(inb) I'(— inb) Z, (0), 
"ool ; 
S,(t) = Dd 7m’ (2ind) f(1 + 2ind) Z, (ind), 
"sae 
S,(t’) = dy vino l(—2inb)f(1 —2inb) Z,(—inb) 
ere» 
und 
ga —}t+ic 
R(t,.7)= > = G, (8; t, t) (2 8 + 1) Z, (8) ds. 
——— —}t—iao 


8. Reihenabschiatzungen. 
Wir schicken einen Hilfssatz voraus. 
Hilfssatz 5. Fir — 1/2 so <0 gilt 
IC, (o + tt, v)| S< cg (\t + mb) + 1) (jt — 2b) + 1). 

Beweis. Es sei nicht gleichzeitig n = 0, v = vy, denn der Fall n = 0, v = vy 
folgt bereits in iiblicher SchluBweise nach Lanpav [5], Satz 169. Nach 
Hecke [6] ist mit einer von n abhangigen Konstanten C (n) fiir —1/2S0 <2 

IS, (o + it, v)| < cg, ™', 
gleichmaBig in o. Aus der Funktionalgleichung (36) folgt 
1 : 
¢.(— a+ it, v) S Cg (jt + nb) + 1) (jt -— nb) + 1), 
und es ist 
\f,(2 + tt, v)| < cy. 
Betrachten wir im Sinne der Poracmén-LinpELOrschen Methode mit einem 
positiven 6, < 1 die Funktion 


tals, v)- 


Ms) = Cy inb+1)-—inb +1)’ 
so ist die Ungleichung 
(43) |A(s)| S Cas 
offenbar auf den Geraden o = — 1/2 und o= 2 erfiillt. Wegen Jota! gbl@—M< 


<c,,e~°*" gilt sie ferner auch fiir —1/2<o0<2 und |t|>¢,(d,,m). Nach dem 
Prinzip vom Maximum ist (43) also im ganzen Streifen — 1/2 So < 2 richtig. 
Es folgt 

If, (8, 0) | < gg (lf + mb] + 1) (lt — ml + 1) =". 


Der Grenziibergang 5, 0 liefert die Behauptung von Hilfssatz 5. 
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Wir verwenden die bekannte Abschitzung 
(44) IC (8)| S egp(\t| + 1), 


gleichmaBig in o fir OS 052, |s—1|=>6. Aus dem Beweis von Hilfssatz 5 
und aus (44) geht die Richtigkeit der Formel (42) hervor. 

Die Aussage des Hilfssatzes 5 iibertrigt sich nun auf die Funktionen Z, (s). 
Mit Formel (41) ergibt sich dann 


co a nb 
|S, (x, t’)| S cag S ne . 
n=1 


also 

(45) |S, (zt, t’)| S egy. 
Ebenso folgt unter Verwendung von (44) 

(46) |S3(t)| Seg, 
(47) |S3(t’)| S cg - 


Damit ist der vor Hilfssatz 4 erwihnte Konvergenzbeweis erbracht. 
AuBerdem ist die gleichmaBige Konvergenz der Reihen S8,(t,t’), S,(t) und 
S,(t’) in t und tr’ in dem Winkelraum |arg r|< 2/4, |arg t’|< 2/4 gezeigt. 
Wir geben nun noch eine Abschitzung von R,(t,t’). In (41) setzen wir 
o =—1/2 und erhalten mit (44) 

- } +ic | 
— G,,(8; t,t) C(28+ 1)Z,(s)ds\< 
—}f—io | 
= Peed / (¢+1)™e— TEtath— oy 
6 

S C3 |T Pet nt 

Es ergibt sich also 


|Ro(t, t’) |S ey |e ef 


9. Verkleinerung des Integrationsgebietes. 
Von nun an haben t und tr’ wieder die Beieutung von (20). Es sei R 
der durch (23) definierte Kreis der § — £’-Ebene. 
Hilfssatz 6. Im Gebiet B — K gilt 


If (ev) seco 
fiir M > Cy, > Cyg- 
Beweis. Wir diirfen uns auf das-Gebiet R,— & beschrinken, denn fiir das 
Gebiet B — R, ist die Behauptung bereits in Hilfssatz 2 bewiesen. Es sei also 
_% an 
M7 s@+e%<mM *. 
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Wir verwenden den Hilfssatz 4. Es ist 
1 


Vig? +4285) (y+ 408) 
1 1 1 1 
> ° [Eee SS Porte tie mie 
yy Vite, at? yy l+e,M 
fiir M > Cyg > C9. Also ist 


&(3) } _ } 
< M— cM’. 
2 peg so M 





x {|< 


Ferner ist 
llog t t’| Sc, log M, 


und, da &*+ é"s m~*, also die Bedingung (38) fiir M > c,.> cg, erfiillt ist, 
nach (45), (46), (47) und (48) 


log If (x, v’)| s M — C4, M", 


fiir M > ¢y,> Cy). Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen. 
Wir gehen nun aus von der Integraldarstellung (22). Es ist 


(49) P(u) = Vd e+" ff fly +2mib, y+ 2rif’) et POO GE E+ K, 
x 
mit 
K,= Vd ervtur Sf tly+2atéy' + 2 wi &') 2 **SPHO) dEd &. 
p-—sK 


Da das Parallelogramm JY den Flacheninhalt besitzt, folgt mit (18) und 
Hilfssatz 6 Vd 


i 
(50) K,| <M —euM", 


10. Anwendung der Sattelpunktmethode. 
In dem Integral aus Gl. (49) fiihren wir die Substitution 2 7 & = yw; 
22 &'= y'w’ aus. Man erhilt 
(51) P(u) = _ ~ enutew. ff er”) dwdw'+ K,, 
” € 
wobei 


Polto, w') = log f(y(1 + iw), y(L+iw')) +ipywsip' yw 


ist und € die Ellipse 
. yw 2 y’ w’ = < 
é: (35) + (45) sm 
bedeutet. Fiir 


' 1 
52 w\s ;|w' ls 
(52) }2 ~ 2 
ist jarg (1 + iw)| < 2/4; jarg(1+iw’)| < 2/4. Aus Kapitel 8 folgt nun, daB 
S.(y(l+iw), y(l+iw’)), S.(y(l+iw)) und 8S,(y'(1+%w’)) regulire 


Funktionen von w und w’ im Gebiet (52) darstellen, welche gleichmaBig in 
of giny 













Uber das Partitionenproblem. 


und y’ beschrankt sind. Folglich ist 
S,(y(1 + iw), y/(1 + iw’) = S,(y, y’) + O(\rol + |e’), 
S,(y(1 + ¢w)) = S,(y) + O(\w)), 
S3(y’(1 + ¢w’)) = 8,(y’) + O(|w’l), 

wobei hier und im folgenden die O-Aussagen im ganzen Gebiet (52) gleich- 
maBig in y und y’ gelten. In € gilt wegen (19) 
(53) \ww] < C5g M~*; |w'| < egg MO, 
so daB die Ungleichungen (52) fiir M > c,,=> c,, erfiillt sind. Ferner gilt 

- _—_$@) —+inywtipy w= 

yy: \d-(l+iéw) (l+iw’) 

= s(3) {Ll — w?— ww'— w+ O((|w| + |w’|)%)} 

yy'\d 
und 
log yy’ (1 + tw) (1 + tw’) = log yy’ + O(|w| + |w'l). 
Nach (48) ist noch 
Ry(t, t’) = (yy’)*- O(1). 
Wir haben nach (6), (18) und Hilfssatz 4 also die Entwicklung 
(54) Po(w, w’) =Y — MQ + —,(w, w’) 
mit 
, Z(0) , Z’(0) , , , 
Y= M + —7- log* yy’— —,— log yy'+ L + 8, (y, y’) + Se(y) + Ss(y’), 
Q = Q(u, w’) = w*+ ww'+ w", 

und 
p(w, w’) =O(|w| + |w’|) + M-O((|w] + |w’|)*) + log M-O(|w| + |w’|) + Me ; -O(1). 


Mit (53) ist fiir M > c,, > Cs4 


, “ _! 
(55) |p, (w, w’)| Sey, M *. 
Nun ist 
(56) ff e~ MO +00.) dw dw' = [ff e-™@dwdw'+ K, 
€ € 
mit 


K,= ffe~™°e fer") _ 1} dwdw’. 
€ 
Da Q definit und der Flicheninhalt der Ellipse € kleiner als c,, M * ist, 
folgt nach (55) 


(57) |K,| S ¢sg M_ 


Die quadratische Form Q bringen wir auf die Gestalt einer Quadratsumme 
durch die Substitution 


w= Mi (2+ ~ )i w= M¥(-24 7 )- 
y3 y3 
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Ginrer MEINaRDUs: 
Dabei geht die Ellipse € in eine Ellipse 8 der z— z’-Ebene iiber 
; is y 2’ 2 y * 2’ 2 ail. $ 
8: {a (+ y5)} * {ae (@- G5) 4 
Fiir einen Punkt auBerhalb 8 gilt wegen (19) 


, 4 
2*+ 2'*> cM". 


Also wird 
, 9 
[ fe-*eawaw = [ fet-fazae 
My3 
€ 3 
P + 00 +00 
“aH / [ otf asae+ K, 
mit 
(58) |K;| s eeu, 


fiir M > c.,>c,,. Aus (56), (57) und (58) folgt mit 


+o +0 

f f oP-"dedv=2 

die Beziehung 
22 
59 —MQ+ O(¥%.0) dw dw’ = K 
(59) {fe w dw uy3 + K, 
mit 
[Kal S ee ut. 


Aus (50), (51), (54) und (59) erhalten wir 
\a-y-y’ nate Y } 
PW) = a eta sour ty 


fiir M-+co. Mit (6), (18) und (54) ergibt sich der in (4) behauptete Satz. 
Satz 2. Fir N+ oo gilt 


3- Id is ie LW + a:log* + 2 log ¥ +62, ai 7 )) 
P(u) = 1+O\N # 
mit 
Z(0) 
“a” "3s 
__ 2, 20 20) | (£13) 
i 6 eo BT)? 
SG (A, N) = a,+ G, (uw) + Sa(u) + S,(u), 
Z” ) z0 » (203) 
a = +20) {a+ 75 - yh + log ("7 )+ 


r 


(5A) (3P) mes) 












Uber das Partitionenproblem. 


©, (u) = ; > 4*-I(inb) I'(—inb)Z, (0), 
a | 
ail 3 — 2 ind 
Giw- SF 2 “(37) N * F(2inb)f(1+2inb)Z,(ind), 
"see ) ; 
Sts inb 
S — ey on (S03) . __ as ae , 
su)= DS A er N I'(— 2inb) (1 —2inb) Z,(—inb). 
a+? 


Die Funktionen Z(s) und Z,(s) sind durch Hilfssatz 3 und (35), die GroBe b 
durch Formel (6) erklart. Die Ausdriicke 4 und N wurden in der Einleitung 
definiert. Ferner ist 

a, = lim (s ¢(s + 1))” 
s—0 


und y die Eutersche Konstante. 
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Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Von 
Hans Ricurter in Freiburg i. Br. 


Teil IV. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
§ 13. Abgrenzung der Teilgebiete der Wahbrscheinlichkeitstheorie. 


Um dasjenige Teilgebiet der W.-Theorie, das wir W.-Rechnung nennen 
wollen, scharf abgrenzen zu kénnen, ist es niitzlich, sich an dieser Stelle zu- 
nichst einmal klarzulegen, welchen Standpunkt wir mit den bisherigen Teilen 
unserer Grundlegung’) erreicht haben. Wir waren davon ausgegangen, daB 
wir bereits vorwissenschaftlich zwei Ordnungsprinzipien besitzen, die wir 
, Sicherheit“ des Eintretens eines Versuchsergebnisses (bzw. einer Menge von 
solchen des gleichen Versuchsschemas) und ,,physikalische Abgeschlossenheit “‘ 
von Versuchen gegeniiber der Umwelt (bzw. gegeniiber anderen Versuchen) 
nannten. Unser Axiomensystem war der Ausdruck der Forderungen, die wir 
an eine Belegung der Z|H mit Erwartungskoeffizienten als mathematischen 
Ausdruck der ,,Sicherheiten“ stellten, wobei der Ordnungsbegriff der ,,physi- 
kalischen Abgeschlossenheit“ gleichzeitig eine implizite Definition erfuhr. 

Es zeigte sich, daB jedes solche Belegungssystem fquivalent ist einem 
System, das dem iiblichen Additions- und Multiplikationssatze geniigt. Sofern 
wir also die beiden genannten Prinzipien in einer (gemaB unseren Belegungs- 
axiomen) mathematisch prazisierten Gestalt zur Beschreibung der Erfahrungs- 
welt anwenden wollen, kénnen wir dies ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
mit Hilfe einer W.-Belegung der iiblichen Art tun. Mehr als diese Struktur- 
aussage ist bisher noch nicht bewiesen. Insbesondere haben wir bei einer 
solchen Belegung der Erfahrungswelt im gegenwirtigen Stand unserer Unter- 
suchung noch weitgehende Freiheit in der Wahl der numerischen Werte der 
W.en, da das Eintreten keines rein logisch méglichen Ereignisses durch die 
Axiome ausgeschlossen wird. Wir haben aber auch vorliufig noch Freiheit 
in den Setzungen der formalen Koppelung, da wir ja nur axiomatische Forde- 
rungen stellten fiir den Fall, daB formale Koppelung gesetzt ist. Wir kénnen 
dies auch so ausdriicken, daB wir jetzt zunichst eine unendliche Menge von 
p-Systemen besitzen, die sich beziiglich der p-Werte und beziiglich der Setzung 
der formalen Koppelungen unterscheiden. Das Problem der Auffindung der in 
den praktischen Anwendungen zu benutzenden numerischen p-Werte wird 
bei dieser Auffassung zur Frage nach den Prinzipien einer Auswahl unter 
diesen p-Systemen auf Grund durchgefiihrter Experimente. 

Die Untersuchung dieses Problems nennen wir indirekte W.-Theorie, die 


1) Math. Ann. 125, S. 129—139, S. 223—234, S. 335—343. 
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wir in Teil V behandeln werden. Wie wir soeben sahen, gehért ihr Gegen- 
stand nicht zu den Folgerungen, die allein aus dem bisher angegebenen, den 
W.-Begriff konstituierenden Axiomensystem gezogen werden kénnen und die 
wir zusammenfassend als direkte W.-Theorie bezeichnen. Zu dieser letzteren 
ist dann auGer unseren bisherigen Untersuchungen noch die W.-Rechnung im 
engeren Sinne als Lehre von den Sitzen zu rechnen, die in jedem p-System 
als Folgerungen aus Additions- und Multiplikationssatz giiltig sind. Dem 
iiblichen Sprachgebrauche folgend, wollen wir auch die Einfiihrung der be- 
dingten W.en zur W.-Rechnung zihlen, obgleich wir wegen der in Teil I ge- 
zeigten Schwierigkeiten dieselben nicht formal mathematisch, sondern als 
Belegungswerte einfiihren werden, die zu einer Erweiterung des Anwendungs- 
bereiches der W.-Theorie und entsprechender Erweiterung des Axiomen- 
systems gehéren. Die sonst vielfach iibliche nachtrigliche stillschweigende 
Zuerkennung dieser Bedeutung soll damit vermieden werden. Im iibrigen 
kénnen wir uns weitgehend sehr kurz fassen, da es uns nur darauf ankommt, 
die Beziehungen zur iiblichen W.-Rechnung herzustellen. 


§ 14. Unverfilschtheit und Unabhingigkeit. 
Die formalen Koppelungen sind die einfachsten Koppelungen zweier 
Schemata. Sie wurden charakterisiert durch die Eigenschaften : 


(14.1) p ((Z,, 2 (H,))| F (H,, H2)) = p (E,| Hy) 
und 
(14.2) p ((#,, £,) | F (H,, H,)) = p (Z,| H,)- p (#, | H;). 


Die erste dieser beiden Relationen sagte aus, daB die Mitnahme von H, bei 
anschlieBender Streichung seines Ergebnisses ohne EinfluB auf H, ist, wihrend 
die zweite Relation die W.-Werte in der formalen Koppelung bestimmt. Bei 
beliebigen realen Koppelungen sind diese beiden Relationen im allgemeinen 
nicht erfiillt. Es kann jedoch sein, daB sie zufallig gelten. Diese besondere 
Eigenschaft erfassen wir durch die folgenden beiden Definitionen. 

Definition 2: Gilt in der Koppelung K von H, mit H, die Gleichung 
p((B,, 2(H,)) | K) = p(#,| A,) fiir jedes E,| H,, 80 heiBt H, in K unverfilscht. 

Die Unverfilschtheit bedeutet, daB man — jedenfalls im vorgegebenen 
W.-System — die AbschluBforderungen von H, so fassen kann, daB H, ge- 
stattet ist, solange man sich nur fiir H, interessiert. Wie man sich an Bei- 
spielen leicht iiberzeugt, ist die Beziehung ,,unverfalscht“ nicht symmetrisch. 

Definition 3: Die Ereignisse E,|H, und E,| H, heiBen unabhingig in der 
Koppelung K von H, und H,, wenn gilt: 

p ((E,, E,)| K) = p(E,| H,)- p(B, | A). 


Mit dieser Definition wird der in der physikalischen Abgeschlossenheit 
mitgedachte Begriff einer absoluten Unabhangigkeit von Versuchen auf einen 
Unabhingigkeitsbegriff fiir Ereignisse erweitert. Es darf darauf hingewiesen 
werden, daB es méglich gewesen wire, die beiden genannten Definitionen 
bereits fiir Systeme von 2K auszusprechen, was klarlegt, daB keine Bezug- 
nahme auf die noch nicht definierten bedingten W.en stattfindet. 
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Selbst im einfachsten Falle, daB H, und H, auBer den trivialen Ereignissen 
0 und Q nur je zwei komplementiire Ereignisse Z, und EZ, besitzen, kann man 
sich leicht durch Zahlenbeispiele itiberzeugen, daB in einer Koppelung K beide H, 
unverfalscht sein kénnen, ohne daB Ereignisse unabhingig sind. Andererseits 
ist auch die Unabhangigkeit einiger Ereignisse durchaus vereinbar damit, 
daB eines der H, in der Koppelung verfalscht ist. Dagegen gilt der einfache 
Zusammenhang : 

Ist in der Koppelung K von H, mit H, das H, unverfdlscht, sind weiter E, | H, 
und E,| H, unabhingig, so sind auch E,| H, und E, | H, unabhingig. 

Sind insbesondere H, und H, beide unverfilscht, so folgt im genannten 
Falle die Unabhiangigkeit aller Ereignisse bereits aus der Unabhingigkeit eines 
einzigen (nichttrivialen) Ereignispaares. 

Am Ende von § 7 haben wir eine besonders einfache Art von realen Koppe- 
lungen kennengelernt: Bei Vorgabe von zwei Vergréberungen H, und H, eines 
H konnte eine geeignete Vergréberung H von H als reale Koppelung der H, 
aufgefaBt werden. In diesem Falle ist natiirlich einerseits die Unverfalschtheit 
der H, in dem H definitorisch sichergestelit. Andererseits nimmt die Un- 
abhangigkeitsdefinition 3 in diesem Falle eine besonders einfache Gestalt an. 
Da namlich hier (Z,, Z,) durch EZ, E, erklirt wurde, gelangen wir zu 

Definition 3a: Die Ereignisse E,|H und E,| H heiBen unabhingig, wenn 
p(B, E,\H) = p(£,|\H)- p(E,| A) gilt. 

Dies ist die iibliche Definition der Unabhingigkeit in denjenigen W..- 
Theorien, die nur von einem einzigen W.-Feld sprechen; bei uns jedoch ist sie 
ein Spezialfall. 

Da im Falle der Definition 3a mit dem Paar (Z,, Z,) auch die anderen 
Paare (E,, E;), (EZ,, E,) und (£,, Z,) unabhangig sind, kénnen wir die Unab- 
hangigkeit des Paares (Z,, £,) auch als eine Unabhangigkeit der durch EZ, + + EB, 

Qund £,+ £,= Qdefinierten Vergréberungen auffassen. Dementepeelinnd 
verallgemeinern wir Definition 3a zu 

Definition 3b: Die Vergriberungen H’ und H” von H mit den definierenden 
Ereignisdisjunktionen E, +--+ + vy - und Ey’ +---+ Ey = Q2 heifen un- 
abhiingig, wenn p (E’, E\’) = p (E’.) + p (E%’) fiir alle pw und v gilt. 

Damit werden m - n Pa Py hte die aber nicht unabhangig von- 
einander sind. Bevor wir uns um die Frage der Anzahl der unabhangigen Be- 
dingungen kiimmern, verallgemeinern wir noch Definition 3 auf mehr als 
zwei Schemata und entsprechend Definition 3a und 3b auf mehr als zwei 
Ereignisse, bzw. Vergréberungen im gleichen Versuchsschema. 

Definition 4: Die Ereignisse E,| H, mit den W.en p,= p(E,\H,) heiBen 
unabhiingig in der Koppelung K der Versuche H,, wenn gilt: 

p (ET, Ef,..., Es| K)= pt-...: pe 


fiir alle (EF, .. ., EX), we EF = E, mit pt = p, fiir mindestens zwei der H, und 
EF = Q (H,) mit pt = 1 fiir die iibrigen H, ist 
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Es werden also genau 2"— (n + 1) Relationen verlangt. 
Definition 5a: Die Ereignisse E,, . 





.., #,, von H mit den W.en p, heiBen un- 


k 
abhiingig, wenn p (E; - --.°H)= IT p,_ gilt fiir jede Kombination aus den E, 
x=1 * 


zu k > 2 Elemenien. 
Die Anzahl der verlangten Relationen ist wieder 2"— (nm + 1). 


Definition 5b: Die Vergriéberungen H® (v=1,...,”) von H mit den de- 


finierenden Ereignisdisjunktionen Eg (u,= 1,...,m™ 
abhiingig, wenn E,. , Ey . 


heiBen un- 


.., B® unabhiingig sind fiir jede Wahl der u,< m,. 
n 


Insbesondere sind in einer formalen Koppelung F = F (H,,. 


.-,H,) die 


den H, zugeordneten Vergréberungen H, von F sicher unabhingig. Die in 
Definition 5b verlangten Relationen sind teilweise entbehrlich ; genau gilt 
Satz 3: Die Vergréberungen H von Definition 5b sind genau dann un- 
abhiingig, wenn E, , . . ., B™ unabhiingig sind fiir jede Wahl der u,< m,— 1. 
n 
Diese in der Anzahl A =IIm,— Xm,+n-—1 bestehenden Relationen sind 


algebraisch unabhingig. 


Beweis: Die im Satz angegebenen Relationen P, sind jedenfalls notwendig 
fiir die Unabhiangigkeit der H®. Thre Anzahl A ist gleich der Anzahl der 
Méglichkeiten, Kombinationen zu 2 bis n Ereignissen aus zueinander fremden 
Disjunktionen zu bilden. Dies liefert sofort obigen Ausdruck fiir A. 

Die in der Anzahl B = J] m, vorhandenen Durchschnitte F,.° an 08 = 


bilden eine vollstandige Disjunktion. Ihre zunichst als komplexe Zahlen an- 
. . Die W.en aller Durchschnitte 
aus weniger Ereignissen sind dann gewisse Summen »' y,; aus den y;. Ins- 


gesetzten W.en bezeichnen wir mit y, , Yo, . . 


besondere bezeichnen wir speziell die p (BO) bei u,< m,= m,—1 mit Y y;. 


In den y,; geschrieben haben dann die P, die Gestalt: 

aS w%= 1D ¥,- 

Zu diesen Gleichungen schreiben wir noch die Beziehung 
bei Summation iiber alle y;. 


Seien jetzt &” fir w,< m, Unbestimmte in der Anzahl C = 


Mme 


fordern wir noch: 


2X ¥i= P (BO) = &. 


(7) 


m—n, so 


’ 


Damit haben wir ein Gleichungssystem von A + 1 + C = B Gleichungen fiir 


die B Unbekannten y;. Setzen wir p (ZY) =-l1-— > go und bestimmen die y; 
¥ yu =i ’ 


nach dem Produktsatz, so erhalten wir jedenfalls eine Lésung y,, y,,... un- 
seres Systems, die auBerdem noch alle iibrigen Unabhangigkeitsrelationen 
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von Definition 5b befriedigt. Andererseits geht bei Einsetzen der Glei- 
chungen III in die rechten Seiten der Gleichungsgruppe I unser Gesamt- 
system in ein lineares Gleichungssystem fiir die y; tiber, dessen rechte Seite 
ein Vektor mit linear unabhingigen Komponenten ist. Da wir soeben ge- 
sehen haben, daB das System lésbar ist, folgt, daB die Gleichungsmatrix 
nicht singular ist und es daher auch nur die eine angegebene Lésung gibt. 
Dies zeigt, daB die P,, hinreichend sind und daB das Gesamtsystem algebraisch 
unabhingig ist. Erst recht sind die P, also algebraisch unabhingig, womit 
der Satz bewiesen ist. 

Sind speziell alle m,= 2, so wird in Satz 3 das A = 2"— (n+ 1). Dies 
zeigt, daB auch die in Definition 5a genannten Relationen algebraisch unab- 
hangig sind und damit erst recht die Relationen des allgemeineren Falles von 
Definition 4. Besonders merken wir an, daB fiir die Unabhangigkeit von 3 Er- 
eignissen nicht die paarweise Unabhangigkeit geniigt, sondern als vierte Re- 
lation p (Z, E,E,) = p, p.p, hinzutreten muB. 


§ 15. Aleatorische GréBen. 


Die Einfiihrung der zufalligen (aleatorischen) GréBen kann nun wie in der 
maBtheoretischen Begriindung der W.-Rechnung geschehen. Der Unterschied 
liegt nur darin, da8 wir stets sagen miissen, zu welchem Versuchsschema die 
betreffende GréBe gehért, da wir unendlich viele W.-Felder betrachten. An- 
dererseits wird die Frage der Ubertragung der aleatorischen GréBen bei for- 
malen und realen Koppelungen auftreten. SchlieBlich miissen wir das Brr- 
NOULLIsche Theorem etwas vorsichtiger formulieren, wenn wir nicht von be- 
liebig oft wiederholbaren Schemata reden wollen. 

Definition 6: Es sei H ein Versuchsschema mit den Ergebnissen x,. Jedem x, 
sei eine Zahl a (x,) zugeordnet. Die Menge aller a heiBe A. Ist a,€ A, 8o setzen 
wir p(a,|H) = XL p(zx,| H), wo iiber alle x, mit a(x,) =a, summiert wird. 
a (x,) heift aleatorische GréBe zu H mit der Haufigkeitsfunktion p (a | H). 

Fassen wir jeweils die x, mit gleichen a (z,) zusammen, so wird durch a 
eine vollistandige Ereignisdisjunktion in § und damit eine Vergréberung H 
von H definiert. a kénnen wir dann auch als aleatorische GréBe zu H auf- 
fassen. Umgekehrt ist jede aleatorische GréBe zu einer Vergréberung H gleick - 
zeitig eine solche zu H. 

Definition 7: Die aleatorischen GriBen a, ,..., 4, von H heiBen unabhingig, 
wenn die durch sie definierten Vergréberungen unabhingig sind gemaf Defi- 
nition 5b. 

Sind H, und H, Versuchsschemata mit den bzw. Ergebnissen z,und 2//, 
K eine formale oder reale Koppelung, dann ist jeder aleatorischen GréBe a 
zu H, eindeutig eine aleatorische GréBe 6 zu K zugeordnet gemaB b (zx), x”’) 
= a(z\). Ist speziell H, in K unverfalscht, so hat 5 die gleiche Haufigkeits- 
funktion, und wir wollen 6 mit a identifizieren. Insbesondere kénnen wir 
jedes a, von H, auf formale Koppelungen F = F (H, , H,) iibertragen. Im 
letzteren Falle ist jedes a, zu H, in F unabhangig von jedem a, zu H,. 
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Ist endlich f (a) eine beliebige iiber A definierte Funktion, so ist auch 
b = f (a) eine aleatorische GréBe zu H, die evtl. eine weitere Vergréberung 
der durch a definierten Vergréberung erzeugt. 

Definieren wir nun wie iiblich den Erwartungswert E {a} durch 


(15.1) E {a} L'a (2,): p(x, |H)= Y a-p(a|H), 
’ zy atA 

so ist EZ {a} invariant gegen fir a zulassige Vergréberungen und Ubertragungen 

auf Koppelungen, und es gelten die bekannten Regeln 

(15.2) E {a,+ a,} = E {a,} + E {a,} 


E {(a — E {a})*} = E {a*} — (E {a})*. 


(15.3) var (4) => 


Weiter ist 


(15.4) E {IT f, (a,)} = IT E {f, (a,)} 


fiir alle Funktionen /, genau dann, wenn die a, unabhingig sind. 
Genau wie iiblich folgt nun die TscHEByscuErrsche Ungleichheit 
E {a*} 


(15.5) p (ja|\>C) Ci 


> p(a\ As 


Def. atc 


und hieraus nur in etwas anderer Formulierung das 
Theorem von BERNOULLI: 
Es seien H,, H,,..., H, Versuchsschemata mit existierendem F = F(H,,...,H,). 


Jedes H, enthalte ein E,| H, mit mS p,= p(E,| H,) = M. Sei weiter a,(E£,)=1 
und a,(E,) = 0 gesetzt. Zu F bilde man die aleatorische Gripe h = - > a,. Dann 


ist fiir jedes [>0 
Pe oa 1 
h entspricht der relativen Haufigkeit des Auftretens eines Ereignisses bei 
Versuchswiederholung in der iiblichen Formulierung des BERNOULLIschen 


Theorems: 
Ist H beliebig wiederholbar, h,, die relative Haufigkeit eines fest gewihlten 
Ereignisses E\ H bei n-maliger Realisierung, so ist bei pp= p(E| H): 
= i 
P(|Po— h, |> 0) < 4nt? 
fiir jedes [ > O. 


§ 16. Bedingte Wahrsche‘nlichkeiten. 
a) Relaisversuche. 

Das Ordnungsprinzip der physikalischen Abgeschlossenheit haben wir bis 
jetzt nur in der Setzung der formalen Koppelung und ihrer impliziten Defi- 
nition im Rahmen unserer Axiomatik erfaBt. Es gibt aber in den praktischen 
Anwendungen der W.-Theorie noch eine weitere Klasse von Versuchsverbin- 
dungen, die sich allerdings von der formalen Koppelung so wenig unterscheiden, 
da8 man in den alteren Theorien sie stillschweigend als solche behandelte. 
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Gehen wir von den beiden formal koppelbaren Versuchsschemata H, und H, 
mit den bzw. Ergebnissen z,(yv=1,...,”) und y,(u=1,...,m) aus, so 
k6énnen wir in F = F (H,, H,) die zur vollstandigen Ereignisdisjunktion 

(x,, 2 y,) + (xq, Zy,) +--* + (Xe, Zy,) + (Leur> Ma) + 
+ (Zpsa> Yo) + °° + (% qs Ym) = Q(F) 
gehérige Vergréberung F bilden. Dieses F werden wir nun als aquivalent an- 
sehen zu dem Versuchsschema G gema8 folgender 

Definition 8: Es werde H, realisiert. Ist in H, ein x, mit vy < k eingetreten, 
so gilt x, als Ergebnis von G. Ist dagegen ein x, mit vy > k eingetreten, so wird 
noch H, realisiert, und (x,, y,) gilt als in G eingetreten, wenn y,, bei A, einge- 
treten ist. G heiBt eine partielle formale Koppelung von H, mit H,. 

Im Gegensatz zur gewohnlichen oder totalen formalen Koppelung kommt 
es hier auf die Reihenfolge der H, an. Wegen der erwahnten Aquivalenz der 
partiellen formalen Koppelung mit einer geeigneten Vergréberung der totalen 
formalen Koppelung werden wir auch hier den Produktsatz axiomatisch 
fordern. Es ist zu beachten, daB hier eine Setzung vorliegt, die nicht bereits 
aus den Axiomen folgt, wenn auch diese Setzung fast selbstverstindlich ist. 
Dies gilt auch noch, wenn H, gar nicht mehr gegen H, abgeschlossen realisier- 
bar ist in den Fallen, wo H, eines der xz, mit v < k liefert. Auch hier kénnen 
wir Definition 8 bilden und fordern nun allgemein 


Axiom 7: Ist zu H, und H, mit den bzw. Ergebnissen x,(v = 1,...,n) und 
y, (u& = 1,...,m) das Schema G eine partielle formale Koppelung mit den Er- 
gebnissen 2, ..., Zp, (Zps15 Yr)>-+ +> (Las Ym), 80 ist p (x,| G) = p(zx,| H,) fiir 


v Sk und p((z,, y,) |@) = p(z,| H,)- p(y, | H2) fiir » > k. 

Es darf bemerkt werden, daB wir Axiom 7 als erweiterte Fassung von 
Axiom 5 bereits beziiglich der EK mit Hilfe der unbekannten Funktion 
@ (&, n) hatten aussprechen kénnen, wodurch dann obiges Axiom 7 als Satz 
fiir W.-Systeme erschienen wire. Wie selbstverstaindlich Axiom 7 ist, erhellt 
aus der Tatsache, daB es in der W.-Rechnung allgemein angewendet wird, 
ohne genannt zu werden. 

Eine Erweiterung der partiellen formalen Koppelung ist der folgende Typ 
von Versuchsverbindungen, der in den praktischen Anwendungen laufend 
vorkommt. 

Definition 9: Es sei K ein Versuchsschema mit Ergebnissen x,(v = 1, . . ., m). 
Die H, mit den bzw. Ergebnissen y,, seien Schemata der Eigenschaft: Ist in kh 
das x, eingetreten, so kann H, physikalisch abgeschlossen gegen K realisiert 
werden. Man bilde nun den Gesamtversuch G mit den Ergebnissen (x,, y,,,): 
Es werde K realisiert; ist x, eingetreten, so werde H, gegen K abgeschlossen 
realisiert. Liefert H, das Y,,» 80 heiBt (x,, y,,) im G eingetreten. G heiBt Relais- 
versuch mit W.-Relais K beziiglich der Varianten H, . 

In diesem Sinne ist der in Teil I diskutierte Miinzen-Urnen-Versuch ein 
Relaisversuch, wo der Miinzenwurf das Relais darstellt beziiglich der beiden 
Urnen als Varianten. 
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Fiir Relaisversuche gilt wegen Axiom 7: 
(16.1) P ((z,, ¥,) |\@) = p(x, |K)- p(y,,| H,), 


da G durch fortgesetzte formale Koppelung erhalten werden kann. Dies ist 
auch im Falle des Miinzen-Urnen-Versuches gerade die erwartete Lésung. 
Uberhaupt sind in der W.-Rechnung viele Aufgaben, die als solche iiber be- 
dingte W.en angesehen werden, nur Aufgaben iiber Relaisversuche und daher 
logisch von wesentlich einfacherer Struktur. 


b) Bedingte Wahrscheinlichkeiten. 

Im Gegensatz zu den soeben behandelten Relaisversuchen bedeutet die 
Einfithrung der bedingten W.en (bed. W.) eine wesentliche Neusetzung, die 
einer Erweiterung des Anwendungsgebietes der W.-Theorie entspricht. Bis 
jetzt konnten wir die p-Werte wahlweise deuten als Belegung der Z| H oder 
als Belegung der Aussagen, daB bei Hi das E eintreten wird. Dabei handelt es 
sich um Aussagen, deren Verifizierbarkeit erst in der Zukunft méglich ist: 
Aussagen in die Zukunft. Dieser Charakter liegt auch dann vor, wenn H be- 
reits stattgefunden hat, aber iiber sein Ergebnis noch nichts bekannt ist 
auBer der fiir Aussagen in die Zukunft sicheren Aussage beziiglich 0 und Q (H): 
Aussagen in die Gegenwart (bzw. Vergangenheit). Diese speziellen Aussagen 
in die Gegenwart werden wir als gleichwertig mit den entsprechenden Aussagen 
in die Zukunft ansehen und daher mit den gleichen p-Werten belegen. 

Es kann nun aber auch sein, daB von H bereits bekannt ist, daB ein be- 
stimmtes £ realisiert wurde, wahrend wir nicht wissen, welches der das E 
konstituierenden x, eingetreten ist. Diese Situation fiihrt zu einem wesentlich 
neuen Typ von Aussagen in die Gegenwart: 

Wenn in H das E eingetreten ist, so ist das E’ c E eingetreten. 

Solche Aussagen nennen wir bedingte Aussagen. Formal kénnen wir ihnen 
auch ein Versuchsschema (H; Z) entsprechen lassen, dessen Ereigniskérper 
der direkte Summand $/E von §& ist: bedingte Versuchsschemata. E wird dann 
zum Eins-Element im Ereigniskérper, so daB (H; #) ein Versuchsschema 
wire, bei dessen Realisierung das £ sicher auftritt. Solche Schemata sind 
aber nur als gedankliche Korrelate zu den bedingten Aussagen aufzufassen, 
da fiir alle eigentlichen Versuchsvorschriften kein nicht bereits logisch sicheres 
E bei einer Realisierung als sicher eintretend angesehen werden darf. 

Da bei E = 2 (H) die bedingten Aussagen und die bedingten Schemata 
in die alten iibergehen, haben wir eine Erweiterung des Anwendungsfeldes 
vor uns, in die das bisherige Anwendungsfeld eingebettet ist. Es ergibt sich 
nun die Frage, wie wir die neuen Aussagen mit p-Werten belegen wollen. 
Hierfiir brauchen wir neue Axiome. 

Die Vornahme der Neusetzung wird niedergeschrieben als 

Axiom C 1: Jedem Ereignispaar E’ c E mit p(E\ H) + 0 ist eindeutig eine 
bedingte Wahrscheinlichkeit p (E’ | H ; E) zugeordnet. 

Den Fall p (Z| H) = 0 miissen wir ausschlieBen, da wir in der p-Belegung 
nicht zwischen Ereignissen, die zufallig im betrachteten System den Wert 











370 Hans RicuTer: 
Null erhalten haben, und solchen Ereignissen unterschieden haben, die logisch 
unmdglich sind. Fir die letzteren wiirde aber die Neusetzung eine Belegung 
fiir Aussagen mit logisch sich widersprechender Primisse sein. 

Da wir das Versuchsschema H w.-theoretisch durch die p (z, | H) als be- 
schrieben ansehen, fordern wir weiter | 

Axiom C 2: p (E’| H; E) ist eine stetige Funktion der p (x, | H). 

Gehen wir von H zu einer Vergréberung H iiber, die E’ und E£ enthiit, 
so werden wir fordern, daB der vorgenommene, Z’ und £ ungeandert lassende 
Verzicht auf Ablesegenauigkeit die bed. W. nicht aindert. Dies liefert 

Axiom C 3: Ist BE’ € § C 9, 80 ist p(E’| H; B) = p(B’ |H; B). 

Ist nun F = F (H,, H,), so werden wir der Aussage in die Gegenwart, da8 
in H, das E£, eingetreten ist, den gleichen p-Wert zuerteilen wie der Aussage, 
daB (H,, Z,) in F eingetreten ist, wenn wir schon wissen, daB (Z,, 2 (H,)) 
in F eintrat. Dies liefert 

Axiom C 4: p((E,, E,)| F; (2,, 2 (H,))) = p(B, | H,). 

Aus diesen Axiomen folgt 
Satz 4: Es ist p(B’ |H;B) = 2{2\%) | 

: p(B | H) 

Beweis: Sei Z’ Cc E€ § mit p(H | H)+0 gegeben. Dann bilden wir die 
Vergréberung H von H, diezu E’+ E’-E+E=2 (H) gehért und die nur die 
p-Werte p(k’ H) = p(E’|H), p(k’: E H) = p(E|\H)— p(k’ |H) und 
p(E | H) = 1 — p(E| H) als p-Werte der Ergebnisse enthalt. Nach C 2 und 
C 3 ist also 


(*) p(E’ \H; E)= x(p(B'| H), p (E | H)) 


mit stetigem y. Nach geliufigem Verfahren*) konstruieren wir nun zwei 
formal koppelbare Schemata H, und H, mit bzw. Ereignissen HZ, und £,, so 
daB fiir die p,= p (E,| H,) gilt: 

p(E’| H) 


p(E|H)| <° 


p,— p(E | H)| <6 und |p,— 


bei vorgegebenen 6 > 0. Nach Axiom C 4 liefert dann (*) bei H’ = (£,, E,)| F 
und #=(H, , 2(H,))|F wegen p((Z,, £,)|F)=p, p, und p((Z, , 2(H,)) | F) =p, 
einfach : p,»= 7(P, P,, P,), Woraus wegen der Stetigkeit von y bei 5-0 folgt: 

p(B’ | H) 


Aus Satz 4 folgt insbesondere, daB die Relation 
p(E | H; 2(H)) = p(E | H) 


erfullt ist, so daB man diese als Axiom nicht besonders fordern muB. Auch 
Additions- und Multiplikationssatz fiir bedingte W.en sind nunmehr eine un- 
mittelbare Folge von Satz 4. 


*) Vgl. §10. Math. Ann. 125, 234. 
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Der angegebene Weg, die bed. W.en einzufiihren, ist natiirlich nicht der 
einzig mégliche. Die iibliche Methode, Satz 4 als Definition zu verwenden, 
hat jedoch den Nachteil, daB man das Zwangsliiufige dieser Setzung fiir die 
Belegung des neuen Aussagentyps nicht einsieht. Auch der Weg, Axiom C 4 
durch die Forderung der Additionseigenschaft zu ersetzen, erscheint nunmehr 
als unnétig stark. 

Von der physikalischen Anschauung aus liegt noch der folgende Weg der 
Einfiihrung der bedingten W.en nahe: Bei vorgegebenem E| H betrachtet 
man 2 |H als MiBlingen des Versuches H und konstruiert nun einen Ideal- 
versuch (H; EZ), fiir den das MiBlingen Z ausgeschlossen ist, durch die Vor- 
schrift, H solange zu wiederholen, bis einmal Z eintritt, und sieht das Ergebnis 
dann als Ergebnis von (H; #) an. Wie man leicht nachrechnet, sind dann die 
obigen p(z,| H; Z) fir die x,¢ H tatsichlich die p-Werte dieses Idealver- 
suches (H; #). Fiir die axiomatische Einfiihrung hat man aber die Schwierig- 
keit, erstens auf beliebig wiederholbare Versuche angewiesen zu sein und 
zweitens Versuchstypen einzufiihren, fiir die das Zeitintervall der Realisierung 
nicht beschrinkt ist. Nachdem wir jedoch bereits die bed. W.en wie oben ein- 
gefiihrt haben, sehen wir umgekehrt, daB die geschilderte physikalische An- 
schauung im Rahmen des bisherigen erweiterten Anwendungsgebietes erlaubt 
ist. 


§ 17. Riickschlu8wahrscheinlichkeiten. 


Das Problem der RiickschluBwahrscheinlichkeiten (R.-W.) erhebt sich 
durch die 


Bayessche Fragestellung: Gegeben sei fiir den Relaisversuch G das W..- 
Relais K mit den Ergebnissen x,(v = 1, ...,) sowie die Varianten H, mit den 
Ergebnissen y,, (u=1,...,m). Welches ist die W., daB x, eintrat, wenn man 
weiB, dap y,= 3° (x,, y,,,) eingetreten ist ? 


Nach Satz 4 ist die Antwort sofort anzugeben: Es handelt sich um 
p(x,| G@; y,,), und daher ist 


P(X» You @) 


| G; =—5 
P (2, ¥,.) Z P(Xvs Yru| G) 


und wegen (16.1) schlieBlich 


7 p ify. _ p(X» K)-p (Yu H,) 
(17.1) p (x,| G; y,,) a Z p(x K)-p (Yon H,) ° 


y 
Diese Bayessche Formel gilt als Lésung eigentlich nur unter der Voraussetzung, 
da8 nur zunichst noch nicht bekannt ist,zu welchem H, das gefundene y,,, 
gehért, daB aber die mit p (zx, |G; y,) belegte Aussage als in der Zukunft 
verifizierbar oder falsifizierbar angesehen wird. Diese Voraussetzung ist aber 
in den meisten Fallen, wo (17.1) angewendet werden soll, gar nicht gegeben. 
Im Gegenteil wird meist gerade vorausgesetzt, daB prinzipiell nicht mehr ent- 
scheidbar sein soll, welches » das gefundene y,, als Index triigt. Da aber die 
Verifizierbarkeit gar nicht in die Axiomatik einging, kénnen wir nun auch 
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derartige Aussagen zulassen, die wir Aussagen in die Vergangenheit oder R -W.en ! 
nennen und ohne Gefahr eines Widerspruchs mit denselben p-Werten gemaiB 
(17.1) belegen, als wenn es gew6hnliche bed. W.en waren. 

Eine andere Frage ist es, ob wir die Erweiterung des Anwendungsfeldes 
auf Aussagen, auf deren Verifizierbarkeit verzichtet wird, als sinnhaft an- 
sprechen diirfen. Diese Frage ist jedenfalls dann bejahend zu beantworten, 
wenn wir zeigen kénnen, daB die in (17.1) angegebenen p-Werte an die Stelle 
der alten p(z,| K) treten in den Fillen, wo iiber andere vom Relais K ab- 
hangige GréBen z, eine verifizierbare Aussage belegt werden soll unter der 
Bedingung, daB y, eintrat. Um dies zu priifen, haben wir die Bayxssche 
Fragestellung so zu verallgemeinern, daB H, die Ergebnisse (y,,,z,,) mit 
t=1,...,¢ besitzt und bei z,= 3’ z,, nach der bed. W. p (z, |G; y,) gefragt 


wird. Hierfiir ergibt sich aber sofort: 


Z p(2%y|K)- Pp (Yous 2ve| Hy) 


p (z, |G; y,) = ° ZS p( tvs Youl@) : 


oder mit Hilfe von (17.1) 
(17.2) Pp (z,| G; y,) = LY p(x, |G; y,) * P (Zr, | Hes Y,)- 


Dies zeigt in der Tat, daB wir nach Kenntnis von y, »80 tun miissen, als ob“ 
das Relais K nunmehr die ,,verbesserten“ p-Werte (17.1) erhalten hatte. 
Gleichzeitig sind jedoch die Varianten H, durch ihre bedingten Schemata 
(H,; y,,) zu ersetzen; nur im Falle der Unabhangigkeit der GréBen y und z 
in allen H, werden in (17.2) die bed. W.en p (z,, | H,; y,,) numerisch gleich 
den gewohnlichen W.en p (z,, | H,). 

Gerade im letzteren Falle liegt es sehr nahe, bereits jetzt die BayEssche 
Formel (17.1) umzudeuten als Vorschrift zur Verbesserung der numerischen 
Werte der p(z,| K). Demgegeniiber wollen wir festhalten, da8 (17.1) und 
(17.2) streng giiltige Saitze der W.-Rechnung eines jeden p-Systems sind und 
von uns auch nur innerhalb eines als fest vorgegeben gedachten p-Systems 
bewiesen wurden, in welchem die p(z,| K) ihre Werte behalten und (17.1) 
nur R.-W.en liefert, die gar nicht als W.en eines eigentlichen Versuchsschemas 
gedeutet werden kénnen. Fiir eine Interpretation, die tiber dieses p-System 
hinausfiihrt, fehlt uns also vorlaufig eine ausreichende Begriindung. 


§ 18. Klasseneinteilung der p-Systeme. 

Die in § 13 eingefiihrte Menge aller p-Systeme wollen wir jetzt in Klassen 
einteilen, wobei zunachst einmal alle p-Systeme zur gleichen Klasse gehéren 
sollen, die in den Setzungen der formalen Koppelung iibereinstimmen. Die 
weiteren Ausfiihrungen dieses Paragraphen sind stillschweigend innerhalb 
einer solchen Klasse gemeint. Zunichst gilt 

Lemma 3: Es seien E,|H,(v=1,...,m) gegeben mit existierendem 
F(H,,...,H,). p’ und p” seien zwei p-Systeme mit 


p (E,\ H,) sa<bsp”" (E£,| H,). 
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Dann gibt es ein E | H so, daB p' (E |H) — p” (Z| H)>1- alba ist. 
Beweis: Sei h definiert wie im BeRNovutischen Theorem und £ | H das 
: x : von F. Die Anwendung des BERNOULLIschen Theorems 
1 
n(b—a)** 
l 
n(b—a)?* , 





Ereignis0 <A =< 
mit [ = -7s liefert im p’-System bei m = Ound M = a: p’ (EZ |\H)>1— 


Dagegen haben wir im p’’-System bei m=b und M=1:p" (EZ |H) < 
woraus die Behauptung folgt. 

Aus diesem Lemma ergibt sich das 

Corollar: Ist H ein beliebig wiederholbarer Versuch mit Ereignis E|\ H so, 
dap p' (E| H) +p” (E | H) ist, so gibt es eine Folge E*| H® von Ereignissen 
mit der Eigenschaft: 

lim p’ (E*| H*) = 1 und lim p” (E* | H*) =0. 
u—> co u—> co 

Allgemeiner treten solche Folgen E*| H* immer dann auf, wenn die Vor- 
aussetzungen von Lemma 3 mit unendlich vielen Z,| H, gegeben sind. Sobald 
man also zu jeder p-Bewertung noch die Anweisung hinzunimmt, Ereignisse 
mit p-Werten sehr nahe bei Eins als praktisch sicher eintretend anzusehen 
(sog. CourNotsches Prinzip), so wiirden zwei solche p-Systeme in manchen 
Fallen zu gegensiatzlichen praktischen Folgerungen fiihren. Diese Méglichkeit 
ist im Rahmen unserer bisherigen Axiomatik nicht auszuschlieBen, sondern 
fiihrt zunachst nur zu einer Verfeinerung der Klasseneinteilung gemaB 

Definition 10: Zwei Systeme p’ und p"’ heiBen vom gleichen Cournot-T yp, 
wenn es keine Folge E*| H* von Ereignissen gibt mit 

lim p’ (Z*| H*) = 1 und lim p” (E* | H*) = 0. 
-u—> 00 uu 00 

Die Symmetrieeigenschaft dieser Vorschrift zur Klassenbildung ergibt sich 
aus dem Ubergang von E* zu E*. 

Aus Lemma 3 folgt nun unmittelbar: 

Satz 5: Sind p’ und p” vom gleichen Cournot-Typ und ist E,| H, 
eine unendliche Menge von Ereignissen aus formal koppelbaren Versuchen mit 
a<p'(£,| H,) <6), so ist lim inf p” (Z,| H,) =a und lim sup p” (Z,| H,) Sb. 

Insbesondere stimmen in p-Systemen vom gleichen Cournot-Typ die 
p-Werte der Ereignisse iiberein, die zu beliebig wiederholbaren Versuchen 
gehoren. 

Setzen wir in Satz 5 speziell a= 0 und b <1/2, so daB alle Z,| H, im 
p’-System ,,unsicherer“‘ als ihr Komplement sind, so haben fast alle Z,| H, 
diese Eigenschaft auch im p’’-System . Die Verschirfung dieser Eigenschaft 
nehmen wir nun als Grundlage einer noch engeren Klasseneinteilung gemaB 

Definition 11: Zwei Systeme p' und p” heiBen gleichsinnig, wenn aus 
p (Z| H) < 1/2 folgt p” (Z| #) s.1/2. 

Zunichst iiberzeugen wir uns von der Symmetrie dieser Vorschrift der 
Klasseneinteilung. Da beim Ubergang zum Komplement sofort die ent- 
sprechende Relation mit = folgt, ist hierzu nur zu zeigen, daB bei p’ (Z| H)< 1/2 








374 


Hans Ricuter: Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. IV. 


ebenfalls p’’ (Z| H) < gelten muB. Sei nun Z,|H, gegeben mit p’= 
1 

p’ (E,| H,) <-> , so konstruieren wir in bekannter Weise ein mit H, formal 

koppelbares H, fiir dessen Ergebnisse y, gilt: &{ = p’ (y,| H) < — . Die 


l—p 
p’’ (y, |H) kénnen nicht alle verschwinden; sei also p” (y, |H) = &' +0. 


In F = F (H,, H) gilt dann: p’ (E,+ E, y, |F) = p’'+ (1— p’) & - z . Nach 


Definition 11 haben wir damit, da jedenfalls p’’ (E, |H,) => : ist: 
I 
2 


1 ~ ? ‘ 7 | ? al i 
=P (Z,+ Eyy,| F) = p” (Ey | Hy) + 
? l 
also p” (E, | Hy) <=. 
Es sieht zunichst so aus, als ob die mit Definition 11 eingefiihrte Ein- 
teilung nur eine geringe Verschairfung gegeniiber der von Definition 10 sei. 
Es gilt aber 


&;'> p” (Z, | Hy); 


Satz 6: Sind die Systeme p' und p”’ gleichsinnig, so sind sie gleich. 
Beweis: Es sei § = p’ (E, | Hy) und 7 = p” (Z, | H,). Gegebenenfalls nach 


= us ‘ #- : 
Ubergang zu £, kénnen wir annehmen, da8B =~ ist. Es ist dann auch 
2 l . . . 
nz=%5- Es sei nun & + 7, also etwa 3 = — < ; dann konstruieren wir wieder 
in bekannter Weise mit Hilfe von Axiom 6 eine Folge von Ereignissen £, | H, 
mit den Eigenschaften: F (H,, H,, . . ., H,,) existiert fiir jedes n; lim p’ (E, | H,) 


v—- CO 


"74 * 1. Da die beiden Systeme bei Gleichsinnigkeit erst recht vom 
, ' , . 1 
gleichen Cournot-Typ sind, muB wegen Satz 5 auch lim p” (Z,|H,) = = z; 

< ( 


v—> @ 


sein. Es ist dann 


3 
lim p’ ((Z,, E,) | F (Hy, H,)) = Ey n <3 


v—> co 


und 


4 7 1 
lim p” ((Eq,,)| F (Ho, H,)) = 4 > > 


so daB sich fiir geniigend groBes vy ein Widerspruch zur Gleichsinnigkeit ergibt. 

Satz 6 kann man etwa wie folgt eine philosophische Wendung geben: 
Wenn es in der Natur objektiv festliegt, ob ein Ereignis sicherer eintritt als 
sein Komplement oder nicht, so gibt es nur ein p-System, das diese Eigenschaft 
durch die entsprechende Ungleichheit richtig beschreibt. Damit ist das ob- 
jektivistische Postulat von der Existenz eines absoluten Systems*) auf ein 
einfacheres Postulat zuriickgefiihrt, iiber dessen Legitimitét wir jedoch zu- 
nachst nichts weiter aussagen kénnen. 


3) Vgl. Teil I, § 2, S. 121, unten. 


( Bingegangen am 5. Februar 1953.) 








Scurex, H. 
Math. Annalen, Bd. 126, 8S. 375—376 (1953). 


Bemerkung iiber eine Relation in freien Gruppen. 
Von 


Hetmvut Scuiexk in Bonn. 


Der kleinste Normalteiler N einer Gruppe, der ein Element 7' enthilt, 
kann dadurch charakterisiert werden, daB sich jedes Element von % schreiben 
laBt als Produkt von Transformierten von 7'+!. Herr Kru tw!) auBerte nun 
die Vermutung, da8 in einer freien Gruppe, in der 7 ein Wort bedeutet, ein 
solches Transformiertenprodukt nur dann aquivalent e sein kénne, wenn die 
zu 7’ gehérige Exponentensumme 0 ist. Da in der Literatur kein Beweis 
dieses Satzes gefunden werden konnte, soll hier eine kurze Ableitung gegeben 
werden. 


Satz: Seien S,, S,,..., S,, beliebige Worte, sei 7’ ein Wort, das nichtaqui- 


n 

valent e ist, und sei R = J7 8,7‘: S;* eine Relation in der freien Gruppe, 

i=1 
n 


dann gilt: »” e,= 0. 
i=1 
Beweis: Zunichst ist anzumerken, daB bei gegebenem R die Aufteilung in 
Faktoren nicht eindeutig zu sein braucht (z. B. bei S;= 7'A); wir verabreden 


eine solche Aufteilung, daB sich fiir n eine maximale Zahlung ergibt — hierbei 


n 
iindert sich 5’ ¢; nicht. Indem wir eventuell zum Kern iibergehen, wollen wir 
i=1 


verabreden, daB 7’ Kurzwort ist, also nicht die Form besitzt: a X a~'. Durch 
ST* S-1=(S7 S81) formen wir zunichst R um in ein dquivalentes Wort, 
bei dem fiir 7’ nur die Exponenten + 1 auftreten; auch hierbei andert sich 
die Exponentensumme nicht. Wir setzen also voraus ¢,= + 1. 

Da 7 Kurzwort ist, ist es nicht méglich, daB der letzte Buchstabe von S; 
das Inverse des ersten Buchstabens ist von 7"! und gleichzeitig der letzte 
Buchstabe von 7°‘ das Inverse des ersten Buchstabens von S;'. Es kann 
héchstens eine dieser Méglichkeiten auftreten. Sei etwa S,;= S;X, und X, 
der maximale hintere Abschnitt von S,;, so daB X; * vorderer Abschnitt ist von 
T. So ist X,T X;' aquivalent einem Wort 7;, das durch zyklische Vertau- 
schung der Buchstaben von 7’ entsteht, also auch nicht das Leerwort ist, da 
ja T nichtaiquivalent e angenommen wurde. Sj 7; S/—' ist dann reduziert 
und nicht leer. Analog verfahren wir, wenn der letzte Buchstabe von 7" invers 
ist zum ersten Buchstaben von S;.'. 

n 
In dem zu R aquivalenten Wort R’ = JT S; T;°' S;-1 suchen wir nun den 
i=1 
1) Vgl. die unmittelbar folgende Arbeit. 
Mathematische Annalen. 126. 
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minimalen vorderen Abschnitt. V’, der aquivalent ¢ ist. Es ist unmittelbar 
klar, daB V’ die Form haben muB: A A~'. Da die Transformierten in R’ be- 
reits reduziert sind, ist der letzte Buchstabe von A letzter Buchstabe eines 


der Transformierten S; 7;"' S;—', und der erste Buchstabe von A~? ist erster 


Buchstabe von S;,, 7; 14'S,7}. Das bedeutet aber, daB V’= A A-! die 
Form besitzt: 
2m oe 
VW’ = 18; 7; *S-', 0<2man, 


i=1 


2m 
mit » «,= 0. Folglich besitzt der zu V’ gehérige vordere Abschnitt V von R 
i=1 
die Form: 
2m . 2m 
V=118,T'S;*, 0<2m<n mit ¥ ¢,=0. 
i=1 i=1 


Da S T S“! nur dann dquivalent e sein kann, wenn 7 dquivalent e ist, 
so ist nach dem obigen der Satz bewiesen durch vollstandige Induktion nach n. 


( Bingegangen am 10. Februar 1953.) 








Kru, W. 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 377—380 (1953). 


Uber gewisse Homomorphismen von Polynomgruppen. 
Von 
Wo.treane Krutt in Bonn. 


Im folgenden soll ein von Herrn Scuurr in dieser Zeitschrift fiir ,,Gruppen- 
polynome“ bewiesener Satz unter Benutzung eines von Herrn Scarexk ge- 
wonnenen Resultats wesentlich verallgemeinert werden!). — Es sei G bzw. G,, 
bzw. 2, eine beliebige Gruppe bzw. die freie Gruppe mit den Erzeugenden 
So a z,, bzw. die freie ABELsche Gruppe mit den Erzeugenden Y,,..., Y,,. 
Mit e bzw. e, bzw. e, bezeichnen wir das Einheitselement von G bzw. §,, bzw. 
A, mit a bzw. x(x) bzw. 2(y) ein beliebiges Element aus © bzw. F,, bzw. Y,,. 
Unter G x &,, bzw. G x A, verstehen wir die Gruppe aller Paare (a, 2(x)) bzw. 
(a, x(y)) mit der Multiplikationsregel 


(a, , 2 (x)) - (ay, %y(x)) = (a, ag, 2, (x) - HQ(x)) bzw. 
(a, , ™(y)) * (Gg, %a(y)) = (41° a2, My) * 7e(y)); 


(G, e,) bzw. (G, e,) sei die zu G isomorphe Untergruppe aller (a, e,) bzw. 
(a,e,) aus GzF, bzw. GxA,. SchlieBlich sei G[z,,..., z,] das (unter 
Identifizierung von e und e, gebildete) freie Produkt von G und G,,, also die 
Polynomgruppe in x,,..., x, tiberG im Sinne von Scuurr?). — Jedes F(z) 
aus @[2,,...,2,] besitzt (unendlich viele) Darstellungen der Form F(z) 
= 4, (2) ...@, %, (2) a,,,;, wobei a=a,...a,,, bzw. x(x) = 2,(z)...2,(2) 
durch F(x) allein eindeutig bestimmt ist. Die Zuordnung F (x) + (a, 2(z)) 
definiert den kanonischen Homomorphismus H, von G[2z,,..., x,] auf Gx§F,, 
bei dem insbesondere G in die isomorphe Gruppe (G,e,) iibergeht. Ent- 


1) Das Resultat von Herrn Scuiex ist in der dieser Note unmittelbar vorangehenden 
Arbeit abgeleitet. Im iibrigen vgl.: H. K. Scuurr: Uber Wurzeln von Gruppenpolynomen, 
diese Zeitschrift 124 (1952), S. 294—-297. In der Terminologie schlieBe ich mich nicht an 
Herrn Scuurr, sondern an die gelaufige Sprache der Gruppentheorie an. AuBerdem be- 
nutze ich zur Wurzeldefinition im Gegensatz zu Scuurr nicht den Begriff der Speziali- 
sierung, sondern den des Homomorphismus, was natiirlich praktisch auf das gleiche 
herauskommt. 

*) Zu den Begriffen ,,freie Gruppe“ und ,,freies Produkt“ vgl. z. B.: W. Macnus: 
Allgemeine Gruppentheorie, Enzyklopidie d. Math. Wiss.1 1,9 (2. Aufl., 1939); Nr. 14 
und 15. Es sei daran erinnert, daB man die freie Gruppe und das freie Produkt folgender- 
maBen charakterisieren kann: §, ist die (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) kleinste 
Gruppe derart, daB jede Gruppe mit héchstens n Erzeugenden homomorphes Bild von §, 
ist. Das freie Produkt der Gruppen 6, und G, ist die kleinste Gruppe 9 mit der Eigen- 
schaft, daB 21 homomorphes Bild von § sein muB, wenn U die kleinste gemeinschaftliche 
Obergruppe zweier Untergruppen U,, U, darstellt, die ihrerseits homomorphe Bilder vonG, 
und @, sind. — Ferner sei darauf hingewiesen, daB man G xp als das direkte Produkt 
von © und §, bezeichnen kénnte. (Genau genommen ist G xf, direktes Produkt von 
(G, ey) und (e, Fp)). 


26* 
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sprechend erhalten wir den kanonischen Homomorphismus H, , von © 7, 


auf Gz, wenn wir einem beliebigen Element f(z) = (a, eer x) 
(= +1) aus GzxF, jeweils das Element f(y) = (a, 2(y)) = (a, a y,.") 
aus © x%, zuordnen*). SchlieBlich wird der kanonische Homomorphismus H, 
von G[z,,...,2z,] auf GxA, durch die Hintereinanderausfiihrung von H, 
und H, gewonnen. 

Im Anschlu8 an die Scuurrsche Arbeit, wo allerdings nur G[z,,..., z,] 
betrachtet wurde, definieren wir jetzt: F(x) € G[x,,..., x,] bzw. f(x) €G 2F, 


bzw. f(x)€@ 2A, besitzt eine Wurzel, wenn ein Homomorphismus @ existiert, 
bei dem zwar F(x) bzw. f(x) bzw. f(y), aber kein a bzw. (a, e,) bzw. (a, e,) 
mit a+e dem Einheitselement der Bildgruppe zugeordnet wird. — Aus dieser 
Definition folgt unmittelbar: F (x) bzw. f(x) bzw. f(y) besitzt dann und nur 
dann eine Wurzel, wenn die kleinste, F(x) bzw. f(x) bzw. f(y) enthaltende, 
invariante Untergruppe von @[z,,..., z,] bzw. Gz, baw. Gx°A, mit G 
bzw. (G, e,) bzw. (G, e,) nur das Einheitselement gemein hat. Ist f(z) bzw. 
f(y) das Bild von F(z) hinsichtlich H, bzw. H,, so besitzt sicher F (x) eine 
Wurzel, falls f(z) oder f(y) eine Wurzel hat. 

Satz 1. f(x) = (a, a(x)) (a(x) + e,) hat dann und nur dann eine Wurzel, 
wenn a dem Zentrum 8 von © angehért. 

a) Es sei } beliebig aus G. Dann enthilt eine invariante Untergruppe 
von G@xF,, mit (a,2(zx)) stets auch (b'a~'b, e; ! (2) 1e,)- (a, a(x)) = 
=(b'a'ba,e,). Soll nun (a,2(zx)) eine Wurzel haben, so mu8 immer 
e=b1!a'ba, ba=ab werden. Wir haben also a€§, d.h. die Bedingung 
von Satz 1 ist notwendig. 

b) Liegt a = G in 8, so besteht, wie miihelos zu sehen, die kleinste (@, 2 (x)) 
enthaltende invariante Untergruppe von © 2%, aus allen Elementen der 


Form: 
N 
(1) (°°, IT a, (2)! 2(x)* 2, (x)) (e,.= +1). 
k=1 


Soll in einem solchen Elemente die zweite Komponente gleich e, werden, so 
muB, wie ScHIEK gezeigt hat*), stets e,+ ---+ey=0 sein, d.h. das be- 
treffende Element mu8 das Einheitselement aus © 2%, darstellen. Unsere 
Bedingung a = G€§8 ist also auch hinreichend. 

Da sicher a(x) + e, sein muB, wenn (a, 2(x)) + (e, ey) eine Wurzel haben 
soll, ist durch Satz 1 das Wurzelexistenzproblem fiir G x, gelést. — Wie 
unmittelbar zu sehen, gilt Satz 1 ohne weitere Anderung des Wortlauts auch 
dann, wenn wir © «&,, durch G@ +A, f(x) = (a, a(x)) durch f(y) = (a, 2(y)) 
ersetzen. Der Beweis von b) wird in diesem Falle trivial, da an Stelle von (1) 


(2) a ee (e,= + 1) 


*) Beachte, daB jedes 2 \) in der Form 2‘; ... pbed darstellbar ist. 
*) Vgl. die in *) zitierte Arbeit von Scurex. 
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tritt und es unmittelbar klar ist, daB aus 2(y)*=e,,2(y) +e, stets a=0 
folgt. — Aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar: 

Satz 2. F(x)€G[2,,...,%,] hat sicher eine Wurzel, wenn bei dem homo- 
morphen Bild (a, 2(x)) von F(x) hinsichtlich H, das Element a in § liegt und 
(x) + ey ist. 

Um aus Satz 2 das Kriterium von Scuurr herzuleiten, fiihren wir noch den 
Bewertungsbegriff ein. Unter einer (diskreten) Bewertung B der beliebigen 
Gruppe 9 versteht man einen Homomorphismus von § auf die additive 
Gruppe der ganzen Zahlen; ist m das Bild von a€ § bei B, so schreiben wir: 
W(a)=m. Jedes Element 2(y)€ 2, besitzt eine eindeutig bestimmte Dar- 
stellung 2(y) = yj"... y" (m, = 0,+1,42,...). Durch die Festsetzung 


mM, 


w,((a, yt. - -y,.")) =m, erhalten wir eine Bewertung B, , von @x%,(o=1,...m). 
Durch Hintereinanderausfiihrung der Homomorphismen H, und B,, bzw. 
H, , und B,,, entsteht eine Bewertung B, bzw. B,, von G[2,,..., x,] bzw. 
G «F,,. Stellt man (was auf unendlich viele Weisen méglich ist), F (x) € G[{z, , 
...%,] in der Form F(x) = a, a... dar, wobei a; jeweils ein a; oder 
eines der 2 Elemente 25 ' aus F, bedeutet, so gilt offenbar: Es wird W (F(z)) 

a,—b,, falls x, bzw. "ie unter den a, etwa a,-mal bzw. b,-mal vorkommt; 
w, (F (x)) + 0 besagt also soviel wie a, b+ 0. Unter Beriicksichtigung dieser 
Bemerkung kann man das Scuurrsche Kriterium in der Terminologie der 
Bewertungstheorie so formulieren: 

Satz 3: F(x)€G[a,,..., 2,] hat sicher eine Wurzel, wenn bei dem homo- 
morphen Bild (a,2(y)) von F(x) hinsichtlich H, das Element a=G zum 
Zentrum von & gehirt und wenn auBerdem w, (F (x)) +0 ist fiir mindestens ein o. 

In der Tat, ist w, (F (x)) + 0, so ist auch w, (a, a(y)) + 0 und damit 
a(y) + e,. Wir haben somit erst recht (x) + e,, falls (a, 7(x)) das homo- 
morphe Bild von F (x) hinsichtlich H,, bedeutet, und kénnen Satz 2 anwenden. 
Das Scuurrsche Kriterium entsteht also aus Satz 2 durch Spezialisierung. 
Nur fiir n = 1 sind Satz 2 und Satz 3 gleichwertig. Fiir n = 2 hat z. B. jedes 
Element F (x) = x7 ' a, xy ' ay x, a3 x, mit a,a,a,€8 nach Satz 2 eine Wurzel, 
wahrend sich Satz 3 auf F(x) nicht anwenden laBt. Uber Satz 2 hinaus 
fiihrt das von B. H. Neumann®) bewiesene Theorem, daB jedes Polynom der 
Form a x" eine Wurzel besitzt (auch fiir a€8). Will man das Problem der 
Wurzelexistenz in G[z,, 2,..., z,] allgemein angreifen, so liegt es nach 
unseren Resultaten nahe, zwei Faille zu unterscheiden: 

a) Das Element F(z) wird durch den Homomorphismus H, auf ein Element 
der Form (a, e,) abgebildet. Hier sieht man sofort, daB z. B. kein Element der 
Form 


(3) F (x) =2,(x)a,'...a,'2,,,(2)!a2,4,(2)a,...a,%,(z) (a+e) 


eine Wurzel besitzt. Gilt also in diesem Falle iiberhaupt ein allgemeiner Satz, 
so kann er nur besagen, daB nie eine Wurzel existiert*). 
5) Adjunction of elements to groups, J. London Math. Soc. 18, 4—11. 


*) Persénlich méchte ich eher annehmen, daB es auch im Falle a) Elemente mit Wurzeln 
gibt. 
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b) Bei dem homomorphen Bild (a, 2(z)) ist 2(xz)+e,. Hier hat man Satz 2 
zur Verfiigung, und im iibrigen gilt nach dem Beweise von Satz 1b) bzw. nach 
dem von H. Scurek gewonnenen Resultat allgemein: 

Satz 4. Ist a(x) + e, bei dem H,-Bild (a, x(x)) von F(x) und ist G(x) =a 
ein zu © gehdriges Element aus der kleinsten F (x) enthalienden, in G[x,,..., x,] 
invarianten Gruppe, so muB G (x) die folgende Gestalt besitzen: 

N 
(4) G(x) = I F,(zy' F(z)* F(z) (= +1ia+°+++eyv=9). 
k=1 


(Man beachte die Definition von H, und die Tatsache, daB G(z) =a soviel 
besagt wie die Giiltigkeit von a(x) = e,- bei dem H,-Bild (a, 2(x)) von G(x). — 
Vielleicht kann man Satz 4 als Ausgangspunkt wiahklen zum Beweis der Ver- 
mutung, da8 F (x) im Falle b) stets eine Nullstelle besitzt. 


( Eingegangen am 10. Februar 1953.) 
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Uber das Auswahlaxiom. 
Von 
G. Kurepa in Zagreb. 


1. M sei eine durch < geordnete Menge"). Die Menge aller maximalen 
Ketten bzw. maximalen Antiketten von M (vgl. Kurepa (1, 2]) werde durch 


(1) OM bzw.OM 


bezeichnet. Mit Hilfe des Auswahlaxioms la8t sich zeigen, daB die Mengen 
OM, OM nicht leer sind, weil dann die folgenden Prinzipien beweisbar sind: 
(K) Das Prinzip der Existenz maximaler Ketten: Jede geordnete Menge ent- 
hilt eine maximale Kette (cf. Hausporrr [1], p. 140, Brrxuorr [1], p. 42). 
(K) Das Prinzip der Existenz maximaler Antiketten: Jede geordnete Menge 
enthilt eine maximale Antikette. 

Bekanntlich ist das Auswahlaxiom mit dem Prinzip der Existenz maxi- 
maler Ketten aquivalent (vgl. Brrxnorr [1], p. 43). Dagegen ist offen, ob 
auch (K) und das Auswahlaxiom aquivalent sind. 

2. Eine einfache Folge des Auswahlaxioms bzw. des Totalwohlordnungs- 
prinzips ist das folgende Prinzip: 

(V)  Total- oder Vollordnungsprinzip: Jede Menge kann totalgeordnet werden. 

Nach MostowskI (vgl. Mostowsk1 [1]) ist (V) schwicher als das Total- 
wohlordnungsprinzip, da das ZERMELOsche Prinzip aus (V) nicht ableitbar ist. 

3. Theorem 3.1. Das Auswahlaxiom ist dquivalent mit dem logischen Pro- 
dukt der Prinzipien (K) und (V), d.h. aus dem Auswahlaxiom folgen (K) und 
(V) und umgekehrt: Aus (K) und (V) folgt das Auswahlaxiom. 

Es ist hinreichend, aus (K) und (V) das ZERMELOsche Prinzip abzuleiten. 
Es sei also 


(1) F 


irgendeine nichtleere Menge nichtleerer Mengen. Es ist die Existenz einer 
Menge S nachzuweisen, die mit jedem X € F einen einzigen Punkt gemeinsam 
hat. Nach (V) kann jedes X € F als vollgeordnet vorausgesetzt werden. Nun 
betrachten wir fiir jedes X € F die Menge 


(2) {Xx 


1) Wir wenden die folgenden Redeweisen an (cf. Wirt [1]): geordnet, bisher teilweise 
geordnet; wohlgeordnet, bisher teilweise wohlgeordnet, d. h. jede nichtleere Teilmenge von 
vergleichbaren Elementen besitzt ein erstes Element; voll- oder totalgeordnet oder Kette, 
bisher geordnet; total- oder vollwohlgeordnet, bisher wohlgeordnet; total- oder vollanti- 
geordnet oder Antikette, bisher ohne ungleiche vergleichbare Elemente. 
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aller geordneten Paare 
(3) (X,a), a€ X, 
die so geordnet werden, daB 
(4) (X, a) < (X, a’) 
in fX genau dann gilt, wenn a, a’€ X und a<a’ in X. Man sieht, daB fX 
voligeordnet ist. Man bilde nun 
5 F,= UfX, X€F. 
(5) ae / 
In F, werde eine Ordnung so eingefiihrt, daB 
(6) (X, a) < (X’, a’) 
in F, genau dann gilt, wenn X = X’, a, a’€ X und a<a’ in X. Nach (K) ent- 
halt F, eine maximale Antikette A; man sieht, daB A aus jedem fX (X € F) 
genau einen Punkt 
(7) (X, p(X)) 
enthalt. Die Menge S aller Punkte g(X) hat also mit jedem X¢€F genau 
einen Punkt gemeinsam, womit das ZERMELOsche Prinzip bewiesen ist. 
4. Fixpunktfreie Permutaticnen und das Auswahlaxiom. 
4.1 S sei eine nichtleere Menge und f eine eineindeutige Abbildung von S 
auf sich. Mit x¢ S sei 


(1) [x],= U f"(x), n€ D?), 
(2) f° (2) Zz, f" 1 (2) i 1(f"(x)). 


Die Ordnung von f ist das Infimum der Kardinalzahlen 
(3) k[x],, x€ 8%). 


4.2. Fiir jede natiirliche Zahl n betrachten wir nun die folgende Aussage: 

IT {n] (Permutationsprinzip): In jeder Menge, die mindestens n Punkte 
enthalt, gibt es eine fixpunktfreie Permutation der Ordnung = n. 

Theorem 4.2. J] [3] ist eine Folge des Auswahlaxioms. 

Wegen der Voraussetzung des Auswahlaxioms reicht es hin, // [3] fir 
jeden Anfangsabschnitt W={[0,«) von Ordnungszahlen mit «> 2 zu be- 
weisen. Fiir endliche W leistet die zyklische Permutation das Verlangte. 
Wenn W unendlich ist, so kénnen wir voraussetzen, daB jeder Punkt von W 
unendlich viele Nachfolger besitzt; andernfalls ordne man W so um, daB man 
die Kette W, aller x¢ W mit endlich vielen Nachfolgern vor die Restmenge 
setzt. Im Falle der Menge N = 1, 2,3,... der natiirlichen Zahlen geniigt es, 
die folgende Permutation zu betrachten: 


p(3n—2)=3n, p(3n—1)=3n—-2, p(3n)=3n-1. 


*) Die Bezeichnung D fiir die Menge der ganzen Zahlen ist das Initial von Differenz. 
Sie erinnert an die Entstehungsweise der ganzen Zahlen. 
*) Die Kardinalzahl einer Menge X werde durch kX bezeichnet. 
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Ist W eine beliebige unendliche Menge, so zerlegen wir W so in w-Abschnitte, 
daB zwei Punkte z, y¢ W dann und nur dann in demselben Abschnitt liegen, 
wenn 

k(x, ylw < %-*) 


Da jeder Abschnitt X von W der Folge N = 1, 2,3,... ahnlich ist, kann man 
die Permutation p von N in X iibertragen; fiihrt man das fiir jeden maxi- 
malen w-Abschnitt von W aus, so gewinnt man eine fixpunktfreie Permutation 
von W von der Ordnung = 3. 

5. Das Auswahlaxiom und die Zerlegung einer Menge M in fremde hichstens 
abziihlbare Mengen. 

Sei f eine Permutation von S. Wird [x], wie in 4. erklart, so liefert [2], 
eine Zerlegung (Partition) von S, d.h. mit z, y¢ S ist entweder [zx],= [y], 
oder [x], [y],=v (leer). Sei namlich z¢[z], [y],, so gibt es ein k¢ D und 
ein k’¢ D, so daB 

f*(x) =z = f* (y), also f*(x) = f(y), also 
a = f*—*(y); dh. x € [y], und daher 
[z]yo[yl,- 


Analog beweist man die duale Inklusion. 

Insbesondere folgt, falls f eine Ordnung = 3 hat, daB jedes [x],(x € S) 
mindestens drei Punkte enthalt. Das Permutationsprinzip // [3] zieht also 
die folgende Aussage nach sich: 

5.1. P (3, x9] (Partitionsprinzip): Jede unendliche Menge ist zerlegbar in 
disjunkte Teilmengen X derart, daB 

3SkXS%. 
Umgekehrt kann man den folgenden Satz beweisen: 

Theorem 5.2. Aus dem Partitionsprinzip P (3, x9] folgt das Permutations- 
prinzip IT {3}. 

M sei irgendeine Menge mit mindestens drei Elementen und P eine Par- 

tition von M mit 
(1) M “UX, 3: kX <x,(X€P). 
Da jedes X ¢€ P héchstens abzahlbar ist und mindestens 3 Punkte enthilt, 
gibt es in ihm eine fixpunktfreie Permutation /, der Ordnung = 3 (X ist durch 
eine ahnliche Transformation gy, auf einen Anfangsabschnitt y, X der Zahlen- 
reihe [0, w) abbildbar). Definiert man dann eine Abbildung f von M auf sich 
so, daB f in jedem X ¢€ P mit f, iibereinstimmt, so ist f eine gewiinschte Per- 
mutation von M. 

Man kann 5.1 und 5.2 zusammenfassen in 

Theorem 5.3. Fiir jede Menge, die mindestens drei Punkte enthilt, ist das 
Permutationsprinzip II [3] dquivalent mit dem Partitionsprinzip P [3, 9]. 


*) [a, b]s bedeutet die Menge aller x ¢ S, die zwischen a und b liegen oder mit a oder b 
gleich sind. 
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Offen ist die Frage, ob aus /7 [3] das Auswahlaxiom folgt (und somit 
IT [3] ein Aquivalent fir das Auswahlaxiom darstellt), ob fiir zwei verschie- 
dene natiirliche Zahlen n, n’ die Prinzipien /7 [n] und JT (n’] aquivalent sind 
und ob insbesondere J7 [2] = J7 [3]. 
6. Die Anzahl der Permuiationen unendlicher Mengen und das Auswahl- 
prinzip. Wenn fir jede Kardinalzahl a die Fakultéit von a 


a! 


als die Kardinalzahl von der Menge S! aller Permutationen von S bedeutet, 
wo kS = a, so hat man den 


Satz 3.1. Hs ist a! = 2° fiir jedes Aleph a. 


Der Beweis des Satzes 3.1 ist nicht schwer; in einem anderen Aufsatze 
werde ich 3 verschiedene Beweise geben und zugleich durchanalysieren, in- 
sofern ich dieselben nicht auf beliebige unendliche Kardinalzahlen a iiber- 
tragen kann. In diesem Zusammenhang kénnen wir noch das folgende Pro- 
blem formulieren. 

Problem 6.1. Wenn fiir jede unendliche Kardinalzahl a die Gleichung 
a! = 2* vorausgesetzt wird, ist dann das Auswahlprinzip beweisbar ? 
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Between Number Theory and Set Theory. 
By 
Hao Wane in Philadelphia, Pa., U.S.A 


I shall discuss a number of interconnections between number theory (i. e. 
the theory of natural numbers or nonnegative integers) and certain systems 
of set theory. Relations between transfinite numbers and arbitrary sets will 
not be considered. 

While DEDEKIND and FREGE tried to provide foundations for number 
theory by what are essentially set-theoretic considerations, KRONECKER and 
PorncaRE insisted that natural numbers are the most basic items in our 
mathematical thinking. It now seems clear that we understand better the 
nature of natural numbers than that of arbitrary sets. We know in a pretty 
definite sense the consistency of number theory but not that of set theory. 
We can in a definite sense obtain or derive number theory in set theory but 
not vice versa. 

If we only talk about finite sets exclusively, set theory is equivalent to 
number theory. If we allow infinite sets but not ‘‘impredicative” sets, then 
set theory still resembles number theory quite well, although no exact equi- 
valence between them is known. The big gap between number theory and 
set theory proper is the introduction of impredicative sets in set theory. 

These are all well-known. The purpose of this paper is to formulate more 
precisely these connections between number theory and set theory. I shall 
consider several set-theoretic systems of varying strength but each strong 
enough to enable us to derive number theory. I shall ask, among other things, 
how far the interpretations for each system are determined by a fixed inter- 
pretation of the part of the system corresponding to number theory. 

The results obtained below will, it is hoped, provide us with new insights 
into the close connections between number theory and set theory, as well 
as the peculiarities of impredicative sets. 

In the first section, I shall consider general set theory or ZERMELO’s set 
theory minus the axiom of infinity. Several systems are used. The system @ 
is the basic system of general set theory including the axiom of extensiona- 
lity, the Aussonderungsaxiom, and an axiom assuring the existence of finite 
sets. The system G’ contains, beyond the axioms of G (referred to as M1—M3), 
also the axioms M4—MS8 of foundation, replacement, sum set, power set, and 
choice. In other words, G’ contains all the axioms, except the axiom of in- 
finity, of the ZERMELO set theory. The system Z is the ordinary system of 
elementary number theory used, for example, by HILBERT and BERNays. 

The main results obtained in section 1 are the following. (1) It is known 
that @ and G@’ has a simple denumerable model in common. A predicate Z 
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is now constructed in @ itself which serves to enumerate all the sets of the 
simple model. (2) Using this predicate Z, we can express in G an axiom of 
limitation: 

ALG. Every set is limited; or, in other words, for every z, there is a na- 
tural number m, such that z is Z (m). 

We can therefore consider the system G* obtained from G by adding ALG 
as a new axiom. (3) It is proved that all theorems of G’ are also theorems of 
G*; in other words, the presence of ALG renders the axioms M4—MS8 redun- 
dant. (4) The system G* is categorical relative to its number theory in the 
sense that any two models for G* are isomorphic whenever their parts for the 
number theory in G* are isomorphic. (5) G* is effectively translatable into G. 

In section 2, I shall consider first a system P’ which is a predicative exten- 
sion of G’. Every predicate of G’ defines a collection of sets and P’ treats 
both the sets and these collections so that, for example, instead of the predi- 
cate ““H (x)”, we can now write “x 7» Y” (x belongs to the collection Y de- 
fined by the predicate H). P’ may also be described as the BERNays set theory 
minus the axiom of infinity. The following conclusions are established. (i) It is 
known that we can enumerate in a direct way all the collections required to 
exist by the axioms of P’. Formalizing this fact, we now define a predicate 
n*(m, n) of naturai numbers such that if we add statements (implicitly) defin- 
ing 7* as axioms to the number theory Z, then P’ is effectively translatable 
into the resulting system. (ii) It is proved that 7* cannot be a general recur- 
sive predicate. (iii) It is possible to express in P’ a predicate R(X, m) which 
intuitively enumerates all the collections of P’. (iv) But the definition of R 
involves bound variables ranging over all collections and therefore, on account 
of difficulties with induction, we cannot prove in P’ that R does serve to 
enumerate all collections called for by axioms of P’. 

Finally, in the third section, ways of getting rid of the difficulty about in- 
duction are considered. (a) The use of a rule of infinite induction would do. 
(b) The introduction of impredicative collections would also eliminate the 
difficulty. Let P be the extension of @ related to G as P’ is to G’, and Q be 
the system obtained from P by adding a principle for forming impredicative 
collections. Let P* be the system obtained from P by adding the axiom ALG 
and also the axiom ALP which says that for every collection X, there is a 
natural number m, X is R(m). (c) It is then proved that P* is effectively 
translatable into Q. It follows that Q is stronger than P and the principle 
for forming impredicative collections is independent of the axioms of P. 
(d) The system P* is also categorical relative to its number theory, if we 
restrict ourselves to w-consistent models (viz. models in which there is no 
predicate H (m) for which H (0), H(1),... are all true but “for all m, H (m)” 
is false). (e) Certain new forms of undecidable statements in set theory are 
given and discussed. 

This completes the summary of results. The following brief index of 
notions and notations specially defined in this paper may also be useful: 
* (see 1.1), a(m) (1.2), b(m) (1.3), L(x) (1.17), L-translation (1.18), 7* (2.16), 
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n* (2.17), e (the empty set or collection), Nn(y) (y is a natural number), 
H (n, Y) (2.18), R (X, m) (2.20), L(X) (3.7), R-translation (3.8). 

In this paper, when I speak of a model for an axiom system or for a part 
of a system, I mean merely a domain or a set of domains of objects associated 
with an assignment of truth values (true or false) to each statement of the 
system or the part of a system such that the following conditions are satis- 
fied: (1) in assigning truth values to the statements, the truth-functions and 
quantifiers receive their normal interpretation so that, for instance, p is true 
if and only if the negation of p is false; (2) All the theorems of the system or 
the part of a system are true according to the truth value assignment. In par- 
ticular, in order to speak of models for a certain part of an axiom system, 
I do not have to consider the question whether the part also forms an axiom 
system by itself or, if it does, what that axiom system is. 

The following remark by BrerRnays is also important. In this paper, I do 
not have to take the concept “categorical” in its usual impredicative sense. 
In my application of the concept I can avoid the impredicativity since the 
one-to-one correspondence in the case of my theorems on categoricity can be 
effectively set up. 

I want to thank Professor BrerNays for very valuable suggestions which 
enabled me to make corrections and improvements over a previous version 
of this paper. I wish also to thank Dr. RopErt McNavucGurTon for agreeing 
to read an early form of this paper and offering helpful criticisms. 
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§ 1. General Set Theory. 


Systems of number theory and set theory all contain as part predicate 
calculus with identity, dealing with typical properties of truth functions, 
quantifiers, and identities (see H1LBERT-BERNAYS [8], p.375 and p. 389). 
As the basic system of number theory, we use the famous system Z of Hit- 
BERT-BERNAYS (ibid., p. 384) determined by the DEpDEKIND-PEANO axioms 
for natural numbers, and the recursive equations for addition and multi- 
plication. In system Z, whenever there are numbers having a certain property, 
it is always possible to introduce a descriptive term “the smallest of the 
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numbers having the property”. Ordinary functions and arguments of number 
theory are all obtainable in Z. 


To begin with, we consider the axiomatic system of set theory first pro- 
posed by ZERMELO and later on modified and refined by others. Let us for 
the moment omit the axioms of infinity and study merely the remaining 
axioms which constitute what is sometimes called general set theory. It is 
known that general set theory and number theory are translatable into each 
other in the following sense’). There exists an effective way of replacing the 
membership predicate of general set theory by a predicate of number theory 
such that the resulting statements in place of the theorems of the former all 
are theorems of the latter; conversely, there exists an effective way of repla- 
cing symbols of number theory by suitable symbols of general set theory such 
that theorems of the former become theorems of the latter. 


In order to apply and extend these results, we describe first more fully 
the system of general set theory. 


It contains a single two-place predicate € (membership, belonging to) the 
variables x, y, z, etc. for sets, and the following axioms”). 


M1. The axiom of extensionality. Two sets having the same elements are 
identical; or, if two sets z and y have the same elements and z belongs to z, 
then y also belongs to z. 


M2. The axiom of finite sets. To a set x can be adjoined a set y which is 
not already in x; in other words, if there exist two sets x and y, then there 
exists a set z such that z is included in z (i. e., every element of z is also one 
of z) and y is the only element of z which does not also belong to z. 


M3. The Aussonderungsaxiom. Given any set x and any predicate H (y) 
of the system (or, any property expressible in the system), there exists a sub- 
set of z which contains all and only those elements y of x such that H (y) 
(i. e., y possesses the given property). 

M4. The axiom of foundation. Given any predicate H (x) of the system 
such that there exists some x, H (x). Then there exists some set x such that 
H (x) and that, for no set y belonging to x, H (y). 


M5. The axiom of replacement. If the range of a one-to-one correspondence 
is a set, the domain is also represented by a set; in other words, if any predi- 
cate U(x, y) of the system determines a one-to-one correspondence and the 
collection of all sets z such that there exists some y, U(z, y) forms a set, 
then so does also the collection of all sets y such that there exists some z, 
U (zx, y). 


1) For a more exact discussion of the notion of translation, cf. Wane [14]. 

*) It is more customary to use in place of M 2 the weaker axiom of pairing. But it is 
more convenient to use M 2 for our purpose. 

As we know, we can either use identity as basic and assume ordinary theory of iden- 
tity, or define z = y as meaning that x and y have the same members and derive the 
theory of identity from the alternative formulations of M 2 given below. Whenever con- 
venient, we shall assume that identity is defined in terms of the membership relation. 
This sometimes simplifies a little certain considerations about systems of set theory. 
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M6. The axiom of sum set. Given a set x, there exists a set y which is the 
sum of all the elements of z. 


M7. The axiom of power set. Given a set x, there exists a set y which 
consists of all the subsets of z. 

M8. The axiom of choice. Given a set x of mutually exclusive non-empty 
sets y, there exists a set z which contains exactly one element in common with 
each set y in z. 

Let us refer to the system determined by M1—M3 as G, and the system 
determined by M1—M8 as G’. In terms of the systems G and G’, the known 
relations between number theory Z and general set theory can be stated more 
precisely. 

In the first place, we know from investigations by ZERMELO, GRELLING, 
and others*) that number theory is translatable into G and therefore ipso 
facto translatable into G’. In other words, with suitable definitions for the 
number zero 0, the successor S x of x, the predicate of being a natural number, 
addition, and multiplication, all axioms of Z are derivable in G and G’. 

On the other hand, ACKERMANN has proved *) that G’ (and therefore also G) 
is translatable into number theory. Thus, G’ and G have in common a simple 
model consisting of all the finite sets e, {e}, {{e}}, {e, {e}}, {e, fe}, {fe}}}, and 
so on, obtained from the empty set e by iterated applications (any finite 
number of times) of the axiom M2. We can also represent these sets one-to- 
one by natural numbers. The natural number zero 0 for the empty set e, 
Qn 4 QH4...+4 28(a,>a,>-+-->a,2=0) for the set consisting of the k sets 
which are represented respectively by the numbers a,,...a,. With these 
representations the m-th set belongs to the n-th if and only if the quotient 
of dividing n by 2” is odd, no matter whether there is any remainder. If we 
say that m ¢ *n if and only if the quotient of dividing n by 2” is odd, then € * 
is obviously a predicate definable in number theory. ACKERMANN’s result is 
that if we replace the predicate z € y in all the axioms of @’ by the predicate 
m © *n then the results all are theorems of number theory. 


1.1. Let € * be the predicate of natural numbers such that m <¢ *n when 
and only when the quotient of dividing » by 2” is odd, no matter whether 
there is a remainder. 

These results taken together lead to certain quite interesting conclusions. 
Thus, since G contains both number theory and the finite sets built up from 
the empty set, it turns out to be possible to express in @ itself the correspon- 
dence between the sets and the natural,numbers. Such a correlation further 
leads to some axiom of limitation (Beschrinktheitsaxiom, cf. FRAENKEL [4] 
and von NeuMANN [9]) which, when added to G, renders the system complete 
in a certain sense. 


*) I am indebted to Professor Cuurcu for pointing out this known fact to me for 
the first time. See ZenmELo [16], GRELLING [6], and Bernays [3]. 

*) See ACKERMANN [1]. His system does not include M 2, M4, or M5. But it presents 
no special difficulty if we add these axioms (in connection with M 5, cf. Pérer [1)). 














390 Hao Wana: 


In ACKERMANN’s representation of the finite sets, there exists for each n 
(n > 0) at least one number m such that m < n and the n-th set is obtained 
from the m-th by adding exactly one more member. In other words, for 
every positive n, there exist m and k, such that n = m + 2* and the quotient 
of dividing m by 2* is even (i. e., the k-th set does not belong to the m-th). 

1.2. Let a(n) (n > 0) be the smallest m such that there exists a number k, 
n = m + 2* and the quotient of dividing m by 2* is even. 

1.3. Let b(n) (n > 0) be the number & such that n = a(n) + 2°. 

Using these notions, we can enumerate in G all the sets of the model for G 
and G’ by a predicate EZ such that H(e,0) (or H(0) is the empty set e) and 
E(n)(n >0) is the set E(a(n)) + {# (b(n))} obtained from E(a(n)) by ad- 
joining £(b(n)) as a single additional member. To find this predicate Z, we 
need only the usual technique of converting recursive definitions into ex- 
plicit ones (cf. Bernays [3], p. 13). 

Both for later use and for illustrating how in general recursive functions 
can be defined in G, we describe here some of the details for defining Z. 

As usual, the ordered pair (x,y) of x and y is the set {{z}, {2, y}}, 
a (dyadic) relational set is a set of ordered pairs, a functional set is a one- 
many relation, and the domain of a functional set y is the set of all z such 
that there exists some w, (w, z) belongs to y. 

1.4. Let E(x, m) stand for the following: <z,m) belongs to a functional 
set y with the successor Sm of m (which by the definition adopted is the set 
of all natural numbers < m) as domain such that y(0) is e and for every 
positive n(n < m), y(n) is y(a(n)) + {y(b(n))}. 

By known method (see Bernays [3]), we can then prove in @ that for 
every m, there exists an z, E(x, m) and that for any x, y, m, if E(x, m) and 
E(y,m), then x = y. We can therefore write x = E(m) in place of E (zx, m) 
and think of Z as defining a function. 

The system G contains the ordinary forms of induction principle with 
respect to all properties expressible in G: 

1.5. For every property expressible (say, by H(x)) in G, if H(0), and for 
all n, H (n) implies H (Sn), then for all natural numbers m, H (m). 

1.6. If H (0) and if H(m) proyided, for all n smaller than m, H (n): then, 
for all m, H(m); in other words, if a property is possessed by 0, and by an 
arbitrary n if it is possessed by all smaller numbers, then it is possessed by all 
natural numbers. 

Using these principles and the notions introduced under 1.1—1.4, we can 
prove in @ quite easily the following theorems. 

1.7 For no j, j € *0. 

1.8. (0) is the empty set e. 

1.9. For every positive k and for every m, m¢ *k if and only if either 
m € *a(k) or m is b(k). 

1.10 For every positive n, Z(n) = E(a(n)) + {£ (b(n))}. 
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1.11. For all positive m and », m= if and only if a(m) =a(n) and 
L(m) = b(n). 

1.12. For all positive m and n, E(m) = E(n) if and only if H(a(m)) 

E(a(n)) and E (b(m)) = E(b(n)). 

1.13. For all m and n, E (m) = E (n) if and only if m = n. 

Proof. As we noted before, if Z (x, m) and E(y, m), then x= y. Therefore, 
if m= n, E(m) = E(n). Therefore, we have to prove merely that if HZ (m) 

E(n), then m =n. This we prove by induction. By 1.10 if k>0, E(k) 
contains at least one member FE (b(k)). Hence, E(k) is the empty set e when 
and only when k = 0. Therefore, 1.13, is true when either m or n is 0. Let m 
be an arbitrary positive integer and assume that (1) “Z(m) = E(n) implies 
m = n” is true for all values of n smaller than j7. We want to show that it is 
also true when n = j. Suppose that Z(m) = H(j). Then, by 1.12, Z(a(m)) 

E(a(j)) and £(b(m)) = £(6(j)). By induction hypothesis, since a(j) <j, 
b(j) <j, (1) is true when n = a(j) or n = 6(j). Therefore, a(m) = a(j) and 
b(m) = b(j). Hence, by 1.11, (1) is true when n=j. By induction, (1) is 
proved. Therefore, 1.13 is proved. 

We can also prove in G: 

Theorem 1. For all m and n, E (m) € E (n) if and only if m € *n. 

Proof. We make induction on n. If n = 0, theorem is true by 1.7 and 1.8. 
Assume theorem is true for all <j. Since a(j)<j, we have: for all m, 
E(m) € E(a(j)) if and only if m € *a(j). By 1.13, H(m) is EH (b(j)) if and only 
if m is b(j). Hence, by 1.9 and 1.10, Z(m) € #(j) if and only if m¢*j. Hence, 
by 1.6, theorem is proved. 

From Theorem 1 and ACKERMANN’s result mentioned above, we have: 

1.14. If we replace the predicate x¢€ y by the predicate EZ (m)¢ E(n) in all 
the axioms of @’, the results all are theorems of G. 

Next let us consider an axiom of limitation for G and G’ which restricts 
the sets to those which are enumerated by Z: 

ALG. For every 2, there exists an m, x = E (m). 

It is easy to see that ALG is independent of the axioms of @ and G’ since, 
for example, the axioms of G and @’ do not preclude infinite sets while ALG 
does. 

1.15. ALG is independent of the axioms of G and G’, if the system ob- 
tained from G by adding an axiom of infinity is consistent. 

Proof. Obviously Z(0) is not an infinite set. Assume that for each n 
smaller than j, Z(n) is a finite set. Since a(j) is smaller than j, Z(a(j)) is 
therefore finite. But H(j) contains only one more member than £ (a(j)). 
Hence, E (j) is also finite. By induction, for every k, Z (k) is a finite set. Hence, 
ALG contradicts axioms of infinity and is independent of the axioms of G 
and @’. ; 

We proceed to consider the system obtained from G@ by adding ALG. 

1.16. Let G* be the system obtained from @ by adding ALG as a new 


axiom. 
27 
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1.17. Let us agree: L(x) or z is limited if and only if there exists some 
natural number m such that z is EZ (m). 

1.18. Let the L-translation of an arbitrary statement of G and G@’ be the 
result obtained by restricting the range of the variables to the limited sets: 
in other words, the L-translation of a statement is the result obtained by sub- 
stituting “for all z, if L(x), then H(z)” for each clause “for all xz, H(z)’, 
and “for some x, L(x) and H (x)”’ for each clause “for some x, H (z)’’. 

Using these notions, we can prove: 

1.19. We can prove in G and G*: The L-translation of a statement of G 
holds if and only if the result obtained from it by substituting throughout the 
predicate E (m) € EF (n) for x € y holds. 

Proof. By 1.17 and ordinary laws of logic, “for all x, if L(x), then H(z)” 
is equivalent to “for all m and z, if x is E(m), then H(x)’’. Moreover, “for all m 
and zx, if z is E(m) then H(z)” is clearly equivalent to “for all m, H(E(m))”. 
Therefore, “for all m, H({E(m))” is equivalent to the L-translation of “for 
all x, H(x)”. Similarly, we can prove that “for some k, H(E(k))” is equi- 
valent to the L-translation of “for some y, H(y)”. Therefore, 1.19 is proved. 

1.20. A statement is provable in G* if and only if its L-translation is 
provable in G*. 

Proof. On account of ALG, “for all z, H(z)” is equivalent to “for all xz, 
if L(x) then H(z)” in G*, and ‘“‘for some x, H(z)” is equivalent to “‘for some z, 
L(x) and H (x). Hence, 1.20 is proved. 

In the proofs 1.19 and 1.20, if we think of the original statement as given 
in prenex normal form (i. e. in such a form that all the phrases ‘“‘for all 2’’, “for 
some y’’, and the like, stand at the beginning and their ranges all extend to 
the end of the statement), then we can see even more directly that the 
proofs are right. 

From 1.14, 1.19, and 1.20, it follows immediately : 

Theorem 2. The axioms M4—M8 of G’ all are theorems of G*. 


To express more exactly the close connection between G* and number 
theory, we introduce the notion of categoricity relative to number theory: 

Definition 1. A system in which number theory is derivable is said to be 
categorical relative to number theory if an only if any two models for the 
system are isomorphic whenever their parts for the number theory in the 
system are isomorphic’) 

This definition can be made clearer by the example of G*. 

Theorem 3. The system G* is categorical relative to number theory. 

Proof. Consider two models for G* which are isomorphic with regard to 
the number theory of G*. In other words, there is a one-one correspondence 


‘) The number theory in a system is the part of the system which contains merely 
notions answering to those of Z. Thus, a statement which involves both notions of number 
theory and notions not in number theory is not considered as a statement of the number 
theory of the system. While any statement p of the system is clearly equivalent to some 
statement of the mixed type (for example, ““p and 0— 0”), it is not always obvious whether 
every statement of some specific system is equivalent to one of its number theory. 
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between the objects representing the natural numbers in the two models and 
that each statement of G* involving only variables and notions of number 
theory is either true in both models or false in both. By ALG and 1.13, there 
is a one-one correspondence between the natural numbers and all the sets of 
G*. Hence, there is a one-one correspondence between all the objects in the 
two models. Moreover, by 1.20, 1.19, and Theorem 1, for every statement p of 
G* there is a demonstrably equivalent statement p’ obtained from p by. substi- 
tuting throughout the predicate m¢*n for the predicate x¢ y. Since all 
theorems of G* must be true in models for G*, “‘p if and only if p”’ must be 
true in both models for G*. But in every case p’ is a statement of number 
theory and is by hypothesis either true in both models or false in both. Since p’ 
must have the same truth value as p, p is also either true in both models or 
false in both. Hence, the two models are isomorphic, as was to be proved. 

As we know, GODEL’s incompleteness theorem also applies to the system G*. 
Hence, there are undecidable number-theoretic statements in G*, and it is 
possible to find some model for G* in which a given undecidable statement is 
true and also some other in which the same statement is false. Theorem 3 does 
not contradict this fact but merely shows that once we assume for a model 
of G* a definite assignment of truth values to all the undecidable number- 
theoretic statements of G*, then the truth values of all the statements of G*, 
are uniquely determined. 

Indeed, 1.20, 1.19, and Theorem 1 taken together also show that if we com- 
plete the number theory in G* by some non-constructive rule of inference, 
the system G* itself also becomes completed. Thus, as we know, number 
theory can be made complete by adding the following rule of infinite induction) : 

1.22. Given any predicate H of number theory, if H (0), H(1), H(2),... 
are all theorems, then “for all m, H (m)’’ is also a theorem. 

Hence, if we add 1.22 to G*, we obtain a complete system in which each 
statement is either provable or refutable. This is worth remarking, because 
the addition of 1.22 is not sufficient to render certain strong systems complete 
(see Rosser [11]). 

Next we ask the problem whether ALG is consistent with the axioms of G. 
In one sense, the answer is direct since the simple model for G and @’ described 


*) This assertion becomes obvious, if we reflect that all true statements containing no 
variables are provable in number theory and 1.22 gives us all the true statements of 
number theory, as determined by the truth definition in H1tpert-Bernays (cf. [8], p. 333). 

With regard to the rule of infinite induction, Professor BERNays observes the following 
two different ways of construing it. On the one hand, the rule may be construed as a part 
of, so to speak, a metamathematical definition of the system of “true” number-theoretic 
statements (in classical sense), expressing a property of closure. On the other hand, the 
rule may also be construed as one for derivation, which differs frem the usual rules of 
derivation in that it requires admission of proof schemata as generating proofs. It is by 
the first interpretation of infinite induction that number theory becomes complete and 
w-complete by the addition of 1.22. If we had adopted the second interpretation, it could 
only be said that there is, after addition of the infinite induction, no demonstrable w-incom- 
pleteness because any general argument for proving, say, that H (0), H(1), H(2),... are 
all provable would also yield, by infinite induction, a proof for “for all.m, H (m)”’. 


27* 
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above also satisfies ALG and is therefore also a model for G*. On the other 
hand, we can also prove, not so directly, the relative consistency of G* to G 
in a sharper sense. We can prove that G* is translatable into G and there- 
fore if there were any contradiction in G*, we could effectively determine a 
related contradiction in G. (For a general discussion of this notion of trans- 
lation, cf. Wane [14)}). 

Theorem 4. The system G* is translatable into G. 


Proof. It is sufficient to prove that the L-translations of all axioms of G* 
are provable in G. By 1.19 and 1.14, the Z-translations of M1—M3 are all 
provable in G. Hence, the only problem is to prove that the L-translation of 
ALG is also provable in G. 

More explicitly, if Nn is the predicate of being a natural number as defined 
in G, the problem is to prove: 

1.23. The L-translation of the statement ‘‘for all z, there exists a set y such 
that Nn(y) and x is E(y)” is a theorem of G. 

In other words, let Nn*(y) be the L-translation of the sentence Nn(y) 
of G and y = E*(xz) be the L-translation of the sentence y = HZ (x), then the 
problem is to prove: 

1.24. For all x, if L(x), then there exists a set y, such that L(y) and 
Nn*(y) and x = E*(y). 

The proof of this consists of four steps: 

(i) For all y, if Nn(y), then L(y). 

(ii) For all z, if Nn (zx), then Nn*(z). 

(iii) For all z and m, if L(x) and x = E(m), then x = E*(m). 

(iv) For all z, if L(x), then there is some y such that Nn(y) and x= E(y). 


Thus, from (iv) and (iii), for all z, if L(x) then there is some y such that 
Nn(y) and z = E*(y). Therefore, by (i) and (ii) we have 1.24. Hence, given 
(i)—{iv), 1.24, 1.23, and T’heorem 4 can all be proved. 

Before sketching the proofs of (i)—{iv), we insert a remark of explanation. 
The axiom ALG is of the same kind as the axiom IV 2 of von Neumann [10] 
and the statement V= L of Gépet [5]. The proof of the translatability of G* 
into G also follows the pattern of their proofs for the consistency of their 
statements. But of course our statement and proof are concerned with a much 
more elementary system. Accordingly, the considerations are much simpler. 

The proofs for (i)—{iv) can be carried out in the same manner as the 
proofs of “‘absoluteness” in G6pEt [5]. 

In order to prove (i) and (ii), we have to review first the definition of the 
predicate Nn adopted in G. Thus, if we use y + y as H(y) in M3, then we 
can prove that there exists the empty set e such that for no z, does x belong 
to e. This set e is identified with the number zero 0. By M2, there exists for 
every set xz also the set x + {x} obtained from x by adjoining z itself as an 
additional number. The set x + {x} is taken as the successor Sz of the set z. 
The chief difficult step is to find the predicate Nn which would single out 
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exactly those sets occuring in the sequence 0, S0, SS0, etc. (i. e., in the se- 
quence ¢, {e}, {e} + {{e}}, ete.) 

The predicate Nn is defined thus. For every set x, Nn (zx) if and only 
if the following four conditions are all satisfied: (1) x is transitive, or, for all y 
and z, if y belongs to z and z belongs to z, then y belongs to x; (2) for any two 
distinct members y and z of zx, either y belongs to z or z belongs to y; if y is 
either x or a member of z, then y is either 0 or the successor Sz of some set z; 
(4) for every non-empty subset y of z, there belongs to y a set z which has no 
common member with y. 

We prove (i) by induction. If y is 0, obviously we have: if Nn(y), then 
L(y). Assume now we have, for some x, Nn(x) that L(x) and zx is E(k). 
Then, Sx is, by the definition of successor, just Z(k + 2") and therefore, 
L(Sz). Hence, (i) is proved. 

The proof of (iv) is direct from 1.17. 

Using the predicate Nn just described, we can carry out the proof of (ii) 
in G. Thus, conditions (1) and (2) are immediate, because anything true of 
all sets is also true of all limited sets. The L-translation of condition (3) can 
also be proved because, by definition of the successor function, z is limited 
if Sz is. The L-translation of condition (4) also holds because we can prove 
by induction that if L(y) and z belongs to y, then L(z), and therefore, for 
every limited non-empty subset y of x, the member z of y having no common 
member with y, is also a limited set. 

We omit the complex but not specially difficult details of the proof of (iii). 
For example, it would be necessary to handle explicit definitions of a(n) 
and 6(n) in G. We merely observe that in order to prove that x = E*(m) 
or that Z* (x, m), we use instead of the functional set y in the definition 1.4, 
the set consisting of members z of y such that L (z). 


§ 2. Predicative Set Theory. 


The systems G, G’, and G* considered above have one common characte- 
ristic: in each of them only finite sets (i. e., sets with finitely many members) 
can be proved to exist, none of them includes any axiom to assure the existence 
of any infinite set. Nevertheless, there are altogether infinitely many sets 
and there are properties expressible in the system which are true of infinitely 
many sets. These properties define infinite collections. For example, the 
property of being self-identical defines an infinite collection of sets. So does 
also the predicate Nn. If we introduce variables which range over not only 
the sets of general set theory but also all the collections (or manifolds) defin- 
able by predicates of the systems G, G’, and G*, we obtain the predicative 
set theory which is more or less the system developed by von NEUMANN and 
BERNAYS (see [9], [2], [3]), with the axiom of infinity excluded. 

To be specific, we consider first a system P’ corresponding to @’. This is 
just the system of Bernays (see [2], [3]) minus its axiom of infinity. It con- 
tains, besides the predicate € and the variables of general set theory, variables 
X, Y,... ranging over all collections definable in @’, and a predicate » be- 
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tween sets and collections so that x 7 Y, y 7 Y, and the like, are meaningful 
symbolic combinations of P’. It contains also predicate calculus with identity, 
for both kinds of variables. 

The axioms of P’ are roughly those of G’ plus a few axioms specifying the 
ways of forming collections. We can number them as NI—N10. N1, N2, 
and N6—NS8 are exactly the same as M1, M2, and M6—M8. N3—N5 corre- 
spond to M3—M5 but are stated somewhat differently, on account of the 
presence of the new variables: 

N3. Given a set y and a collection X, the collection of all sets belonging 
to both y and X is again a set. 

N4. Given a non-empty collection X, there exists some set in X which 
has no common member with X. 

N5. If X is a collection of ordered pairs <x, y> such that no two pairs 
have either the same first member or the same second member, and the 
collection of all the first members is a set, then the collection of all the second 
members is also a set. 

N9 and N10 refer to general properties of the collections. N9Q is just a 
subsidiary axiom of extensionality for sets saying that, for all collections Y, 
if two sets x and y have the same members and zx 7 Y, then yn Y. N10 is 
more complex but amounts to saying that every predicate of G’ defines a col- 
lection in P’: 

N10. If H(z) is a predicate of P’ containing no bound large variables 
(i. e., containing no phrases such as “for all X”’, “for some Z’’, . . .; or involv- 
ing no reference to the totality of all collections), then there exists a collection 
Y which contains all and only those sets x for which H (2). 

One important thing about N10 which we shall use is the reducibility 
of it to a few specific cases. In P’, and indeed using only N1—N3 and N9, 
we can derive N10 from the following special cases of it (cf. BERNays [2] and 
GODEL [5)}): 

N10.1. Every set is a collection. 

N10.2. There exists a collection X of all the ordered pairs <x, y) such 
that x belongs to y. 

N 10.3. Given two collections X and Z, there exists a collection Y which 
contains all and only those sets belonging to both X and Z (intersection). 

N10.4. Given any collection X, there exists a collection Y which contains 
all and only those sets not belonging to X (complement). 

N 10.5. Given a collection X of ordered pairs (x, y), there exists a collec- 
tion Y containing all and only the sets such that, for some x, <z, y> belongs 
to X. 

N 10.6. Given a collection X of sets. y, there exists a collection Y of all 
and only the ordered pairs (x, y) such that y belongs to X. 

N10.7. Given a collection X of ordered triples (x, y,z) (viz., (x, (y, z))), 
there exists a collection Y of all and only the triples (y, z, x) where <x, y, z) 
belongs to X. 
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N10.8. Given a collection X of ordered triples (x, y, z), there exists also 
a collection Z of all and only the ordered triples (y, x, z) where (x, y,z) be- 
longs to X. 

Of these eight axioms, the first two express unconditionally that certain 
collections exists, while each of the rest states that given certain collection or 
collections there exists another related to the given in a definite and specific 
manner. Moreover, in none of the conditions for introducing new collections 
do we refer to the totality of all collections. Consequently, we can enumerate 
quite easily all the collections whose existence are required by the axioms, 
and obtain a fairly simple denumerable model for the system P’. 

To describe the model in more precise terms, we proceed to introduce 
predicates of natural numbers which will serve as models for the predicates ¢€ 
and 7. Since the sets of P’ are the same as those of general set theory, the 
model for € is just the arithmetic predicate € * used above. The model for 7 
is a predicate 7 * which can be described in the following manner. 

We can represent the collections in P’ by the following sequence of triads 
of natural numbers: (0, 0,0), (1,0,0),..., (7,0, 0), (0,0,1),..., (7,0, 1), 
(0, 1,0),..., (7,1, 0), (0,1, 1), and so on. Thus, for any m and 2, the triad 
(0, m, n) represents E (m) or the set correlated to m by the enumeration of 1.4. 
For any m and n, (1, m, n) represents the collection of ordered pairs required 
by N10.2. For any m and n, (2, m, ) represents the collection which is the 
intersection (cf. N 10.3) of the two collections represented respectively by the 
m-th and n-th triads in the above sequence. Similarly, for any m and n, 
(3, m, n) represents the complement of the collection represented by the m-th 
triad. And so on. (Compare GODEL [5] and Wane [13].) Then the predicate 
7 * is roughly: m » *n if and only if the set represented by m (viz. the set 
E (m)) belongs to the collection represented by the n-th triad. 

As we know, ordinary recursive or computable functions can all be de- 
fined explicitly in the system Z of number theory. In particular, the follow- 
ing simple functions of natural numbers are definable. (See HiLBERT-BER- 
nays [7], § 7.) We can enumerate all the dyads (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (0,2), 
(2,0), (1,2), (2,1), (2,2), (0,3), . . . and define: 

2.1. A function o(m,n) such that o(m,n) is k if and only if the dyad 
(m, n) is the k-th (k = 0,1, 2,...) in the sequence. 

2.2. Two functions o,(k) and o,(k) such that (0, (k), o,(k)) is the k-th dyad. 
Other definable functions, which we shall use, are: 

2.3. A function B(n) which takes the values 1 and 0 according as n is 0 
or not. 

2.4. A function «(m,n) which takes the values 0 and 1 according as 
m =n or not. 


2.5. A function m 2 which is 0 when m <n and is m — n otherwise. 


2.6. A function o(m,n) which gives the remainder of dividing m by n. 


5) 


. A function 2(m,n) which gives the quotient of dividing m by n. 
2.8. If (m,n, k) is the j-th triad in the enumeration given above, then 
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t(m, n, k) =7: t(m, n, k) = 8 a(n, k) + o(m, 8). If m>7, we identify (m, n, k) 
with (o(m, 8), n, k). 

2.9. If r(m, n, k) = 7, then 1,(j) = m, t,(j) = , t(j) = k: 1,(j) = of, 8): 
T,(j) = o,(2(j, 8)); T3(7) = o2(2 (7, 8)). 

2.10. If E(m) is zx and E(n) is y, then E(y(m,n)) is (x, y>: y(m, n) 
= 22") 4 (a (m, n). 22" +2"), y (m,n, k) = y(m, y(n, k)). 

2.11. Dy (m) if and only if Z (m) is an ordered pair (i. e., there exist n and 
k such that m = y(n, k)). Tri (m) if and only if there exist j, n, k such that 
m= y(j, n, k). 

2.12. When k is positive, «(k) is the greatest number j such that k is divi- 
sible by 2’, and 4 (0) = 

2.13. If B(m), E(n), E(k) are x, y, z respectively and z is (x, y), then 
y, (k) is m, y,(k) is n (k being 22") when m= n, and 22") ( t 22") otherwise) 


vi(k) = u(u(%)). 


alk) = p(n (ale, 2 1)) + (yu) Ble-= 2”), 
2.14. If E(k) is (x, y, z) then E(x, (k)) is (y, z, z) and E(x, (k)) is (y, x, z): 
a, (k) = y (ya (ya()), v2 (y2(b)), v1 (H))- 
Hy (k) = (yi (ve(k)), vik), ve(ve(k)))- 


2.15. Cr(m) if and only if Z(m) is a pair Ms y) such that x belongs to y; 
in other words, Cr (m) if and only if there exist n and k such that m = y(n, k) 
and n € *k. 

With these predicates and functions, we can finally describe more exactly 
the predicate m 7» *n or 7* (m, n). 


ary ; 


2.16. » *(m, n) if and only if one of the following conditions is satisfied: 


(1) T,(n) = 0 and m€ * r,(n). 

(2) ™(n) = 1 and Cr(m). 

(3) T,(n) = 2, n *(m, t,(n)), and 7» *(m, t,(n)). 

(4) t,(n) = 3 and it is not the case that 7 *(m, t,(n)). 

(5) 1,(n) = 5, Dy (m), and » *(y,(m), t2(n)). 

(6) T,(n) = 6, Tri(m), and » *(,(m), t,()). 

(7) t,(n) = 7, Tri(m), and » *(x,(m), t,(n)). 

(8) T,(m) = 4, and there exists a number k, such that 7 *(y(k, m), 
T,(m)) 


It is possible to convince ourselves that if it were not for the alternative (8), 
we could decide effectively for any given m and n whether 7 *(m, n) or not. 
The condition (8) has a non-effective character because in this case in order 
to decide effectively whether 7 *(m,n) or not, we would have to perform 
first the impossible task of checking for the infinitely many numbers k whether 
n *(y(k, m), t.(n)). Hence, it seems reasonable to conjecture that * is not 
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a recursive (or effectively calculable) predicate. Indeed, we shall soon prove 
that 7* cannot be recursive. 


2.17. Let us call the 7*-translation of a statement p of P’ the result ob- 
tained by substituting in p, the predicates m € *n, and m n*n* (where n* is 
the smallest k such that for all j, j 7 *n if and only if j 7 *k) respectively for 
x¢éy,and zy ¥. 

We note that if we extend the system Z of number theory by adding 7* 
as a new primitive predicate and 2.16 as a new axiom, then the 7*-translations 
of all theorems of P’ are provable in the resulting system. 


Theorem 5. The 7*-translations of all theorems of P’ are provable in the 
system obtained from Z by adding * and 2.16. 


Proof. As we have remarked above, it is known that G@’ is translatable 
into number theory when we replace z € y by m¢ *n. Therefore, translations 
of the axioms N1, N2, and N6—N8, which contain only symbols of G’, are 
provable in Z and therefore also provable in the strengthened system. 

The translations of N3—N5 can be proved by induction, since by adding 
7* as a primitive we are also allowing the application of induction on sen- 
tences containing 7*. For instance, the translation of N3 is: 

N3*. For all j and m, there is some n such that for all k, k € *n if and only 
if k¢ *j and k » *m*. 

To prove N3*, we make induction on j. If j is 0, m is 0, no matter what 
m is. Assume N3* true for all 7 <i. In particular N3* is true for j = a(i). 
Let an arbitrary m be given. Suppose that the value of n for a(i) is n,. Either 
b(i) 7 *m* or not. If b(i) 1 *m*, then N3* is true if we take n,+ 2° as n; 
otherwise, N3* is true if we take n, as n. 

The translation of N9 can be proved by the definition of j* which is the 
smallest k such that for all m, m n *j if and only if m * k. 

The translations of N10.1—N 10.8 follow immediately from 2.16. 

Hence, Theorem 5 is proved. 

We turn now to the question whether 7* is recursive: 

Theorem 6. The predicate »* is not recursive. 


Proof. We know that the system Z of number theory is translatable 
into G. Hence, given any statement p of Z, there is a corresponding state- 
ment p’ in P’ which contains no large variables (viz. the variables X, Y,... 
ranging over collections in general) such that p and p’ are either both true 
or both false. We can assume without loss of generality that p’ is either of 
the form “for some y, H(y)” or of the form “for all y, F(y)”, where H(y) 
and F(y) again contain no large variables. From the derivation of N10 
from N10.1—N10.8 (see Bernays [2], p.72, or GépEL [5], p.8) and our 
representation of collections by natural numbers, we see that for any given 
H(y) and F(y), we can find effectively definite numbers m, and n, such 
that the collection of ordered pairs (zx, y) satisfying “H(y) and z= 2” is 
represented by the m,-th triad, and the collection of ordered pairs (z, y) 
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satisfying ““F (y) and z= 2’’ is represented by the n,-th triad. It then follows 
that we can also find effectively two definite numbers m, and n, so that the 
collection of sets x satisfying “for some y, H(y) and x = x” is represented 
by the m,-th triad, and the collection of sets x satisfying ‘for all y, F(y) and 
x=” is represented by the n,-th triad. Hence, for instance, the empty 
set e belongs to the m,-th collection of P’ if and only if for some y, H(y) 
and e = e. Therefore, e belongs to the m,-th collection if and only if for some 
y, H(y). Similarly, e belongs to the n,-th collection if and only if for all y, 
F (y). 

Hence, in each case, given any statement p of Z and therewith its trans- 
lation p’, we can find a definite numeral k, such that e belongs to the k,-th 
collection if and only if p’. In other words, since e is E (0), 0 » *k, if and only 
if p’. Consequently, for each statement p of Z, we can find effectively a corre- 
sponding natural number n such that p is true if and only if 0 7 *n is true. 

But if 7* were recursive, we would have an effective way of deciding, 
for each given n, whether 0 7 *n holds or not. Hence, we would have a de- 
cision method for telling whether an arbitrary given statement of Z is true 
or false. Then we would, by taking all true statements of Z as axioms, have 
a complete formal system, contrary to GODEL’s famous theorem on the in- 
completability of number theory. Hence, 7* cannot be a recursive predicate. 

Therefore, Theorem 6 is proved’). 

An open question is: can we find in Z a predicate K (m,n) such that by 
substituting K for 7* in 2.16, the result becomes a theorem in Z? If we can, 
then it follows from Theorem 5 that P’ is translatable into Z. On account 
of the similarity between 2.16 and sentences defining predicates not ob- 
tainable in Z (cf. HILBERT-BERNAYs [8], p. 339), it seems natural to believe 
that we cannot find any such predicate K for 7* in Z. However, we know 
no way of proving this. 

As we noted, the system P’ corresponds to G’. The system P corresponding 
to G does not contain N4—NS8 but contains merely NI—N3 and N9—N 10. 
We can prove that for many purposes, P gives us as much as P’. Of course, 
any model for P’ is also one for P. 


In a certain weaker sense, we can obtain 7* in P. Thus, we can find in P 
a predicate K (m,n) such that although the result of substituting K for 7* 
in 2.16 is not itself provable in P, all the special cases for K (m, 0), K (m, 1), 
K (m, 2), etc., are provable in P. Roughly, for an arbitrary m, we can define 
in P a collection which contains all and only the ordered pairs (m, k) such 


”) Bernays suggests the following more direct proof of theorem 6. If P(x) is any 
arithmetic predicate, then a number ¢ of a triad can be effectively determined such that 
for every number m, we have m 7*¢ if and only if P(H(m)). Therefore, if 7* were re- 
cursive, we could effectively decide for every number k (for which indeed m can be effec- 
tively determined so that k= E(m)) whether P(k) holds. Thus every arithmetic pre- 
dicate would be recursive, which by Kleene’s well-known results is not the case. 

I am keeping my original proof because it might be considered more elementary in 
so far as it does not depend on Kleene’s result. 
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that kon and »*(m, k), and then we say that K (m,n) if and only if (m, ») 
belongs to the n-th such collection®). 

In discussing general set theory, we considered an arithmetic predicate ¢€ * 
and a predicate EZ providing an enumeration of the sets of the model. With 
regard to predicative set theory, the predicate 7* corresponds to ¢*. We 
proceed to introduce now a predicate R which corresponds to E and provides 
an enumeration of all the collections represented by triples of natural numbers 
in the preceding section. 

The definition of the predicate R(X,m) is somewhat similar to the de- 
finition 1.4 for E(z,m). Roughly, for every X and m, R(X, m) if and only 
if X is the m-th collection of P’ (i. e., X is represented by the m-th triple of 
natural numbers described above). In order to define R, we define first a 
predicate F ((a,n)) such that F((z,n)) when and only when z belongs to 
the n-th collection. More exactly, the definitions for F and R are as follows 
(compare WANG [13], p. 481)®): 

2.18. Let H(n, Y) stand for the following: Y is a relation and the domain 
of Y is contained in Sn (i. e., (x, m) belongs to Y only if m < n) and for all 
k <n and for all x, (x, k) » Y if and only if one of the following conditions 
is satisfied : 


(1) Tt, (k) = 0 and x € E(r.(k)). 
(2) t, (k) = 1 and z is a pair (y, z) such that y ¢ z; 
(3) tT, (k) = 2 and (z, t,(k)) 4 Y and (2, 1,(k)) 4 Y; 


(4) tT, (k) = 3 and (x, t,(k)) does not belong to Y; 

(5) t, (k) = 4 and there exists some y, ((y, 2), t,(k)) 7 Y; 

(6) Tt, (k) = 5 and z is a pair (y, z) and (z, t,(k)) » Y; 

(7 T, (k) = 6 and = is a triple (y, z, w) and ((z, w, y>, T,(k)) » Y; 
(8) t, (k) = 7 and z is a triple (y, z, w) and ({z, y, w), t2(k)) 4 Y; 


2.19. F ((x, n)) if and only if (x, n) belongs to some collection B such that 
H(n, B). 


2.20. R(X, m) if and only if X is the collection of all and only the sets x 
such that F ((x, m)). 

Using these definitions, we can prove: 

2.21. For each constant n, we can prove in P that for all X and Y, if 


R(X, n) and R(Y, n), then X = Y. 


2.22. For each constant n, we can prove in P that there exists a collection 
R such that R(X, n). 


*) We omit the details of the definition of K and the proofs of the cases for K (n, 0), 
K (n, 1), ete., on the following grounds: (1) details of similar definitions and proofs are 
treated in Wane [15] in the general case; (2) the case of R which we shall consider soon 
:s again similar, although somewhat more complex. 

*) Notice that the following definition actually combines two different things: (1) the 
translation of the conditions of 2.16 on the relation 7* into conditions on a collection of 
pairs; (2) the proof, by the DepeKinp method, of the existence of a collection of pairs 
satisfying those conditions. 
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Let us write, whenever convenient, X = R (m) in place of R(X, m). 

For each given number n, we can also prove that R(n) has the desired 
properties. For example, if t,(m) = 0, we can prove in P that for all x, x 7 R(n) 
if and only if x¢ E(r,(n)); if t,(n)=3, we can prove in P that for all x, x » R(n) 
if and only if x does not belong to R(t,(m)); and so on. 

Moreover, a comparison of 2.16 and 2.18—2.20 will convince us that the 
following can also be proved with the help of Theorem 2: 

2.23. For each given n (n = 0, 1, 2,...), we can prove in P that for all m, 
E(m) 7 R(n) if and only if m n *n*. 

It should be emphasized, although we can prove in P with regard to R 
and 7 * most of the desired results for each of the constant numbers 0, 1, 2, . . .; 
there is no apparent way of proving in P the general results “for all m, — — m 
——” in these cases (such as 2.21—2.23). The natural thing to do would be to 
make mathematical induction. Yet in the present connection this is not 
possible in P (not even in P’), because the axioms of P and P’ only assure us 
existence of collections defined by sentences not containing bound large 
variables (i. e., the predicative collections defined without reference to tota- 
lities containing themselves) and therefore in P and P’ we can only make 
induction on such collections and their defining sentences. Since we use bound 
large variables in defining both 7* and R in P (for example, the phrase “some 
collection B”’ in 2.19), we have in P and P’ no way of making induction on 
sentences which involve the predicates n* (m,n) and R(X,n). Yet in order 
to prove, for instance, 2.16 and general theorems corresponding to 2.21—2.23, 
we have to make induction on sentences involving these predicates. 

In the next section, we shall discuss ways of extending the system P so 
as to make the general theorems derivable. 


§ 3. Impredicative Collections and w-consistency. 

As we know, a system S is said to be w-consistent, if for every predicate 
H (m) of S, “for some m, it is not the case that H (m)” is a theorem of S only 
if some of the statements H (0), H (1), H (2), ...is not a theorem of S. There- 
fore, if a system S is w-consistent, then the system S’ obtained from S by 
adding to theorems of S the following rule of infinite induction is consistent: 

3.1. For every predicate H(m) of the system S, if H(0), H(1),... are 
theorems of S, then “‘for all m, H(m)” is a theorem of 8’. 

Let W be the system obtained from P by adding 3.1 (replacing S and S’ 
by P and W) as a new rule of inference. Then we can derive in W both 2.16 
and, from 2.21 —2.23, the following theorems: 

3.2. For all X, Y, and n, if R(X, n) and R(Y,n), then X = Y. 

3.3. For every n, there exists a collection X, R(X, n). 

3.4. For all m and n, E(m) » R(n) if and only if m n *n*. 

In this way, we have found an extension of P in which the desired general 
theorems become provable. Moreover, the consistency of W follows from the 
w-consistency of P. But W is not satisfactory in one respect: the rule 3.1 
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involves infinitely many premises and cannot be considered a part of any 
ordinary formal or logistic system. 

A more usual way of extending P is to introduce impredicative collections. 
Thus, let Q be the system obtained from P by replacing N10 by the stronger: 

N10’. If H(z) is any predicate of P, then there exists a collection Y which 
contains all and only those sets x for which H (z). 

In other words, Q uses the same symbols and notations as those of P 
and P’ but contains as axioms NI—N3, N9, and N10’. We can develop 
number theory in Q in the same way as we do in P and P’, but on account 
of N10’, we are now allowed to make induction on all sentences of these 
systems. 

In particular, by formulating suitably the proofs of 2.21—2.23 and spe- 
cial cases of 2.16, the theorems 3.2—3.4 and 2.16 can be proved in Q by in- 
duction. 

If we compare W and Q as two alternative ways of extending P to get 
2.16 and 3.2—3.4, we find the following interesting phenomenon: while Q 
is a more formal system and therefore neater in a certain sense, it is less re- 
liable than W because we know nothing about the consistency of Q yet we 
know that W is consistent since we can prove the w-consistency of P by using 
a suitable intuitive model?®). 

This example gives hope to the conjecture that may be all the purposes 
served by impredicative classes in mathematics can be served by other modes 
of reasoning which, though formalistically more messy, are intuitively less 
opaque. For instance, it might be possible to prove many other theorems 
of Q not available in P in the system W’ whose theorems include all those 
of P and also those derivable by the stronger rule: 

3.5. For every H(m) of P, if H(0), H(1), H(2),... all are theorems of 
W’, then “for all m, H (m)’’ is also a theorem of W’. 

The system W’ thus obtained contains many more theorems than W, 
but can also be seen to be consistent by using a suitable intuitive model for 
the system P. 

So much for the conjectures. 

We turn next to the connections between P and Q, and to the problem 
of extending P to obtain a categorical system relative to number theory. 

Let us now consider the following two axioms of limitation"): 

ALG. For all x, there is some m, x = E (m). 

ALP. For all X, there is some n, X = R(n). 


By considerations similar to those used in the proofs of 1.15 and 1.23, 
we can prove that ALG is both independent of and compatible with the 
axioms of P and P’. 


°) By this, we do not mean a constructive (intuitionistic) model. 
1) We note that in P and P’, we can define a collection Z of ordered pairs (x, n) such 
that (2, n) EB if and only if £ (zx, n) according to 1.4. However, we shall not emphasize 
the distinction between the collection Z and the corresponding predicate E (z, n). 





















































404 Hao Wana: 

Using impredicative collections, we can prove: 

3.6. If Q is consistent, then ALP is independent of the axioms of P. 

Proof. In Q, we can prove, by N10’, the existence of a collection C such 
that for all natural numbers n, n 7 C if and only if n does not belong to R(n). 
If for some m, C = R(m), we would have: m 7 R(m) if and only if m does 
not belong to R (m). Hence, for no m, C = R(m). Hence, the denial of ALP 
is provable in Q. Therefore, if Q is consistent, then the denial of ALP is con- 
sistent with the axioms of P. Therefore, 3.6 is proved. 

Similarly, we can also prove that if Q plus the other axioms of P’ is con- 
sistent, then ALP is independent of the axioms of P’. 

Let P* be the system obtained from P by adding ALG and ALP as addi- 
tional axioms. 

3.7. Let us agree: L(X) or X is limited if and only if there exists some 
natural number m such that X is R(m). 

3.8. Let the R-translation of an arbitrary statement of P and Q be the 
result obtained by restricting the range of the small variables to the limited 
sets and the range of the large variables to the limited collections. (Com- 
pare 1.18).*) 

Using considerations similar to those involved in the proof of 1.19, we can 
prove: 

3.9. We can prove in P and Q: the R-translation of a statement of P and 
Q is true if and only if the result obtained from it by substituting throughout 
the predicate E (m) ¢ E(n) for x ¢ y and E(k) n R(j) for z n Y is true. 

Hence, since we can prove 3.4 and Theorem 1 in Q, we can also prove: 

3.10. The R-translation of a statement of P and Q is a theorem of Q if 
and only if its 7 *-translation is one. 

Therefore, since 2.16 is provable in Q for a suitable predicate, we have, 
by Theorem 5: 

3.11. The 7 *-translations and R-translations of all theorems of P’ are 
theorems of Q. 

Next we want to prove: 

Theorem 7. The system obtained from P* by adding the other axioms of P’ 
is translatable into Q. 


To simplify somewhat our considerations, we divide the proof into two 
parts. 

3.12. The L-translations (cf. 1.18)*) of all theorems of the system Q’ 
obtained from Q by adding ALG as a new axiom, are theorems in Q. 


#2) The phrase “statement of P and Q”’, used here and elsewhere is awkward since the 
statements in P and Q are the same. This can be understood to mean “statement of P” 
or “statement of Q” according as which fits the context better. 

The L-translation of a statement of P and Q differs from its R-translation in that 
the large variables in an L-translation are not restricted to the limited collections. Com- 
pare also the next footnote. 

18) We are assuming that in the L-translation of a statement containing also large 
variables, these variables remain unchanged. 
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Proof. From the considerations in the proof of Theorem 4, the L-transla- 
tions of NI—N3 and ALG are provable in Q. Moreover, the L-translations 
of N9 and N10’ are also theorems of Q, since the L-translation of a predicate 
of Q is again a predicate of Q and anything true of all sets is also true of all 
limited sets. For N9, we have to use also the fact that members of any li- 
mited set are again limited sets. Hence, 3.12 is proved. 

Theorem 7 follows from 3.12 and the following assertion: 

3.13. The R-translations of all theorems of P* plus P’ are provable in Q’. 

Proof. By 3.11, the R-translations of all axioms of P’ are theorems of Q’. 
Moreover, the R-translation of ALG is provable in Q’ by considerations si- 
milar to those used in the proof of 1.23. Hence, to prove 3.13, we need only 
prove that the R-translation of ALP is provable in Q’. 

In other words, if the R-translations of Nn (y) and R(X, m) are Nn*(y) 
and R*(X, m), then we want to prove in Q’: 

3.14. For every X, if D(X), then there exists a set y, such that L(y), 
Nn* (y) and R* (X, y). 

Proof. By 2.19 and 2.20, R(X, m) if and only if: for every x, x 7 X when 
and only when there exists some collection B such that H(m, B) and (x, m) 
» B. According to 2.18, the predicate H(m, B) involves no other large va- 
riables besides B. Hence, by arguments in the proof of 1.20, since ALG is 
an axiom of Q’ for all m and B, H(m, B) is equivalent to its L-translation 
H*(m, B). For similar reason, Nn(y) if and only if Nn*(y). Hence, using 
also (i) in the proof of 1.24, we need only prove: For every X, if L(X), then 
there is an m such that for all limited sets x, x belongs to X if and only if 
there exists some collection B such that L(B), H(m, B), and (x, m) » B. 
Hence, by expanding L(X) according to 2.19, 2.20, and 3.7, we see that all 
we have to prove is: (1) For all m and B, if H(m, B), then L(B). 

To prove this, we make induction on m. By 2.18, H(0, Ay) if and only 
if A, is the empty collection e. Clearly, we can find a definite natural number 
m,, such that R(e,m,). Assume (1) is true when m =j. More specifically, 
assume that A, is the collection such that H(j, A,), and that m, is a number 
for which R(A,,m,). We can then define Ag; in terms of A,: for all x and R, 
(x, k) n Ag; if and only if k < Sj and one of the conditions (1)—({8) in 2.18 
(with A, replacing Y) is satisfied. Then we can prove immediately: H (Sj, 
As;). Moreover, from the way in which Ag; is defined in terms of A,;, we can 
also find an elementary arithmetic function f such that for every j, if A, is 
R (i), then Ag; is R(f(t)). Hence, by induction, (1) is proved in Q’. 

This completes the proof of 3.14, and therewith also the proof of 3.13 and 
Theorem 7. 

From Theorem 7, we have immediately: 


3.15. If Q is consistent, then the system obtained from P* by adding the 
other axioms of P’ is consistent. 

3.16. If Q is consistent, then N10’ is independent of the axioms of P 
and P’. 
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Proof. If N10’ were provable in P’, we would be able to prove in P’ the 
existence of a collection C such that for all n, n » C if and only if n does not 
belong to R(n). Then, ALP would be refutable in P’ (cf. proof of 3.6), contrary 
t» 3.15. 

With regard to the Cantor collection of all natural numbers n such that n 
does not belong to R(n), we note the following difference between P and Q. 
By the LOwENHEIM-SKOLEM theorem, if Q is consistent, it must have a de- 
numerable model and there exists the collection of all natural numbers n 
such that n does not belong to the n-th collection of the model. Such a collec- 
tion also cannot be proved to exist in Q. Since every collection of natural 
numbers which is defined by a property expressible in Q can be proved (by 
N10’) to exist, the defining property of the Cantor collection must be in- 
expressible in Q. The CanTor collection in 3.16 is different in that it is defined 
by a property which is expressible in the same system. We might say that Q 
possesses a certain kind of completeness which P and P’ lack. 

The independence of N 10’ can be seen in another way. By known methods 
(cf., e. g., remarks in WaNnG [15)), it is possible to formalize in Q a consistency 
proof of G. Moreover, McNaucuton has recently proved") a general theorem 
from which it follows that we can formally derive in Q the consistency of P 
from the consistency of G. Therefore, we have: 

3.17. We can formalize in Q a consistency proof of P. 

Hence, by G6pEL’s theorem on consistency proofs, Q must be different 
from P. Since N10’ is the only principle of Q not already in P, N10’ must 
be independent of the axioms of P. 

Since ALG and ALP provide enumeration of ail the sets and collections 
of P*, it seems natural to ask whether P* is categorical relative to number 
theory (compare Definition 1 and Theorem 3). 

Suppose we make two assumptions: (1) 3.4 is provable in P*; (2) the 
predicate 7* is definable in the system Z of number theory. Then we can 
prove, using arguments strictly analogous to those used fo: 1.19, 1.20, and 
Theorem 3, that P* is categorical relative to number theory. But since we 
have no proof for either (1) or (2), the situation is more complex. 

Consider (1) first. As we discussed above, 3.4 is provable in Q, and the 
same proof cannot be used in P or P* because certain induction cannot be 
carried out. For all we know, 3.4 may be independent of the axioms of P*. 

Assumption (2) is stronger than (1). If (2) is true, then (1) is also true 
because the difficulty with regard to induction would no longer exist. As we 
remarked after Theorem 6, (2) is probably not true. In any case, we have 
no proof that (2) is true. If (2) is not true, 7 * lies beyond the part of. P* 
which correspond to the system Z of number theory. Nevertheless, by 2.23, 
special cases of 3.4 are provable in P*. Hence, if either (1) or (2) is false, 

4) See Ropert McNaveuton, On establishing the consistency of systems, Disser- 
tation, Harvard University, 1951. He observes that in his proof he makes use of certain 


ideas and methods introduced by I. L. Novak, Fundamenta mathematica, 37, 87- 110 
(1950). 
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we have, as with GODEL’s undecidable statements, a case where ‘for all n, 
H (n)” (H(n) being “for all m, E(m) 7 R(n) if and only if m 7 *n*”’) is not 
a theorem of P*, although H (0), H (1), H(2),..., for the numerals 0,1,2,... 
all are theorems of P*. Therefore, if P* is consistent, by adding as an axiom 
to P* the denial of “for all n, H(n)”, we have again a consistent system 
which is, however, qw-inconsistent. In any model for such a system, there 
must be an object which represents a natural number but does not corre- 
spond to any of the ordinary numerals. On account of such models, it be- 
comes hard to see whether every statement of P* has the same truth value 
in two models of P* which provide the same interpretation for notions of 
number theory. 


To avoid such anomalies, it is sufficient to restrict ourselves to w-consistent 
models for P*: 


3.18. A model for an arbitrary system S is said to be w-consistent, if and 
only if, for every predicate H (x) of S, whenever it is true of all the ordinary 
numerals, ‘‘for all m, H (m)”’ is also true"). 


In any w-consistent models for P*, 3.4 is of course true”). If we restrict 
ourselves to w-consistent models for P*, we can prove, using arguments similar 
to those employed in the proof of Theorem 3, that P* is categorical relative 
to number theory. Briefly, we can express this state of affairs by the follow- 
ing theorem: 


Theorem 8. The system P* is categorical relative to w-consistent number 
theory. 


The problem whether P* is simply categorical relative to number theory 
remains open. 


On the one hand, by Theorem 8, P* possesses a certain kind of categori- 
city. On the other hand, by G6pEL’s theorem, if P* is consistent, there are 
certain statements of nuraber theory which are undecidable in P*. It is 
of interest to inquire whether there are, besides these, also statements of P* 
about sets and collections in general, which are undecidable in P*. 


Intuitively, a collection X exists according to P* if and only if there is 
some m, X = R(m). If we assume that the totality of all natural numbers is 
given and fixed, then the totality 7' of all collections X such that L(X) (i.e. 
there exists some m, X = R(m)) is also fixed. Therefore, on the basis of the 
axioms of P*, the existence of each collection of the limited sets (i.e. the 
sets x such that for some m, x= H(m)) is completely decided according as 
whether it belongs to the above totality 7’ or not. Nevertheless, it does not 
follow that all statements about the existence or non-existence of collections 
are decidable in P*. Although, for each X, either “X belongs to T” or “X does 


15) In general, “‘for all m, H (m)” may be an abbreviation introduced by a contextual 
definition. 

16) Incidentally, it is not hard to see that in every w-consistent model for P*, all the 
axioms of P’ are true. In particular, the truth of N 4 and N 5 follow from the truth of 
their special cases and the truth of ALP. 


Mathematische Annalen. 126. 28 
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not belong to 7”’ is true, it does not follow that at least one of the two is 
provable in P*. 

In other words, given an arbitrary collection X for which, say, F (X) holds. 
We can prove or refute “there exists an X, F(X)” in P*, provided we can 
decide in P* whether or not there is some m, X = R(m). But there is no 
assurance that for each X, we can decide in P* whether or not there exists 
some m for which X = R(m). Indeed, using G6DEL’s theorem, we can prove 
that there must be cases where we cannot decide. 

Thus let p be a known undecidable statement of P* (for example, the 
arithmetic statement Con (P*) expressing the consistency of P*). Consider 
the following existence statement: (a) there exists a collection X such that for 
all n, n 7 X if and only if p is false and n does not belong to R(n). Then we 
can prove the equivalence of («) and p in P*: If p, then (a) holds when we 
take the empty collection as X. If p is false, then the denial of («) holds 
because we can prove in P* that there exists no collection X such that for all n, 
n » X if and only if x does not belong to X (compare 3.16). Hence we have”): 

3.19. The existence statement («) is undecidable in P*. It follows imme- 
diately by ALP: 

3.20. The following existence statement is also undecidable in P*: There 
exists an m such that the collection X defined by («) is R(m) 

There is also another kind of derivative undecidable statements in P*. 
For a given predicate H (x) of P* containing no large variables, we can find 
a definite numeral k such that whether k belongs to the collection of sets 
satisfying H(z), is demonstrably undecidable in P*. Thus let us carry out 
in P* an arithmetization of the syntax of P* and define in P* the arithmietic 
predicate (f) “s(x, z) is not a theorem of P*’’ (i. e., the predicate “‘the result 
of substitucing the numeral x for the variable “‘x”’ in the expression of P* 
whose G6pEL number is z is not a theorem of P*’’, cf. HiLBErT-BERNays [8], 
§ 5. b)). The predicate is of the form H(z) and contains no large variables. 
Therefore, by N10, there exists a collection Y of P* such that for all z, x  Y 
if and only if s(z, x) is not a theorem of P*. Since “‘s(m, m) is not a theorem 
of P*’’, where m is the G6pEL number of (8), is known to be undecidable in P* 
(HiLBERT-BERNAYS, ibid.), the statement “‘m belongs to the collection Y 
(just described)” is also undecidable in P*: 

3.21. It is undecidable in P* whether the set m, which is the GODEL 
number of the expression (8), belongs to the collection Y of P* consisting 
of all sets x which satisfy the predicate (/?). 

Of course, in 3.21 we need, as usual, the hypothesis of the w-consistency 
of P*. We can also find similarly an undecidable statement corresponding of 


17) We note that similar considerations also apply to G*. For example, if p is a given 
undecidable statement, then the statement “there exists some set y such that for all z, 
x € y if and only if p is false and x = x” is also undecidable. 

So far as we know, the general method of generating equivalent undecidable state- 
ments in the above manner was first introduced in a different connection by W. V. QuINE 
(see Journal of symbolic logic, 6, 140). 
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RossEer’s (HILBERT-BERNAYS, ibid., p. 275) and use merely the hypothesis 
of the consistency of P*. 

It is clear from these considerations that undecidable statements of the 
form “‘a (certain special) set belongs to a (certain special) collection” are ob- 
tainable in all set theories which are not weaker than P. 

Before concluding this section™*), we make a few remarks regarding models 
and natural numbers. 

Closely related to the w-consistent models are the models with regular 
natural numbers?®): 

3.22. A model of a system S is said to be one with regular natural numbers 
if the natural numbers of the models (i. e., the objects satisfying the predicate 
Nn being a natural number in the system) are exactly the objects corresponding 
to the numerals 0, 1, 2, etc. 

Clearly every model with regular natural numbers is also an w-consistent 
model. But the converse is not as obvious. Indeed, it is quite possible that 
we can have an @-consistent model in which there is a natural number not 
denoted by any name or description (the-expression) of the system. However, 
we can prove a weaker relation: 

3.23. A model in which every object is denoted by a term of the given 
system is one with regular natural numbers, if and only if it is w-consistent. 

Proof. Assume there were an object denoted by ¢ which is a natural 
number in the model but is distinct from all the objects denoted by the nu- 
merals. Then we would have “0+?’, “1 +t’, etc. all are true, but ‘‘for all m, 
m-+:t” false in the model. Therefore, we would have an w-inconsistent model. 

In terms of models with regular natural numbers, we can also express the 
import of ALG and ALP in the following manner. 

3.24. Let us assume a sequence of standard terms of G* and P* one for 
each of all the finite sets e, {e}, {fe bh <2 fe 


i] 
j 


, ete. Then, in every w-consistent 


model of G* or P*, if ‘for some x, F(x)” is true, there is some term t of the 
above sequence such that “for some x, F(x) and x = @’ is true. 

3.25. Let us assume an enumeration of all the predicates H(y) of P* 
which do not contain large variables. Then, in every w-consistent model 
for P*, if “for some X, F(X)’ is a theorem, then there is some H,;(y) of the 
above sequence such that “for some X, F(X) and for all y, y 7 X if and only 
if H;(y)” is true. 

18) Many of the considerations in this and the previous sections can be gencralized to 
apply to further predicative extensions of P and P’, or to systems of the ramified theory 
of types without the axiom of reducibility. 

1%) This kind of model is discussed by L. Henxrn, Journal of symbolic logic 15, 81—91 
(1950). In his terminology, a model with natural numbers which are non-regular would 
be a “non-standard model’. However, we find it difficult to obtain an exact definition 
of the general notion of standard models. 


(Eingegangen am 21. August 1952.) 
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Eine Darstellung fiir Identitaten 
zwischen den Kommutatoren eines Ringes*). 
Von 
HERIBERT MAULER in Marburg. 


Einleitung. 

Gegeben sei der Polynombereich N(z,,..., z,,) mit dem Koeffizienten- 
bereich R. Es soll R ein Ring mit Einselement sein. Bedeuten p,, p; Pro- 
dukte in den z,, k;;, t,j=1,...,m,i+j, Symbole und a, Elemente aus &, 
so sollen die in k;, linearen und homogenen Elemente der Gestalt 


n 
’ 


c= 2 a, p, k; ; p, 
v=1 
betrachtet werden. Ersetzt man in c alle k;; durch x, 2;— x, x;, so erhalt man 
ein Element ¢ aus X(z,,..., 2,,). Ist ¢ = 0, so heiBe c eine Identitat zwischen 
Kommutatoren. Der Hauptsatz, der bewiesen werden soll, gibt fiir die Gruppe 
dieser Identitaten ein Erzeugendensystem an. Beim Beweis wird von der 
Moglichkeit Gebrauch gemacht, einen Kommutator pk;,;p’ als gerichtete 
Strecke mit dem Anfangspunkt p x, x; p’ und dem Endpunkt p z; x, p’ auf- 
zufassen. Diese Auffassung gestattet es, zur Lésung der Aufgabe auf Sitze 
aus der Theorie der Ketten zuriickzugreifen. Insbesondere werden die ge- 
schlossenen Ketten der Gruppenbilder von symmetrischen Gruppen heran- 
gezogen, zu denen die Identitaten c in einfacher Beziehung stehen, wodurch 
sie sich leicht charakterisieren lassen. 

In §1 wird ein vorbereitender Satz iiber geschlossene, eindimensionale 
Ketten gebracht. In §2 wird der Hauptsatz ausgesprochen und bewiesen, 
um dann in § 3 zu einem neuen Beweise eines Satzes von E. Wirt benutzt zu 
werden. 

§1. 

Gegeben sei ein Streckenkomplex. Ist o; eine Strecke dieses Komplexes, 
P 4q ihr Anfangs- und Pz, ihr Endpunkt, so sei Pg.) — P4,) der Rand von 
o,. Ist R ein Ring mit Einselement, so gilt fiir die geschlossenen Kettén c = Yao 
mit Koeffizienten aus R der 


Satz 1: Jede geschlossene Kette 
I 
c= J'a,9,, a, + 0, 


14Bt sich als Linearkombination geschlossener Ketten Leo, e=+1, mit 
Koeffizienten aus 8 darstellen. 


*) Herrn Prof. RermeMersTer, unter dessen Anleitung diese Arbeit entstanden ist, 
bin ich zu groBem Dank verpflichtet. 
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Beweis: Dieser geschieht induktiv nach der Kettenlinge /. Fiir / = 1 ist 
die Behauptung trivial. Sie sei schon bis zur Lange / — 1 bewiesen. 

Enthalt c eine singulire Strecke, etwa G,,, 80 fallt c — %, 0, unter die In- 
duktionsvoraussetzung. 

Die Kette c enthalte nun keine singuliren Strecken. Die Strecken + a,, 


y=1,...,1, bilden mit ihren Randpunkten einen Streckenkomplex €. Jeder 
seiner Punkte berandet mindestens zwei Streckenpaare. Berandet nimlich 
der Punkt P nur das eine Streckenpaar + ¢,, so kommt P im Rande von c 
nur einmal mit dem Koeffizienten ¢ «, vor, da a, nicht singular ist. Weil c ge- 
schlossen ist, muB dann a, = 0 sein entgegen der Voraussetzung. Es gibt also 
eine geschlossene Kette @ mit Koeffizienten + 1 und Strecken aus €, welche 
die Strecke + o, enthalt. Dann ist aber c — a, ¢ eine geschlossene Kette mit 
weniger als / Gliedern und fallt unter die Induktionsvoraussetzung. 


§ 2. 

Die folgenden Ausfiihrungen entstammen einer Analyse des Beweises eines 
Satzes von E. Wirt in §3. Es zeigt sich, daB es bei dem Beweis darauf an- 
kommt, fiir gewisse Elemente eines Ringes, die Identitaten zwischen Kommu- 
tatoren genannt werden sollen, eine Darstellung anzugeben. 

Es sei R(zx,,..., 2) der Polynombereich in den m Variablen z,, ..., X, 
und R sein Koeffizientenbereich, der ein Ring mit Einselement sein soll. Be- 
deutet « ein Element aus 8, p bzw. p’ ein Produkt in den z und k; ; den Kommu- 
tator x, %;— 2; %;,,1,7=1,...,m, t+), aus R(z,,..., Z_), 80 heiBe ein in k;,; 
lineares und homogenes Element 

l 
(1) » % P, ki; P, 
| ’? 
eine Identitaét zwischen Kommutatoren, wenn 
l 
2% P, (Xj Xj — 2; 2) P, 


in R(xz,,..-, Lm) gleich Null ist. 


Hauptsatz: Jede Identitét (1) zwischen Kommutatoren laBt sich als Linear- 
kombination der Identititen 


I p {k,,+ k,,} p’ 
IT p{(x,k,,+ &,,, 24) + (ak, + hy, 2) + (2, + &, 2,)} Dv’ 
III p {k,, Pp’ %, x, + 2, 2%, p’k+ kp’ t,t, + @, 2, pk} p”’ 


mit Koeffizienten aus R darstellen. 

Beweis: FaBt man die Produkte p in den x als Punkte und den Kommutator 
p’k,,p” als gerichtete Strecke mit dem Anfangspunkt p’z, x, p’’ und dem 
Endpunkt p’ x; x, p’’ auf und ist — p’k,, p” die zu p’k,, p’” entgegengesetzt 
gleiche Strecke, so erfiillt die Gesamtheit der Punkte p und der Strecken 
t p’k,, p’”’ die Axiome eines Streckenkomplexes €. Die Elemente (1) sind die 
geschlossenen, eindimensionalen Ketten von € mit Koeffizienten aus &. 
Nach Satz 1 ist dann jede Kette (1) durch eine Linearkombination geschlossener 
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Ketten der Gestalt 
(2) Lepky’, gut. 
mit Koeffizienten aus R darstellbar. 

Nun ist € nicht zusammenhangend und zerfallt in eine Reihe zusammen- 
haingender Teilkomplexe €*. Dabei wird die Menge der Punkte eines €* von 
allen Punkten gebildet, die aus einem einzigen Produkt p*= 7; ...z, , 

. n 
i, = --:si,, durch Permutation der Faktoren hervorgehen. Jede geschlossene 
Kette (2) zerfallt deshalb in geschlossene Teilketten 


Lepky’, dim (p p’) = n — 2, 


die jeweils nur Strecken aus einem €* enthalten. Diese Ketten lassen sich 
nun leicht durch die im Satze genannten darstellen. Um dies einzusehen, 
werden Gruppenbilder und Restklassengruppenbilder von symmetrischen 
Gruppen herangezogen. 

Es sei S,, die von den n—1 Transpositionen t,,...,¢,_, erzeugte symmetri- 
sche Gruppe, die bekanntlich ein definierendes Relationensystem der Gestalt 


I*: ¢2= 1, II*: (¢, t,,,)>=1, III*: (t, t,)?= 1, v— p22; 


besitzt. 

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem der erzeugende Punkt p* 
eines €* lauter verschiedene Faktoren enthialt oder nicht. 

Enthalt p* lauter verschiedene Faktoren und ist dim (p*) = n, so ist €* 
isomorph zum Gruppenbild €’ von ©,, das man bekanntlich erhalt, indem 
man die Elemente S aus ©, als Punkte auffaBt und zwei Punkte S und St, 
durch eine Strecke St, verbindet, deren Anfangspunkt S und deren End- 
punkt St, ist, und die zu diesen Strecken entgegengesetzt gleichen hinzu- 
nimmt. 

Die Isomorphie von €’ und €* sieht man ein, wenn man fiir ein Produkt p 
mit dim (p) = » und Elementen aus ©,, definiert 


” 


p= pa 2, p' t= p's, a p” 

p St,=(pS8)t, 
und dem Punkt S aus €’ den Punkt p* S = p’z; x; , p” aus €* und der 
Strecke e St, aus €’ die Strecke ep’k, ., p’’ aus €* zuordnet. Dadurch 
wird €’ homomorph auf €* abgebildet. Da jedoch beide Komplexe je n! 
Punkte besitzen, ist diese Abbildung ein Isomorphismus. 

Die Gruppe der geschlossenen, eindimensionalen Ketten von €* ist also 
isomorph zur Gruppe der geschlossenen, eindimensionalen Ketten von C’. 
Fiir letztere bilden aber nach einem bekannten Satz die den Relationen S t? S!, 
S(t, t,,,)® S-*, S(t, t,)* S-? zugeordneten Ketten 

I 8 t+ S t, Tt, 
Il’ St, +4 Bb t+ + St, | 17,7 


¥ Sthtsittiit ta 
Til’ Sz,+ St,r,+ St,t,t,+ St, t,t, 2, 


Stit.11t t41 T St,t,i1¢ ae 4 
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ein Erzeugendensystem. Ersetzt man in diesen Ketten die Strecken durch 
ihre isomorphen aus €*, so erhailt man bzw. Ketten der Gestalt I, II, III, die 
also ein Erzeugendensystem fiir die geschlossenen, eindimensionalen Ketten 
von €* bilden. 


Jetzt enthalte p* die gleichen Faktoren %j messes o=l1,...,f%. 


%j + — ec 
Um €* mit ©’ in Verbindung setzen zu ktanen, soll €* durch Hinzunahme 
singularer Strecken e p’ k;; p” zu einem reguliren Komplex €* der Ordnung 
2(n — 1) erweitert werden. Jeder Punkt von €* besitzt eine gerade Ordnung 
< 2(n — 1), die durch Anheften von singuliren Strecken auf 2 (n — 1) ge- 
bracht werden kann. Zum Beispiel miissen dazu im Punkte p* die singuliren 
Strecken 


rt or ; 2-0, v=0 - 
%i, ' i, +¥* l ki, +v*s +94 1 7%, 4-¥+2 *, . I He I @ I »”, 
e @ e @ 
angeheftet werden. 
Ist 2 die von den Transpositionen #, ,.. ., ty +u—1> Q=1,..-, r, erzeugte 


Untergruppe von ©,, so gilt fiir alle Elemente U aus U: p* U = p*, da die 
gleichen Faktoren von p* nebeneinander stehen. Ist andererseits p* S = p*, 
so ist S ein Element aus U, wie man sieht, wenn man sich fiir den Augenblick 
die Faktoren von p* als verschieden denkt. 

Jetzt ist leicht zu sehen, daB €* zum Restklassengruppenbild €’ von S, 
nach U isomorph ist. Man erhalt €’ bekanntlich dadurch, daB man die Rest- 
klassen US von G, nach U als Punkte auffaBt und zwei Punkte UG und 
U St. durch eine Strecke S t, verbindet, deren Anfangspunkt U S und deren 
Endpunkt U St, ist, und die zu diesen Strecken entgegengesetzt gleichen 
hinzunimmt. Da8 €’ zu €* isomorph ist, sieht man ein, wenn man dem 
Punkte US baw. der Strecke ¢ Sr, aus ©’ den Punkt p* S = | ae 
baw. die Strecke ep’ k, . ,; p’’ aus €* zuordnet und beachtet, daB aus US 
+ US’ auch p* S+ p* S’ folgt. 

Die Gruppen der geschlossenen, eindimensionalen Ketten von ©’ und €* 
sind also zueinander isomorph. 

Jeder geschlossenen Kette mit Strecken aus €’ laBt sich bekanntlich 
mindestens ein geschlossener Weg w mit dem Grundpunkt U zuordnen, so 
daB die w zugeordnete Kette die vorgegebene ist. Das w entsprechende 
Gruppenelement la6t sich nun immer durch Multiplikation mit einem ge- 
eigneten Element aus U zu einer Relation erginzen, da die geschlossenen Wege 
mit dem Grundpunkt U eineindeutig den Elementen R U entsprechen, wobei R 
eine Relation und U ein Element aus U1 bedeutet. Die Kette des einer Relation 
zugeordneten Weges ist aber durch Ketten der Gestalt I’, II’, III’ mit Strecken 
aus €’ darstellbar. Da U von einer Teilmenge der Erzeugenden von S,, er- 
zeugt wird, so entsprechen diesen Erzeugenden im Punkte U singulire Strecken. 
Daher laBt sich jede geschlossene eindimensionale Kette von ©’ nach Hinzu- 
fiigung geeigneter singularer Strecken durch Ketten der Gestalt I’, II’, III’ 
darstellen. Entsprechend sind dann die geschlossenen eindimensionalen 


4 


f 
; 
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Ketten von €* nach Hinzufiigung geeigneter singulirer Strecken durch Ketten 
der Gestalt I, II, III darstellbar. 

Die geschlossenen eindimensionalen Ketten von €* gehen aus den ge- 
schlossenen eindimensionalen Ketten von €* hervor, indem man alle singu- 
laren Strecken streicht. Aus der speziellen Gestalt der Ketten I, II, III folgt 
nun: Ist in I eine Strecke singulir, so ist es auch die zweite. Ist in II bzw. II 
eine Strecke singular, so gibt es notwendig eine zweite singulire Strecke und 
die restlichen Strecken liefern zwei bzw. eine Kette der Gestalt I. Also wird 
auch in dem Falle, in welchem p* gleiche Faktoren enthalt, die Gruppe der 
geschlossenen eindimensionalen Ketten von €* von den Ketten der Gestalt I, 
II, III erzeugt. 

§ 3. 

Mit dem Hauptsatz ergibt sich ein neuer Beweis fiir einen wichtigen 
Satz von E. Wirt’). Zunichst einige Vorbemerkungen: 

Ein Liescher Ring 2 geht aus cinem R-Modul 2 durch Erweiterung mit 
einer Operation ,,o“ hervor, die folgenden Axiomen geniigt: 

1. Mit J und J’ aus @ liegt auch Jol’ in &. 

2. Die Operation ,,o“ ist mit der Addition beiderseits distributiv verbunden. 

3. Es gelten die Relationen ol = 0 und die Jacobi-Identitat / 0 (l’ol’”) 

+ Vo(l’ol)+l’o(lol) =9. 

4. Mit « aus & gilt (al) olV=a (lol’)=lo(al). 

Ist z. B. R ein assoziativer Schiefring mit den Elementen a, }, . . ., so laBt 
sich dessen additive Gruppe durch Einfiihren der Operation aob = ab — ba 
zu einem Ligschen Ring erweitern. Dabei bedeutet ab und ba die Produkt- 
bildung in %. 

Jedem assoziativen Schiefring l4Bt sich so ein Lrescher Ring zuordnen. 
Umgekehrt la8t sich aber auch jedem Ligschen Ring bis auf Isomorphie ein 
assoziativer Ring mit gewissen Eigenschaften zuordnen. Dies sagt der 

Satz von Wirt: 


Voraussetzung: 2 sei ein Liescher Ring, dessen additive Gruppe ein &- 


Modul mit der linear unabhangigen Basis 5, , ..., 5,, sei. Es soll nur der Fall 
eines endlichen Basissystems betrachtet werden. & sei ein Ring und besitze 
die Elemente a, #8, y,... . Die Kreismultiplikation sei durch 


m 
b,06,= 2 Nix b, 


definiert. Die Strukturkonstanten y,;;, von 2 sind schiefsymmetrisch in den 
ersten beiden Indizes, und die Jacobi-Identitaét induziert zwischen ihnen die 
Relationen 


(3) 


43 


(Vij Veot + Vik» Viet + Veir Yio) = 9, 1,9,8,0=1,...,m. 


if 


1 


, 


1) E. Wirt: Treue Darstellung Liescher Ringe. Journal reine u. angew. Mathem. 177 
1937), Satz 1. 
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Behauptung: Durch 2 ist bis auf Isomorphie eindeutig ein assoziativer 
Ring 2 bestimmt, der folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Erweitert man die additive Gruppe von 2 nach obiger Vorschrift zu 
einem Lieschen Ring 2*, so ist 2 zu einem Lieschen Unterring 2** von 2* 
isomorph. 

2. Alle Elemente aus 2 lassen sich mit den Operationen aus 2% durch die 
Elemente aus 2** darstellen. Kurz, die Elemente aus 2** erzeugen 2. 

3. Ist & ein anderer assoziativer Ring, ist 2* der ihm nach obiger Vor- 
schrift zugeordnete Ligesche Ring und ist 

a) 2 auf einen Lreschen Unterring 2** von 2* homomorph abbildbar und 
wird 

b) 2% von den Elementen aus 2** erzeugt, so la8t sich % so homomorph 
auf % abbilden, daB dabei die Elemente aus 2** auf die Elemente aus 2** 
abgebildet werden. 

Beweis: Man ordne den Basiselementen 6; umkehrbar eindeutig die Va- 
riablen z;,i=1,..., m,zu. Es sei® der Polynombereich in diesen m Variablen 
x, und dem Koeffizientenbereich R. Jetzt betrachte man das zweiseitige 


Ideal § in R, das von den Elementen 
m 


k= 2, 2,- 2,2,- 5 443,%, tj=1,...m, <j 
v= 
erzeugt wird. Dabei sind die Koeffizienten y, ,, die Strukturkonstanten von 2. 
Der Faktorring 2 = R/§ hat dann die im Satz verlangten Eigenschaften, 
wie gezeigt werden wird. 
Der dem Ring 2 nach obiger Vorschrift zugeordnete Lresche Ring sei 2*. 
Er enthalt einen Unterring 2**, dessen additive Gruppe der R-Modul mit der 


Basis z,,..., 2, ist, denn 
m 
U0 X= 2, 2,— 2, X= J) 45, % modulo § . 


’ 
= 


Es ist nun 2 isomorph zu 2**. Dies leistet die Zuordnung 6;>2z;. Diese 
Zuordnung bildet zunichst 2 homomorph auf 2** ab. Die Abbildung ist aber 
™m 


umkehrbar eindeutig, weil alle in 2; linearen Elemente 5’ «, xz, Repraisentanten 
v=1 

von R modulo § sind. Die Hauptleistung fiir den Beweis liegt darin, dies zu 

zeigen, was weiter unten durch Anwendung des Hauptsatzes geschieht. 

Damit besitzt % die Eigenschaft 1. Eigenschaft 2 folgt aus der Definition 
von R. 

Es sei nun & der in 3 genannte assoziative Ring, und bei dem Homomor- 
phismus von 2 auf 2** gehe b; iiber in Z;. Durch die Zuordnung 2;~ 2, 
wird ® ringhomomorph auf % abgebildet. Da dabei die Elemente aus § auf 
die Null aus 2 abgebildet werden, wird hierbei auch 2 ringhomomorph auf A 
abgebildet. Dieser Homomorphismus bildet 2* auf 2* ab, denn die additive 
Gruppe von 2* bzw. 2* ist mit der additiven Gruppe von 2% bzw. 2% identisch 
und aus der Produkttreue der Abbildung von % auf & folgt, daB Kreisprodukte 
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aus 2* in Kreisprodukte aus aa iibergehen. Speziell ergibt atch, daB 2** auf 


2** abgebildet wird, denn by a, 2%, aus 2** ist zugeordnet » » a, Z, aus 2**, 
=1 a 
Damit besitzt 2 auch die Eigenschaft 3. 

Um zu zeigen, daB % bis auf Isomorphie eindeutig durch 2 und die Eigen- 
schaften 1, 2 und 3 bestimmt ist, sei 2{’ ein anderer assoziativer Ring, der eben- 
falls die Eigenschaften 1, 2 und 3 besitzt. Dann laBt sich nach Eigenschaft 3 
A auf 2’ und ebenso 2° auf % ringhomomorph abbilden. Also ist 2 isomorph 
zu MW’. 

m 

Jetzt soll gezeigt werden, daB das Ideal § keine linearen Elemente >’ «, z, 

v=1 
enthalt. Zu diesem Zweck wird zunidchst der Hauptsatz auf die Elemente 
des Ideals angewendet. 


Satz 2: Es sei 


l 
= Sa, p, ky; vt 


eine Identitét zwischen Kommutatoren mit dim (p, p;) = n — 2, und 
- m _ 
hm p2 “a, P, k; ji, Pr 
9 1 vr 
sei dasjenige Element aus dem Ideal 3, das man aus h™ erhalt, wenn man die 


Kommutatoren k;; durch die Erzeugenden k;,; des Ideals ersetzt. Dann ist 


entweder 
2 D. Vv 
(m) _ eo. F° po 
A™ = 0 oder AM= Y'all, py key i Pv 


v= 1 
mit dim (py py’) < n — 3. 

Beweis: Nach dem Hauptsatz geniigt es zu untersuchen, in welche Elemente 
des Ideals § die Identitaéten I, II, III tibergehen, wenn man nach der ange- 
gebenen Vorschrift verfihrt. Man erhalt so folgende Identitaten in : 

Aus I wird wegen der Schiefsymmetrie der Strukturkonstanten in den 


ersten beiden Indizes 
I p {k,,+ k,,} p= 0. 
Aus II wird wegen der Relationen (3) 
Il p{(x, k,,+ &,, x,) + (x, k,,+k,, x,) + (x, k, ut ky. %,)} p= 
k 


m 
=r{ >’ (Yure k, + Yvre “ent Yaue “e d} p’ 


Aus III wird wegen der Schiefsymmetrie der Strukturkonstanten 


Ill Pp {k,, px, 2+ £2, p k, + kh, p x, 2,+ 2, x, p’ k,} p= 
m — — 
- | a (Yous z, Pp k, + Yeor k. p'z,)} Pp”. 
t=1 
Jetzt folgt der 


Satz 3: Die Schiefsymmetrie der Strukturkonstanten y,,, in den ersten 
beiden Indizes und die zwischen ihnen durch die Jacobi-Identitaét induzierten 
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Relationen (3) sind notwendig und hinreichend dafiir, daB das Ideal § keine 


linearen Elemente >’ a, x, enthilt. 


v=1 
Beweis: DaB die Bedingungen notwendig sind, lehren die Identitaéten I 
und II, die sonst lineare Elemente liefern wiirden. 
Man sieht, daB 


jige* 
(4) _ Qa, k, 4, 
v=1 
l 
kein lineares Element liefern kann. Denn da >’ «, k, ; eine Identitét zwischen 
1 v’? 


Kommutatoren ist, la8t sich (4) durch Identitaten I darstellen. 
Jetzt folgt durch Induktion, daB auch 
n lq 


m 
, 7 , 
d %, %,= p2 LD Bar Par kig, ig, Par 
v=% dim (pg, Pqg4)=d=0 + 


mit m =1 keine Identitét in R sein kann, denn die Teilsumme mit d =n 
ist nach Satz 2 reduzierbar. 


(EBingegangen am 4. Februar 1953.) 
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Zur projektiven Differentialgeometrie der Komplexflachen. 


II. Konstruktion und integrallose Darstellung spezieller Schiebungen. 
Von 
Martin Barner in Freiburg i. Br. 


In der projektiven Kinematik betrachten wir einparametrige Scharen von 
Projektivitaten. Eine projektive Bewegung des dreidimensionalen Raumes in- 
duziert im Geradenraum eine hyperbolische Bewegung, die die absolute Qua- 
drik fest 148t — und umgekehrt gehért zu einer hyperbolischen Bewegung des 
R, immer auch eine bestimmte projektive Bewegung. Besonders auffallend 
sind nun die hyperbolischen Bewegungen, die entstehen, indem eine Hyper- 
ebene tiber eine Hyperebenengesamtheit hyperbolisch abrollt, ohne zu 
gleiten'). Hierzu gehéren in verschiedener Weise ausgezeichnete projektive 
Bewegungen des R,, die wir Schiebungen nannten*), da zu ihnen die Clifford- 
Schiebungen der elliptischen, quasielliptischen und isotropen Geometrie als 
Sonderfall gehéren. 

Unter diesen genannten hyperbolischen Bewegungen des Geradenraumes 
gibt es insbesondere solche, bei denen sich eine Hyperebene um einen Punkt, 
eine Gerade, eine Ebene der Dimension 2 usw. dreht*). Hierzu gehéren spe- 
zielle Schiebungen des dreidimensionalen projektiven Raumes — dem Studium 
solcher Schiebungen ist diese Arbeit gewidmet. 

Beispielsweise fiihren die hyperbolischen Drehungen um eine Ebene der 
Dimension zwei (hierzu gehéren definitionsgemaB die K,-Schiebungen) auf 
die Clifford-Schiebungen der nichteuklidischen Geometrien. Es bleiben also 
hier die projektiven Bewegungen zu untersuchen, zu denen hyperbolische 
Drehungen einer Hyperebene um einen Punkt und um eine Gerade des Ge- 
radenraumes gehéren. Sie werden K,- bzw. K,-Schiebungen genannt. 

In einem einleitenden Abschnitt werden die Grundtatsachen und Formeln 
der Schiebungen und damit der Abrollvorginge im Geradenraum zusammen- 
gestellt [1]*). Spezialisierung fiihrt dann auf die erwihnten hyperbolischen 
Drehungen einer Hyperebene im R, und den hierzu gehérenden projektiven 
Bewegungen [2]. Die Eigenschaften der K,-Schiebungen [3] erlauben eine 
Konstruktion und integrallose Darstellung (4,9), (4,10) derselben auf rein 


1) Man stelle sich zur Veranschaulichung den entsprechenden Vorgang im dreidimen- 
sionalen euklidischen Raum vor: Eine Ebene rollt iiber die Tangentenflache einer Raum- 
kurve ab, ohne-zu gleiten. 

*) M. Barner: Zur projektiven Differentialgeometrie der Komplexflachen. I. Kom- 
plexflachen als Schiebflachen. Math. Ann. 126, 119—137 (1953). 

*) Vgl. FuBnote '). Die Tangentenfliche entartet in einen Kegel — die Ebene dreht 
sich um die Spitze des Kegels. Der Kegel kann weiterhin in eine Gerade entarten; die 
Ebene durchlautt dann ein Geradenbiischel. 

*) Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf Abschnitte der vorliegenden 
Arbeit. 
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geometrischem Wege anzugeben: Zu einer Regelfliiche und einem linearen 
Komplex, in dem die Geraden der Regelfliche nicht simtlich liegen, gibt es genau 
eine K,-Schiebung [4]. Die K,-Schiebungen werden im Abschnitt 6 betrachtet. 
Ihre integrallose Darstellung (7,5), (7,9) findet man in Durchfiihrung der Kon- 
struktion: Durch eine Kurve und ein Komplexbiischel — es sollen nicht etwa 
die Tangenten der Kurve stimtlich in einem der Komplexe des Biischels liegen — 
ist genau eine K,-Schiebung bestimmt [7]. Die K,-Schiebungen werden als 
Clifford-Schiebungen nachgewiesen — ihre Darstellung mittels Quaternionen 
ergibt sich daraus direkt [9]. 

Die Theorie der Schiebungen hat in ihrer Anwendung auf die projektive 
Differentialgeometrie der Komplexflichen Interesse. Die I'lachen dieser viel- 
untersuchten Flichenklasse — nach Definition gehéren die Kurven der einen 
Schar von Asymptotenlinien linearen Komplexen an — stellen sich niémlich 
als Projektiv-Schiebflachen heraus [1]5). Die expliziten Darstellungen der 
Schiebungen liefern deshalb integralfreie Darstellungen (5,1), (8,1) einer 
weiten Klasse von Komplexflachen [5], [8]. — Der einfachste Fall, die K,- 
Schiebungen, fiihren auf die zweisinnigen Komplexflichen [10], die Srrv- 
BECKER®) vor kurzem eingehend behandelt hat. Seine Formeln treten hier als 
Spezialfall auf (10,1). 

1. Die Schiebungen und ihre wichtigsten Eigenschaften. Die projektive Kine- 
matik beschaftigt sich mit den ,, Bewegungen“ eines projektiven Bezugssystems. 
Wir sprechen kurz von projektiven Bewegungen. Eine Schiebung nannten wir 
eine solche spezielle projektive Bewegung, bei der im bewegten System ein 
Nullsystem ausgezeichnet ist, das zu jeder Zeit t einen jeden Punkt auf die 
Schmiegebene der durch ihn laufenden Bahnkurve abbildet. 

Die Vektoren 
(1,1) q(t), s(t), Set), ae(t) 
mégen die Basis eines bewegten Systems bilden. Die Normierung dieser Vek- 
toren kann man durch Umnormung mit einem gemeinsamen Faktor so ein 
richten, daB ihre Determinante 


(1,2) (h» $1, $2, qe) 
konstant ist. Wir denken uns dies von vornherein durchgefiihrt. 
Die Ebenen des bewegten Bezugssystems beziehen wir auf die Basis 
(1,3) Q, (é), ©, (t), ©, (t), Q, (t). 
Diese Vektoren mégen durch die Produkttabelle 
q1 8 Ss Ma 


hy. Oo. nie) -3 
(1.4) .° = “eo l 0 
€é/ oO-1 0 0 
O,| 0 0 


oo 
! 
— 


definiert sein. 


5) Dies ist genauer in der in FuBnote *) zitierten Arbeit durchgefiihrt. 
*) K. Srruseckxer: Uber die Flachen, deren Asymptotenlinien beider Scharen line- 
aren Komplexen angehéren. Math. Zeitschr. 52, 401—435 (1949). 
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Es sei ferner im bewegten System das Nullsystem ausgezeichnet, das den 
Punkt 


(1,5) P = Pot + Pio + Pe So+ Ps Ge 
auf die Ebene 
(1,6) PD = Py Qi + Py SG, + Pe Got Ps Qe 


abbildet. Fiir die gewihlte Basis des bewegten Systems liegt hierin nur die 
Einschrinkung, daB (q,, q,) und (8, ,8,) konjugierte Gerade in diesem Null- 
system sind. 

Von einer Schiebung wollten wir sprechen, wenn das ausgezeichnete Null- 
system einen jeden Punkt auf die Schmiegebene der hindurchlaufenden Bahn- 
kurve abbildet, d. h. analytisch, falls fiir jede Wahl der Konstanten p, gilt: 


(1,7) Pp=Pp'=FPp’=0. 
Unter diesen Voraussetzungen ist zum Beispiel auch 
(Q,;+ uS,) (q,+ us,) = 0 
(Q,+ uS,) (q,;+ us,) = 0, u = const, 
(Q,+ uG,) (q,+ us,)’"= 0 
und da ferner nach der Produkttabelle (4) 
Q; $,= S; q,= 9 


gilt fiir jede Wahl von i und k, so heiBt dies, daB q,+ us, Asymptotenlinien 
der Regelfliche (q,,5,) durchlaufen und daB O,+ u©@, die Schmiegebenen 
dieser Asymptotenlinien sind. 

Betrachten wir andererseits ein beliebiges bewegtes System mit der Basis §G, , 
$,, Sg, q_ derart, daB G,+ us, bew. 8, + v G, bzw. G,+ ws, Asymptotenlinien auf 
den Regelfliichen (G, , 8,) bzw. (8, , G,) bzw. (G_, $,) fiir alle konstanten Werte von 
u, v, w, durchlaufen und daB ferner §, und , auch Asymptotenlinien von (4, , 8.) 
sind, so definieren die Vektoren G, , 8, , 2, 4, die Basis einer Schiebung. 

Fiir die 7; , $; gelten auf jeden Fall Ableitungsgleichungen der Gestalt: 

q= ey 6,+ Ose $+ ey G,+ ai q, 
Si= Bir G+ Bin G+ Bir G+ Bia G, 
Nun wird die Schmiegebene von 4, z. B., da 4, auf (G,,$,) und auf (9, ,6,) 


Asymptotenlinie sein soll, aufgespannt von 4, , 8, , 8,. 4 liegt in dieser Ebene, 
also wird «,,.= 0, und entsprechend : 


Xe = Ley = B= Bu= 0. 


$= 1,2. 


Weiterhin wird 
2 is rage aoe 
28 ~ Gin Berd, (mod G;, 4, 8, 2), 
t=1 


und da auch @;' sich aus 4,, $,, $, linear kombinieren lassen muB, so folgt: 


Gir Bir + G2 Bor = 0 fir i+1; i,l=1,2. 
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Entsprechend muB auch gelten: 
Bix Gar + Biz Ge, = 0 fiir i +l; 4,4=1,2. 
Hierfiir kann man zusammenfassend schreiben: 
Oy = A Bes, hs = = A Bis 
Ces = ABu, ey = zis A Bu. 
Driicken wir jetzt noch aus, daB auch G,+ $,, $,+ 4,, 4,+ 8, jeweils eihe 
Asymptotenlinie auf (4, , 8,) bzw. (8, , 9,) bzw. (9, ,8,) durchlauft, so wird: 
(Im A)’ + 4 — gq — Bu r Bos= 0 
(In A)’ — Gy + Gqq— But Bae= 0 
(In A)’ — @ + @ge+ Bur — Boe= 0. 
Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit 
= const, %;= %.= — Bu= i Bes 


wenn man noch das Konstantsein der Determinante (2) beriicksichtigt. Setzt 
man noch 


Ad, = 4,, $= 8, S$2= $3, We= Ge, 


so geniigen die q;, $; den Ableitungsgleichungen 


Gi= Hi, 9, + Ajo Sgtr aq; 


(1,8) - : i=1,2, 
$= Biri + Biz d+ BY 

wobei 

(1,9) t= Bee, %2= — Pier 4 B= 0 
Gee= fy, y= — By, 

gilt. Fiir die durch (4) definierten Ebenenvektoren wird dann: 

(1,10) Qj = — %j, SG, — 42S, — a Q, i= 1,2 


Sj = — By Q, — Big Q2 - pS, 

Man bestitigt nun sofort, daB (7) fiir einen beliebigen Punkt p (5) und 
die zugehGérige Nullebene G (6) erfiillt ist. Damit ist der ausgesprochene Satz 
bewiesen und ferner gezeigt: Bildet das ausgezeichnete Nullsystem einer Schie- 
bung den Punkt p.in (5) auf die Ebene J in (6) ab, so gelten fiir die so gewdhlte 
Basis die Ableitungsgleichungen (8), (10) mit (9). 

Zu dem ausgezeichneten Nullsystem des bewegten Systems gehért der 
lineare Komplex, der durch 


(1,11) W = (41, 42) + (> $2) 
gekennzeichnet ist. Eine Gerade dieses Komplexes im bewegten System wird 
durch das Nullsystem in sich itibergefiihrt und deshalb beschreibt ein Punkt 
einer solchen Geraden eine Asymptotenlinie der von der Geraden erzeugten Regel- 
flache. 

Konjugierte Gerade im Nullsystem des bewegten Systems erzeugen in der 
Schiebung schichtbare Regelflichenpaare. Die Schmiegebenen der Bahnkurven 
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langs einer Erzeugenden einer der Regelflachen schneiden sich namlich in der 
zugehérenden Erzeugenden der anderen Regelflache. 

Zwei Bahnkurven sind also entweder Asymptotenlinien der durch sie de- 
finierten Regelflache, also asymptotisch Transformierte erster Stufe, oder sie 
sind Schichtkurven auf einer Regelfliche eines schichtbaren Paares und also 
asymptotisch Transformierte zweiter Stufe voneinander. 

Der eingangs ausgesprochene Satz fiir Schiebungen lehrt insbesondere: 
Zu einem Paar asymptotisch Transformierter zweiter Stufe gibt es genau eine 
Schiebung derart, daB diese Kurven Bahnkurven der Schiebung sind. 

Die Schiebung des R, induziert eine projektive Bewegung des Geraden- 
raumes, die die absolute Quadrik Q festlaBt, d.h. eine hyperbolische Bewegung. 
Hier spielt die von w in (11) erzeugte Kurve eine besondere Rolle, kennzeichnet 
doch einer ihrer Punkte den ausgezeichneter linearen Komplex des zugehérigen 
bewegten Systems des R,. In der Bewegung des R, rollt die Polarhyperebene 
des Punktes w im bewegten System iiber eine einparametrige Ebenenmannig- 
faltigkeit hyperbolisch ab, ohne zu gleiten. und diese Ebenengesamtheit kann 
man vorschreiben. 

Diese Eigenschaft erkennt man aus den Ableitunysgleichungen in Geraden- 
koordinaten, die unmittelbar aus (8) mit (10) folgen und die besonders einfach 
werden, wenn man 


(1,12) = (q, G2) — ($1, $2) 


ais Basispunkt verwendet. Dann wird: 


w= = 2awt 2ay(q,, 9) + 2 Xe9(q,, 52) — 2 Oy (Ge, $1) — 2 H2(Pe, $2) 
v= 2a 
P ‘—_— w 
(1,13) oy Ae 
(q, » $2) - a,” 
(G2 ,8,)'= — Ogg™ 


(Gz ,3)’= Aq, @. 


Die Bedeutung der Schiebungen in ihrer Anwendung auf die projektive 
Differentialgeometrie liegt darin, daB eine dem ausgezeichneten Komplex des 
bewegten Systems zugehérige Komplexkurve eine Komplexfliche erzeugt und 
daB sich jede Komplexfliche so gewinnen l48t. Hieraus folgt insbesondere 
die Parameterdarstellung der Komplexflachen: 


(1,14) D (t, 8) = q, + 88, + G(s) 8, + [2 G (8) — 8 G'(s)) Qe. 


Man bestitigt sofort, daB die Parameterkurven die Asymptotenlinien dieser 
Flache sind. 

2. Die Dimension der Kurve des Geradenraumes. Einer Schiebung des R, 
entspricht im Geradenraum eine hyperbolische Bewegung derart, daB die 
Polarhyperebene E des Punktes w des bewegten Systems auf einer einpara- 
metrigen Hyperebenenmannigfaltigkeit abrollt, ohne zu gleiten. Umgekehrt 
kann man diese einparametrige Hyperebenengesamtheit beliebig vorgeben. 
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Falls ihre Ebenen Q nicht berithren, so gibt es dazu immer eine Schiebung 
des R,. w durchlauft die Polkurve dieser Ebenengesamtheit. 

Die vornehmste invariante Nigenschaft einer Schiebung wird demnach die 
Dimension n der Kurve sein, die w im R, beschreibt. Liegt die Kurve w in 
einer Ebene der Dimension m, so nennen wir die zugehérige Schiebung eine 
K,-Schiebung. Von Schiebung schlechthin sprechen wir, wenn iiber diese 
Dimension nichts besonderes vorausgesetzt ist. Natiirlich ist bei m < n eine 
jede K,,-Schiebung auch K,-Schiebung. In diesem Sinne ist weiterhin die 
Ausdrucksweise zu verstehen, eine Schiebung sei mindestens eine K,,-Schiebung. 

Wir betrachten also eine K,-Schiebung: w verliuft ganz in einer Ebene e,,. 
Den zu e, polaren Raum der Dimension 4 — n beziiglich der absoluten Qua- 
drik Q bezeichnen wir mit €,_,,. Die Ebenen e, und @,_,, von denen wir 
sprechen, sind nach Definition fest im festen System. Es gilt aber auch: Jeder 
Punkt der Polarebene €,_,, ist auch fest im bewegten System des Geradenraumes, 
d. h. kurz gesagt: Jeder Punkt der Ebene €,_,, ist Fixpunkt in der Bewegung 
des Geradenraumes, die durch eine K,-Schiebung induziert word. 

Ein solcher Punkt des festen Systems ist ja polar zu einem jeden Punkt 
der von w beschriebenen Kurve, liegt also an jeder Stelle in der Polarebene E 
von w des bewegten Systems. Der ins Auge gefaBte ortsfeste Punkt durch- 
lauft also im bewegten System eine Kurve, die ganz in E liegt. Nun sahen 
wir aber, daB sich E im Sinne der hyperbolischen Geometrie immer normal 
bewegt. Ein ortsfester Punkt kann also gar keine Kurve beschreiben, dessen 
Tangente in der Ebene E des bewegten Systems liegt. Der betrachtete Punkt 
ist also notwendig fest auch im bewegten System, wie behauptet wurde. 

Somit: Die Bewegung des Geradenraums, die zu einer K,,-Schiebung gehért, 
entsteht, indem die Ebene E des bewegten Systems hyperbolisch iiber einen Kegel 
mit einem Scheitel der Dimension 4-n abrollt, ohne zu gleiten. w als der polare 
Punkt von E des bewegten Systems erzeugt dann eine Kurve, die ganz in der Polar- 
ebene des Scheitels des genannten Kegels liegt. 

Verfolgen wir diesen Sachverhalt seiner Wichtigkeit halber noch analytisch. 
Gehen wir von einem festen Punkt t der Ebene E des bewegten Systems aus: 


(2,1) B= 7,0 + re (q,, 9) + 7s (Gy, $2) + Te (Go, $1) + 5 (Ge, $2) 
Dieser Punkt ist ortsfest, falls gilt 
(2,2) r’—or=0. 


Nun ist nach (1,13) 

(2,3) B= (7, > 2 a — Fey t 13% — 14 Log t 1; My) BW, 

und (2) fiihrt also auf die Bedingung 

(2,4) ry 2% — Tye + 3 %yy— Tyhee t+ T>eqy = 0, 

d. h. es besteht in diesem Fall eine lineare Abhaingigkeit zwischen den Halb- 
invarianten «,,,« mit konstanten Koeffizienten. Eine K,-Schiebunj ist ana- 
lytisch dadurch gekennzeichnet, daB 5-n linear unabhdngige lineare Beziehungen 
mit konstanten Koeffizienten zwischen den fiinf halbinvarianten GréBen a;,, « 
bestehen. 
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Es ist zweckmiaBig, dieser Aussage eine geometrische Gestalt zu geben. 
Die Tangente an die von w beschriebene Kurve trifft nach (1,13) die Polar- 
ebene E von w des bewegten Systems in dem Punkt w’. Dieser Punkt ist 
keineswegs fest im bewegten System, er erzeugt in der Ebene E die Kurve 


(2,5) w’ = 2 a0 + 2 ag; (Gq), 9) + 2 Gee (Gy, S2) — 2 Hy (Ge, ) — 2 M2 (Ge, $2), 
deren Komponenten als die Koeffizienten in den Ableitungsgleichungen die 
Schiebung kennzeichnen. Wir nennen diese Kurve deshalb die Kennkurve 
der Schiebung. Unser Satz laBt sich dann so aussprechen: Hine K,-Schiebung 
ist dadurch ausgezeichnet, daB die zugehérige Kennkurve die Dimension n-1 hat. 
Beachten wir jetzt noch, daB nach den Ableitungsgleichungen (1.13) gilt: 


‘ o .0—-De. 0.2-0 . o.4@-0 (k-1) 
(2,6) w® — 2 a+ 2 a8, (qi, 8) + 2 ads "(qr S2) — 2ahi (qi, &) — 
¢ k—1) , a 
— 2 as” ” (q,, $2) (mod w,w’...,w*-), 


so wird der oben beschriebene Zusammenhang zwischen der von w erzeugten 
Kurve der Dimension » und der Fixpunktgesamtheit in E auch analytisch 
evident. Eine jede lineare Beziehung mit konstanten Koeffizienten zwischen 
den «,,, « bedeutet, daB die Kennkurve in einer bestimmten Ebene der Di- 
mension 3 in E liegt, daB der hierzu polare Punkt in E Fixpunkt ist und daB 
die von w durchlaufene Kurve in einer Ebene der Dimension 4 liegt, die an 
jeder Stelle durch w und die durch die Kennkurve definierte Ebene der Di- 
mension 3 aufgespannt wird. 

Bestehen mehrere, linear unabhingige Beziehungen zwischen den «,,, «, 
so gelten die gemachten Aussagen fiir eine jede von ihnen einzeln. Wenn wir 
also im nichsten Abschnitt die K,-Schiebungen eingehend besprechen, so 
deshalb, weil auf Grund dieser bestehenden Linearitat hieraus auch sofort die 
geometrischen Besonderheiten der K,- und X,-Schiebungen folgen. Eine K,- 
Schiebung z. B. ist in diesem Sinne in co?-facher Weise eine K,-Schiebung. 


3. Die K,-Schiebungen. Es mége jetzt genau einen Fixpunkt @ in der zu- 
gehérigen Bewegung des Geradenraumes geben. Die Ebene E rollt dann, 
ohne zu gleiten, hyperbolisch iiber einen Kegel mit der Spitze in diesem Punkt 
ab, wahrend die Polkurve dieser Hyperebenenmannigfaltigkeit ganz in der 
Polarhyperebene von @ liegt. Wir werden zu unterscheiden haben, ob der feste 
Punkt @ auf der absoluten Quadrik Q liegt oder nicht. 

Im bewegten System des Geradenraumes ist also bei einer K,-Schiebung 
eine Gerade durch @ und w ausgezeichnet, die die absolute Quadrik in zwei 
reellen, konjugiert komplexen oder zusammenfallenden Punkten trifft. Im 
bewegten System des R, ist in einer K,-Schiebung ein Geradenpaar ausgezeichnet, 
das gebildet wird aus zwei konjugierten Geraden im Nullsystem von w, die even- 
tuell in eine Komplexgerade von w zusammenfallen. Das Geradenpaar kann 
reell oder konjugiert komplex sein. Vom reellen Standpunkt aus haben wir also 
drei verschiedene Arten von K,-Schiebungen zu unterscheiden. 

Sprechen wir zunichst vom allgemeinen Fall: a liegt nicht auf der abso- 
luten Quadrik, im bewegten System des R, gibt es ein ausgezeichnetes Ge- 
radenpaar windschiefer Geraden. Die Nullsysteme von a und w definieren 
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eine involutorische Projektivitét des bewegten Systems in sich. Es ist dies 
die Spiegelung an dem ausgezeichneten Geradenpaar. Nun ist das Nullsystem 
von @ fest auch im festen System, wihrend das Nullsystem von w einen jeden 
Punkt auf die Schmiegebene der hindurchlaufenden Bahnkurve abbildet. 
Deshalb gilt: Zwei Spiegelpunkte in bezug auf das ausgezeichnete Geradenpaar 
des bewegten Systems durchlaufen Bahnkurven, deren jede durch das in der 
Schiebung feste Nullsystem von a in die Schmiegebenengesamtheit der anderen 
iibergefiihrt wird. Als Sonderfall hieraus: Die Punkte der beiden ausgezeichneten 
Geraden erzeugen in der Schiebung Komplexkurven ein und demselben Ko m- 
plex a zugehorig. 

Wir verfolgen diesen Zusammenhang gleich noch analytisch. Die Basis 
des bewegten Systems des R, kénnen wir so wihlen, daB der Vektor 


(3,1) @ = (q;, $2) + € (qe, 9) 

den in der Bewegung des Geradenraumes festen Punkt a darstellt. Es geniigt 
fiir die hier eintretende Konstante e¢ die Werte 1, 0, — 1 zuzulassen, da uns 
eine Umnormung der Basisvektoren mit konstanten Faktoren noch frei steht. 
Allerdings soll dabei der in der Schiebung ausgezeichnete lineare Komplex 
nach wie vor durch 


(3,2) W = (41, 42) + (1, $2) 


gekennzeichnet sein. Deshalb sind die Fille mit ¢ = 1, — 1 tatsichlich ver- 
schieden (vom reellen Standpunkt). Wir erhalten die folgende Liste: 


€ (a, w) schneidet Q in: Ausgezeichnei im R, ist: 
l zwei reellen, verschiedenen ein reelles windschiefes Geraden- 
(3.3) Punkten, paar, 
0 zwei in @ zusammenfallenden eine Gerade des Komplexes, 
Punkten, 
~1 zwei konjugiert kompiexen zwei konjugiert komplexe Ge- 
Punkten. raden. 


Damit nun der Punkt @ in (1) fest ist in der Bewegung, muB sein: 
a’— pa=0. 
Nach (1,13) fiihrt dies auf die Bedingung 
(3,4) Oy — E Agg= 0. 
Bei geeigneter Wahl der Basis des bewegten Systems sind die K,-Schiebungen 
durch die Bedingung (4) fiir die Koeffizienten der Ableitungsgleichungen (1,8) 


mit (1,9) gekennzeichnet. e« kann dabei einen der Werte 1, 0, — 1 annehmen, 
und die zugehérigen K,-Schiebungen sind reell verschieden (vgl. (3)). 


Das Nullsystem von a fiihrt dann die von dem Punkte 
(3,5) P= Pott Pidit Pod2+ Pe 
erzeugte Kurve in die Ebenengesamtheit 
(3,6) PB = — PQ, + € MG, — PyS_y+ & PpQs, 
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d. h. nach (1,5), (1,6) in die Schmiegebenenmannigfaltigkeit der von 


(3,7) P = — P,G+ € PoSi— Ps Set & Pode 
beschriebenen Kurve iiber. Denn die Gerade (p, q) mit 
(3,8) G = UAt UW5i+ I2S2t Us Ae 


liegt dann und nur dann in dem durch @ gekennzeichneten Komplex, falls 


€ (Po Y2— P2 Io) + (Ps %— Pi Ys) = 0 

gilt, d. h. aber nach der Inzidenzbedingung (1,4), falls q in der Ebene liegt. 

Wir haben hier von den allgemeinen Fallen e = 1, — 1 gesprochen, den 
Fall ¢ = 0 jedoch analytisch nicht ausgeschlossen. Bei ¢ = 0 haben wir die 
Basis des bewegten Systems nach (1) so gelegt, daB der Punkt (q,, 5,) fest ist 
in der Bewegung des Geradenraumes. Die Gerade (q,,5,) ist Bahnkurve in 
der Schiebung, sie wird von einer einparametrigen Schar von Punkten durch- 
laufen. Die Korrelation, die die von p (5) beschriebene Kurve in die Ebenen- 
gesamtheit J (6) iiberfiihrt, ist jetzt ausgeartet. Ein jeder Punkt der Ebene 


(3,9) (Pi $1 + Ps 2+ Gi» $2) 
wird an jeder Stelle auf ein und dieselbe Ebene 
(3,10) — (Pp, Qi + Ps Ss) 


abgebildet, die von einem Punkt der Ebene (9) in der Schiebung erzeugte 
Kurve also in das Ebenenbischel durch (q,, 5.) tibergefithrt. Analytisch wollen 
wir auch im folgenden den Ausartungsfall « = 0 immer gleich mitbehandeln. 

Wir wollen uns noch einen besseren Uberblick iiber die geometrischen Ver- 
haltnisse der Bahnkurven einer K,-Schiebung verschaffen, indem wir wieder 
Regelflachen und Regelflichenpaare betrachten, die durch Schiebung einer 
Geraden bzw. eines Geradenpaares entstehen. 

Das sind zunichst die Geraden, die der Kongruenz (a, ) angehéren, die 
also die ausgezeichneten Geraden des bewegten Systems des R, treffen. Eine 
solche Gerade gehért dem Komplex a des bewegten Systems an, und da dieser 
Komplex fest ist, gilt dies fiir jede Stelle: Die Geraden, die das ausgezeichnete 
Geradenpaar treffen, beschreiben Komplexregelflichen in der Schiebung. Ihre 
Geraden gehiren dem Komplex a an. Ihre Komplexorte werden von den 
Schnittpunkten der Geraden mit dem ausgezeichneten Geradenpaar erzeugt, 
als solche sind sie Komplexkurven, @ zugehérig, und wie jede andere Bahn- 
kurve Asymptotenlinie der entstehenden Regelflache. 

Entsprechendes gilt auch fiir den Ausartungsfall. Hier ist ja der Komplex, 
dem die entstehende Regelfliche — sie wird in der Schiebung erzeugt von einer 
Geraden, die die ausgezeichnete feste Gerade trifft — angehért, ebenfalls aus- 
geartet. Die Komplexorte fallen in diese geradlinige Fleknodalkurve, die die 
Leitgerade des ausgearteten Komplexes ist’). 


7) Eine jede Regelflache l4Bt sich in eine Schiebung einbetten derart, daB ihre Asym- 
ptotenlinien Bahukurven der Schiebung sind. Insofern erzielen wir hier nebenbei eine 
Klassifikation der Regelflachen, und die hier angegebenen Figenschaften sind fiir die 
Komplexregelflachen charak‘eristisch. In Abschnitt 6 werden wir in entsprechende: 
Weise auf die Besonderheiten der Kongruenzregelflachen aufmerksam. 
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Uber eine Regelfliche, die durch Schiebung einer Geraden des ausgezeich- 
neten Komplexes w des bewegten Systems erzeugt wird, aber dem Komplex 
a nicht angehdrt, ergeben sich keine Aussagen. Wir werden spiter sehen, daB 
diese Regelflaichen tatsiachlich allgemein sind. 

Zuletzt betrachten wir noch die Regelflachenpaare, die durch Schiebung 
zweier im Nullsystem von w konjugierter Geraden entstehen. Diese bilden, 
wie wir wissen, ein schichtbares Paar, dessen Schichtkurven die Bahnkurven 
in der Schiebung sind. Die ausgezeichneten Geraden erzeugen ein solches 
Paar, seine Schichtkurven gehéren alle dem Komplex a an. Ein Geradenpaar 
der genannten Art, das von den ausgezeichneten Geraden verschieden ist, 
bestimmt mit diesen den Regulus einer Quadrik. Die beiden Geradenpaare 
werden ja im R, durch zwei sich in w schneidende Geraden dargestellt. Durch 
die andere Geradenschar der Quadrik sind die Punkte der beiden betrachteten 
Geraden und damit die Schichtkurven des Regelflichenpaares eindeutig auf- 
einander bezogen. Es gilt: Die Schichtkurven auf den beiden Regelflichen eines 
schichtbaren Paares, das in einer K,-Schiebung entsteht und von dem ausge- 
zeichneten Regelfliichenpaar verschieden ist, sind so eineindeutig aufeinander 
bezogen, daB zusammengehirende Schichtkurven Komplezxregelflichen des Kom- 
plexes a definieren. 

4. Konstruktion der K,-Schiebungen. Wir sahen bereits, daB eine beliebige 
Schiebung durch Angabe zweier ihrer Bahnkurven, die nicht Asymptoten- 
linien auf der durch sie erzeugten Regelfliche sind, eindeutig bestimmt ist. 
Gibt man andererseits zwei Kurven vor, die asymptotisch Transformierte 
zweiter Stufe voneinander sind, so gibt es immer eine Schiebung, die diese 
Kurven als Bahnkurven enthilt, und alle Schiebungen sind so erzielbar. 

Nun gibt es in einer K,-Schiebung im allgemeinen Fall Bahnkurven, die 
Komplexkurven sind. Solche Paare asymptotisch Transformierter sind aber 
besonders einfach zu handhaben. Fiir sie gilt: Zwei Komplexkurven desselben 
Komplexes bilden bei jeder Zuordnung ihrer Punkte ein Paar asymptotisch 
Transformierter zweiter Stufe (oder erster Stufe, was wir hier natiirlich aus- 
schlieBen.) Somit gilt fiir K,-Schiebungen der Existenzsatz: Gibt man zwei 
Komplexkurven desselben Komplexes vor und bezieht deren Punkte in beliebiger 
Weise aufeinander (doch so, dap die Schmiegebenen der einen Kurve nicht durch 
den zugeordneten Punkt der anderen geht), so gibt es genau eine K,-Schiebung, 
die das entstehende Kurvenpaar als Bahnkurven enthilt. 

Dieser Satz ist in verschiedener Weise unbefriedigend. Einmal erfassen 
wir wenn wir von reellen Gebilden ausgehen — nur die K,-Schiebungen, 
in deren bewegtem System ein reelles Geradenpaar ausgezeichnet ist — eine 
jede solche K,-Schiebung wird allerdings in der angegebenen Weise erzielt. 
Zum anderen wird als Basiselement zum Aufbau der K,-Schiebungen ein 
Kurvenpaar ausgewahlt, wie es im allgemeinen nur auf zwei in der K,-Schie- 
bung erzeugten Regelflachen vorhanden ist. Fiir die Anwendungen wire es 
jedoch viel zweckmaBiger, eine geometrische Eigenschaft zu beniitzen, die 
einem GroBteil der Bahnkurven bzw. Bahnkurvenpaare zukommt. — Auf die 
Méglichkeit, die anderen speziellen Paare asymptotisch Transformierter 
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zweiter Stufe zu verwenden, die natiirlich gegeben ist, wollen wir nicht ein- 
gehen, da diese schwer zu kennzeichnen sind. 

Es gilt vielmehr: Durch zwei Asymptotenlinien einer Regelfliche, die von 
einer Geraden des bewegten Systems, die nicht dem festen Komplex der K,- 
Schiebung angehirt, erzeugt wird, und den Komplex selbst ist eine K,-Schiebung 
eindeutig bestimmt. Da die anderen Asymptotenlinien dieser Regelfliche ebenfalls 
Bahnkurven in der Schiebung sein miissen, bedeutet die Vorgabe die Angabe 
zweier Basisvektoren des bewegten Systems. Da ferner das feste Nullsystem®) 
bekannt ist, so werden hierdurch zwei weitere Basisvektoren bis auf einen ge- 
meinsamen Normierungsfaktor festgelegt, die von den Ausgangsvektoren auf 
Grund der Voraussetzungen an jeder Stelle linear unabhangig sind. Uber die 
Normierung dieser Vektoren ist auch verfiigt, etwa dadurch, daB die Asym- 
ptotenlinien einer Regelfliche, die bestimmt wird von einer der gegebenen 
Kurven und deren Bild im Nulisystem, ebenfalls Bahnkurven sein miissen. 


Wir haben also: Wdhrend eine allgemeine Schiebung durch eines ihrer Paare 
asymptotisch Transformierter zweiter Stufe gekennzeichnet ist, wird eine K,- 
Schiebung bereits durch eines ihrer Paare asymptotisch Transformierter erster 
Stufe bestimmt, wenn man das zugehérende feste Nullsystem kennt. Hierbei sind 
allerdings solche Bahnkurvenpaare auszuschlieBen, deren zugehérige Punkte 
des bewegten Systems eine Gerade des festen linearen Komplexes definieren. 


Wir haben skizziert, wie man, ausgehend von zwei Asymptotenlinien einer 
in einer K,-Schiebung erzeugten Regelfliche, diese Schiebung konstruieren 
kann. Fihrt nun, so werden wir fragen, die Vorgabe einer beliebigen Regel- 
fliche in dieser Weise ebenfalls auf eine K,-Schiebung? Dies ist in der Tat 
der Fall. Sicherlich miissen alle Asymptotenlinien der Regelfliche, von der 
wir ausgehen — ebenso wie die beiden herausgegriffenen — Bahnkurven in der 
gesuchten Schiebung sein. Wenden wir auf diese Figur ein festes Nullsystem 
(oder die ausgeartete Korrelation, wenn der feste Komplex speziell ist) an, 
so ist die Bildfigur wieder eine Regelflache mit ihren Asymptotenlinien, deren 
Erzeugende an jeder Stelle windschief zu der zugehérenden Ausgangserzeu- 
genden sind. [Hier setzen wir voraus, daB an der betrachteten Stelle die Er- 
zeugende nicht dem Komplex der angewandten Korrelation (Nullsystem) an- 


gehért.] Seien nun r und 4 die Ausgangskurven und ¥ baw. 8 die Bildmannig- 
faltigkeit im Nullsvstem, deren Kehlpunkte ¢ und 3 sein mégen. Auf Grund 
der Konstruktion wird die Schmiegebene der Kurven fr, 4, ¥, § der Reihe nach 
aufgespannt durch (r,4,¥), (3,5, 3), (¥,3.4), (3,3, 4). Hier liegt nun eine 
Konfiguration vor, von der wir in Abschnitt 1 gezeigt haben, daB sie eine 
Schiebung kennzeichnet. Die Kurven r+ const, bzw. f+ const 3 sind 
Asymptotenlinien der Regelflaichen (r, 4) bzw. (¥, 3), die Kurven r,f bzw. 


*) Ist der Komplex speziell, so gehért zu diesem statt eines Nullsystems eine ausge- 
artete Abbildung, wie wir sie in Abschnitt 3 beschrieben haben. Auch diese Abbildung ist 
eindeutig, und gegeniiber dem allgemeinen Fall andert sich nur insofern etwas, als die 
Bildebenen ein Geradenbiischel bestimmen und also kein Kehlpunkt vorhanden ist. 
Man kann aber einen jeden Punkt der ausgezeichneten Geraden als Kehlpunkt betrachten. 
Man vergleiche die analytische Behandlung, die folgt. 
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3, § aber auch Asymptotenlinien auf den Regelflichen (x, %) bzw. (3,3). Eine 
gemeinsame Umnormung der Vektoren 3, — die uns freisteht — derart, 
daB die Asymptotenlinien auf (r,r) durch ¢ + const ¥ dargestellt werden, 
sorgt dann dafiir, da8 alle Voraussetzungen des in Abschnitt 1 ausgesprochenen 
Satzes erfiillt sind. Die Vektoren yr, 4, f, § bilden dann tatsichlich die Basis 
einer Schiebung, und da es ein festes Nullsystem gibt, handelt es sich um eine 
K,-Schiebung. 

Es gilt also: Ist ein fester linearer Komplex ausgezeichnet, so gibt es zu zwei 
Kurven, die Asymptotenlinien der von ihnen erzeugten Regelfliche sind, genau 
eine K,-Schiebung derart, daB die vorgegebenen Kurven Bahnkurven sind und 
der gegebene lineare Komplex der feste Komplex der K,-Schiebung ist. 

In diesem Satz liegt nun die Méglichkeit einer expliziten, d. h. integral- 
losen Darstellung aller K,-Schiebungen. Nach einem klassischen Ergebnis von 
Koenics*) kann man nimlich zu einer gegebenen Kurve alle asymptotisch 
Transformierten erster Stufe explizit angeben (diese Gesamtheit hingt bei 
gegebener Kurve von einer willkirlichen Funktion ab), und zwar so, daB man 
alle Asymptotenlinien der entstehenden Regelfliche explizit hat. 

Wir wollen — dieses Ergebnis von Kornies beniitzend — ausgehen von 
einer Kurve 

¥ = {Xq, X%, Ly, Zs}, 
und es stelle 
8 = {20s 21» Za 25} 
die nach KorEnics angebbare zweite Asymptotenlinie der Regelfliche (r, 4) 
dar, wobei 4 so normiert sei, daB 
(4,1) r+ us, u = const., 
die weiteren Asymptotenlinien der Regelfliche beschreiben. 


Ferner seien 


(4,2) ¥+uBy 
die Schmiegebenen der Kurven (1), und wir setzen 
(4,3) z = {X,, Xi, X;, X;}, 8 = {Zo, 4, Z,, Z;}. 


Die gemachten Voraussetzungen kénnen wir analytisch so formulieren: Ein- 
mal inzidieren r, 8 und 4, X; zum anderen stellen die Geradenvektoren (r + u 4, 
r+ ug’) und (X+u8, ¥’'+ u 8’) fiir jedes uw ein und dieselbe Gerade dar. 

Wir denken uns die Punktvektoren r, 4 und die Ebenenvektoren %, § auf 


eine Basis 


0 0 0 0 0 i) 0 


(4,4) Th, $1, 2, 4g bzw. Q,,G,,G,, Q, 
bezogen, fiir deren Vektoren die Produkttabelle (1,4) gilt und die so gewahlt 


*) G. Koznies, Détermination sous forme explicite de toute surface réglée rapportée 
a ses lignes asymptotiques, et en particulier de toutes les surfaces réglées 4 lignes asympto- 
tiques algébriques. C. R. hebdom. Paris 56 (1888). 

G. Kornies, Sur un probléme concernant deux courbes gauches. Amer. J. Math. 19, 
259—266 (1897). 

G. Kornies, Sur une correspondance ponctuelle entre deux courbes gauches. Rend. 
Math. Palermo 26, 336—338 (1908). 
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ist, daB die feste Korrelation’®), die in dem Raum existieren soll, den Punkt 


(4,5) P = Poti + Pi $1 + Po So + Ps Ge 
in die Ebene 

v 0 0 0 
(4,6) B= — p, Q, + € MS, — P3S, + € P,Q, 


ibe: fihrt [man vgl. (3,5), (3,6)]. Fiir e geniigt es, entsprechend den beiden 
méglichen Fallen einer ausgearteten bzw. nichtausgearteten Korrelation die 
Werte 0, 1 zuzulassen. 

Unsere Voraussetzungen tiber die Punkt- bzw. Ebenenmannigfaltigkeiten 
r, 4, ¥, 8 lauten dann ausgeschrieben: 


Zo%s + Z,% — 2%, — 25% = 0, Xgz, + X,2, — Xz, — Xzm = 0 
Lo — % 2% = — E (XX; — X, Xo) 
%q%q— %q%q= — E(X,X5— X,X5) 
%g%y— %yx= E(X,Xs— X, Xj) 
_%3 — X,%2= — E (X,X; — X; X3) 
%37, — 1%, 273 = — E(X,X; — X, X35) 
%%—- %yx,= E(X,X;— X, XG) 


(4,7) (x, x’) EB(X, X’) 





und ferner 
(x, x’) = # (X, X’) 

(4,8) (x, 3’) + (3, 2°) = EB (2, 8’) + £ (8, ®) 
(3, 3°) = £ (8, 8), 


wobei in (7) erklart ist, wie diese Gleichheit zu verstehen ist. Indem wir fiir 
E in (7) nur die Werte 1, — 1 zulassen, normieren wir bei gegebenen Punkt- 
vektoren die zugehérigen Ebenenvektoren. Nach (8) ist dies mit unseren 
Voraussetzungen vertriglich. 

Wenden wir nun auf die gegebene Regelfliche, d.h. auf deren Basis- 
vektoren und die zugehérigen Schmiegebenenmannigfaltigkeiten die Abbil- 
dung (5), (6) an, so erhalten wir insgesamt vier Kurven mit ihren Schmieg- 
ebenenmannigfaltigkeiten : 


th = {Xo X%, Ze, Xs}, Q, = E {Xo, X,, Xg, X53} 

$, = {— ¢ X,, Xo, — € X3, X_}, SG, = {— € %, Yq, — E Xq, Xe} 
(4,9) S2 = {2o, 2» Za 2}, ©, = E {Zo, Z,, Zz, Zs} 

92 = {— €2,,Zq, — €Z5,Z5}, Dy = {— € %, 2, — & 2, 2p}. 


Es handelt sich um die Basis einer Schiebung. Die Schmiegebene einer jeden 
Kurve 

P= Poti + PiS: + P2S2 + Ps Ge; p;= const. 

1°) Ist der vorgegebene Komplex nicht speziell, so handelt es sich um das zu diesem 


gehérende Nullsystem. Im anderen Fall um eine entartete Abbildung, die einen jeden 
Punkt in eine Ebene durch ihn und die Leitgerade des speziellen Komplexes abbildet. 
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wird nimlich durch die Ebene 
PB = My Q, + PS, + Pe Sy + Py Qe 
mit gleichen lokalen Koordinaten dargestellt. Zum groBen Teil ist diese Aus- 
sage durch die Voraussetzungen und die angewandte Korrelation bereits 
bewiesen. Es bleibt nur zu priifen, ob die Schmiegebenen von q, + vs, durch 
Q, + vG,, v = const., dargestellt werden. Dazu muB gelten: 
18; r Si 41 = 0, 
und dies bestatigt man nach (9) an Hand von (8) und (7). Auch die anderen 
Relationen, die bestehen miissen, bestatigt man, wenn man will, an (9) mittels 
(7) und (8)#). 
Ferner ist in (9): 
Q) d2 = GS, = — Gas, = — Q2q, 
und deshalb wird der ausgezeichnete Komplex in diesem bewegten System 
durch 
W = (qi, Ja) + (8, $2) 
dargestellt, wie wir das haben wollen. Ferner folgert man aus 
E ¢G,q, + S,q2 = 9, 
daB der in der Schiebung feste Komplex durch 
a=eEF (qi, $2) + (Qe, $1) 
geliefert wird. Die konstruierte Schiebung ist also tatsichlich eine K,-Schie- 
bung. Fiir den Typus dieser Schiebung ist nun die GréBe Z maBgebend — 
es sei denn, wir haben von vornherein den ausgearteten Fall betrachtet. Man 
kann den Typus der Schiebung an der Liste (3,3) ablesen, wenn man statt ¢ 
dort ¢ E setzt. 

Die GréBe E trat nun bei der Normierung der Kurve r, ¥ ein und hiangt 
mit deren Windungssinn und damit dem Windungssinn aller Asymptoten- 
linien der gegebenen Regelfliche zusammen. Die K,-Schiebungen, deren fester 
Komplex nicht speziell ist, zerfallen in zwei Typen [vgl. (3,3)] je nach dem Win- 
dungssinn einer ihrer Bahnkurven. Alle Bahnkurven einer K,-Schiebung sind 
gleich gewunden. 

Wir fassen zusammen: Sind die Vektoren r und 4 80 gegeben, daB x + u4 
(u = const) die Asymptotenlinien der Regelfliche (rx, 4) darstellen und ferner 
X + uB die Schmiegebenen dieser Asymptotenlinien sind — nach KoEnics ist 
dies integrallos zu leisten —, so wird durch (9) die Basis einer K,-Schiebung ge- 
geben, die dieses Kurvenpaar als Bahnkurven enthilt. Hierin sind die Ebenen- 
vektoren durch 
(4,10) (x, x’) =(%, X) # 
normiert, was bei einer bestimmten Wahl der GréBe E = 1, — 1 méglich ist. E be- 
stimmt im allgemeinen Fall den Typus der Schiebung. Ferner: Hine jede K,- 
Schiebung kann man in der beschriebenen Weise integrallos durch (9) mit (10) 
darstellen, wenn man fiir e die Werte 0, 1 zulaft. 

") Man vergleiche unten den Abschnitt 7. Dort haben wir die entsprechenden Uber- 


legungen fiir die K,-Schiebungen, die sich formell genau so behandeln lassen, eingehender 
durchgefiihrt. 
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5. Die K,-Flichen. Komplexflachen, deren zugehérende Schiebungen K,- 
Schiebungen sind, nannten wir K,-Flichen. Ihre speziellen Eigenschaften 
folgert man aus der Tatsache, daB ibre ,,.krummlinigen“’ Asymptotenlinien 
Bahnkurven der Schiebung und deshalb asymptotisch Transformierte (erster 
oder) zweiter Stufe voneinander sind. So gilt etwa: Betrachtet man zwei 
Asymptotenlinien der anderen Schar einer K,-Fliche, so bilden die beiden Regel- 
fliichen, die erzeugt werden, einmal aus Verbindungsgeraden zusammengehirender 
Punkte, zum anderen aus Schnitigeraden zusammengehirender Tangentenebenen, 
ein spezielles schichtbares Regelflichenpaar. Und zwar sind die Schichtkurven 
entweder Komplexkurven desselben Komplexes, wenn die beiden betrachteten 
Asymptotenlinien diese Eigenschaft haben, oder im allgemeinen Fall so eindeutig 
aufeinander bezogen, daB zusammengehirende Schichtkurven Komplezxregel- 
flichen desselben Komplezxes definieren. 

Die explizite Darstellung aller K,-Flichen gewinnt man unmittelbar aus 
(1,14): Die Gesamtheit aller K,-Flichen laBt sich integrallos in der Form 
(5,1) D (t, 8) = q + 88 + G(s) 8_ + [2 G(s) — 8G" (8)] a 
darstellen. Hierin sind die Vektoren q, ,$,, 2, q_ im (4,9) mit (4,10) definiert. 
Die dort auftretenden Vektoren rx, 4 bzw. X, 8 waren so bestimmt, daB r+ u4 
(u = const.) die Asymptotenlinien der Regelfliche (x,4) und ¥+uB deren 
Schmiegebenen kennzeichnete, was nach einem Satz von G. KoEntcs integrallos 
méoglich ist. 

DaB (1,14) in dieser Allgemeinheit hier anwendbar ist, versteht sich nicht 
ganz von selbst. Ist doch im bewegten System einer K,-Schiebung ein Ge- 
radenpaar ausgezeichnet, und es wird sehr wohl darauf ankommen, wie die 
Komplexkurve zu diesem Geradenpaar liegt. DaB trotzdem durch (1) eine 
jede K,-Flache erfaBt wird, verdankt man dem Umstand, daB jede Komplex- 
kurve, bezogen auf die Basis q,, 5,, 52, q, eine Darstellung (1) bei geeigneter 
Wahl der Funktion G(s) besitzt, falls nur ihr zugehériger Komplex durch 
(4), G2) + (8,2) gekennzeichnet ist. So haben wir aber die Basis der K,- 
Schiebung in (9) eingerichtet. 

Kommen wir nun zu einem Eindeutigkeitssatz. Wir betrachten eine Regel- 
fliche, die gebildet wird aus den Tangenten an die Komplexkurven lings einer 
Asymptotenlinie der anderen Schar. Durch Angabe einer Komplexkurve und 
einer Asymptotenlinie der anderen Schar und der Tangenten an die Komplex- 
kurven lings dieser Asymptotenlinie ist eine K,-Fliche eindeutig bestimmt, falls 
wir den zur Fliche gehirenden festen linearen Komplex kennen und die Tan- 
genten, von denen wir sprechen, diesem Komplex nicht angehidren. 

Durch Vorgabe der Regelfliche mit ihren Asymptotenlinien und durch 
Angabe des festen linearen Komplexes ist, wie wir in Abschnitt 4 sahen, die 
zu der Flaiche gehérende K,-Schiebung eindeutig bestimmt. Da wir ferner eine 
Komplexkurve der Fliche und damit auch deren Lage im bewegten System 
kennen, ist durch die Vorgaben tatsiichlich Eindeutigkeit gewahrleistet. 

Der beniitzte Satz tiber K,-Schiebungen ist auch als Existenzsatz ausge- 
sprochen, und somit gilt: Geben wir im projektiven Raum, in dem ein linearer 
Komplex ausgezeichnet ist, eine Regelfliche, die diesem Komplex nicht angehort, 
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und auf ihr eine Asymptotenlinie und ferner eine Komplexkurve vor, so gibt es 
sicher eine K,-Fliche, zu der der lineare Komplex gehért, derart, daB die Asym- 
ptotenlinie der gegebenen Regelfliche Asymptotenlinie der Komplexfliche wird, 
da die Erzeugenden der Regelfliiche die Komplexkurven beriihren und daB die 
Komplexkurven der Fliche zu der gegebenen projektiv verwandt sind. Hat man 
eine solche Fliche, so gewinnt man alle anderen, den Voraussetzungen ge- 
niigenden, indem man eine bestimmte Komplexkurve der Fliche betrachtet 
und auf diese eine Projektivitaét, die den Komplex der Kurve festlaBt und die 
Komplexkurve wieder mit der zu der Stelle gehérenden Erzeugenden der 
Regelflache in dem ausgezeichneten Punkt zur Beriihrung bringt, und dann 
die zu der Flaiche gehérende Schiebung anwendet. 

Wir erwahnen hier noch, daB die so konstruierte K,-Fliche dann und nur 
dann eine K,-Flache, aber keine K,-Flache ist, wenn die vorgegebene Regel- 
fliche keine Komplexregelfliche ist, dann und nur dann eine K,-Fliche, aber 
keine K,-Flache, falls die vorgegebene Regelfliche eine Komplexregelfliche, 
aber keine Kongruenzregelflaiche ist, und letzten Endes im Falle einer vorge- 
gebenen Kongruenzregelfliche eine K,-Flache, d. h. eine zweisinnige Komplex- 
fliche wird. Die Konstruktion versagt jedoch, falls die Regelfliche in dem 
zur Konstruktion notwendigen festen linearen Komplex liegt. Dies hatten 
wir aber von vornherein ausgeschlossen. — Auf diese Zusammenhiange werden 
wir im folgenden noch genauer eingehen. 

Hier noch eine Bemerkung! Mit einer K,-Fliche, die keine K,-Fliche ist, 
ist im allgemeinen Fall ein eindeutig bestimmtes Nullsystem verbunden. Zu 
einer K,-Flache gehért also eine zweite ebensolche, die aus der Ausgangsflache 
durch Anwendung des Nullsystems entsteht. Zu beiden Flachen gehért die- 
selbe K,-Schiebung, die Komplexkurven, die die Komplexfliche erzeugen, 
sind Spiegelkurven beziiglich des ausgezeichneten Geradenpaares des be- 
wegten Systems. 

6. Die K,-Schiebungen. In der Bewegung des Geradenraumes, die zu einer 
K,-Schiebung gehért, gibt es — so sahen wir in Abschnitt 2 — eine Gerade g, 
die punktweise fest ist. Die Hyperebene E des bewegten Systems rollt jetzt 
lings eines Kegels mit dem Scheitel in dieser Geraden g ab. Ein jeder Punkt 
von g ruft in der zugehérigen Schiebung die Eigenschaften einer K,-Schiebung 
hervor. Da nun mit zwei Punkten der Geraden g auch jeder andere Punkt 
fest ist in der Bewegung des Geradenraumes, wird es darauf ankommen, eine 
K,-Schiebung in zweifacher Weise als K,-Schiebung aufzufassen. 

Wir werden je nach der Lage der Geraden g von verschiedenen K,-Schie- 
bungen zu sprechen haben. g kann ganz auf der absoluten Quadrik liegen, 
diese beriihren oder aber in zwei reellen oder komplexen Punkten schneiden. 
In einer K,-Schiebung ist ein festes Komplexbiischel und mit diesem ist entweder 
ein Geradenbiischel oder es sind zwei Geraden ausgezeichnet, die zusammenfallen 
kinnen oder ein windschiefes reelles oder konjugiert komplexes Geradenpaar bilden. 
Diese besonderen Geraden gehéren dem im bewegten System der Schiebung 
ausgezeichneten Komplex an und werden von festen Punkten dieses Systems 
durchlaufen. 
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Im bewegten System des R, ist durch w und die Gerade g eine Ebene der 
Dimension 2 bestimmt. Auch auf ihre Lage zur absoluten Quadrik Q wird es 
bei den méglichen K,-Schiebungen ankommen. Fiir den R, folgt: Im bewegten 
System einer K,-Schiebung sind die Geradenscharen einer Quadrik, zwei ver- 
schrinkte oder zwei zusammenfallende Strahlbiischel ausgezeichnet, wobei noch 
auf die Realitétsverhdltnisse zu achten ist. 

Zur analytischen Behandlung legen wir die Basis des bewegten Systems 
in geeigneter Weise beziiglich diesen hervorgehobenen geometrischen Gebilden. 
Wahlen wir auf der Geraden g zwei zueinander polare Punkte a und 6 aus, 
was immer méglich ist, so bilden die Punkte a, 6, w ein Polardreieck beziiglich 
Q in der Ebene, die sie aufspannen. 

Zu den Gegenkantenpaaren eines Tetraeders gehéren drei paarweise zu- 
einander polare Gerade des &,, und umgekehrt gehért zu drei paarweise zu- 
einander polaren Geraden des R,, die die absolute Quadrik in je zwei reellen 
verschiedenen Punkten schneiden, im R, ein Tetraeder. Versuchen wir also 
die Basis des bewegten Systems so zu legen, daB a bzw. 6 durch 


@ = (q,, $2) + A (qe, %) 


6 
(6,1) b = (q,,5,) + B (qe, Se) 


dargestellt werden, so heiBt dies, durch die drei Punkte w, a, 6 im R, je eine 
Gerade legen, deren jede Q in zwei reellen, verschiedenen Punkten trifft und die 
paarweise zueinander polar sind. Dies ist aber in verschiedener Weise még- 
lich, etwa so: Wir legen durch w eine beliebige Gerade, die die absolute Qua- 
drik in zwei verschiedenen reellen Punkten trifft, und betrachten den hierzu 
polaren Raum der Dimension 3. In ihm sind die beiden Punkte a und 6 aus- 
gezeichnet und eine Quadrik. Legen wir durch @ eine Gerade dieses R,, die 
die Quadrik wieder in zwei verschiedenen reellen Punkten trifft, so hat die 
dazu polare Gerade dieselbe Eigenschaft und geht durch a, da 6 nach Voraus- 
setzung zu @ polar ist. Der Ansatz (1) ist also gerechtfertigt. 

In (1) sind A und B Konstante, da a und 6 fest sind in dem bewegten 
System. Eine Umnormung der Basisvektoren mit konstanten Faktoren: 
(6,2) a= AG, 2" HS» k,, k, = const. 

G2 = ky G2, %2 = kySp, 
steht uns noch offen, wenn wir dafiir sorgen, daB auch nach der Umnormung 
w dargestellt wird durch 


w = k [(q,. 42) + (1, 9)], k = const. 
Es muB also fiir die k,, k, in (2) sein: 
(6,3) k, ke = ky ky. 


Bei der Umnormung (2) mit (3) geht nun a und 6 iiber in: 
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Somit gilt: Ist e, € einer der Werte 1, 0, — 1 féhig, so kinnen wir die Basis des 
bewegten Systems einer K,-Schiebung immer so wihlen, daB die Punkte 

@ = (q,, 2) ~- & (qe, 8) 

b= (44; $4) -€ q2) $2) 


fest sind in der im Geradenraum induzierten Bewegung. 


(6,4) 


Bei geeigneter Wahl der Basis des bewegten Systems einer K,-Schiebung gilt 
(6,5) M1) — EGeg= 0, Oyo + E Og, = 0 
fiir die Koeffizienten der Ableitungsgleichungen (1,8) mit (1,10). Fiir e, € sind 
die Werte 1,0, — 1 zuzulassen. Die Bedingung (5) folgt nach (1,13) unmittelbar 
aus dem Festsein der Punkte a, 6 in (4). 

Wir stellen einen Punkt der von a, 6, w aufgespannten Ebene der Dimen- 
sion zwei des bewegten Systems des Geradenraumes dar durch 


(6,6) d= d,w+d,a+d,b. 
Diese Ebene schneidet die absolute Quadrik in dem Kegelschnitt 
(6,7) d, + edj+edzs=0. 


Dem Schnittgebilde entsprechen im R, gewisse Geradenmannigfaltigkeiten. 
Wir erhalten so die folgende Liste: 


é é Schnittgebilde im R, ausgezeichnet im R, ist 
l 1| nullteiliger Kegelschnitt nullteilige Quadrik 
reeller Kegelschnitt reelle Quadrik 
(6,8) 1 —1| _ reeller Kegelschnitt reelle Quadrik 
l 0) zwei verschrinkte Strahlbiischel 
0 if seradenpaar (reell) (reel) 
I 0/) Genel : icht reell zwei verschrinkte Strahlbiischel 
0 1\ xeradenpaar (nicht reell) (nicht reell) 
0 0| Doppelgerade. zwei zusammenfallende Strahl- 


biischel. 


Die zusammengefaBten Fille gehen auseinander hervor durch Bezeich- 
nungsinderung. Die anderen Fille sind aber tatsichlich verschieden (vom 
reellen Standpunkt). Betrachten wir hierzu noch die von der Geraden g im 
R, aus Q ausgeschnittenen festen Punkte 


(6,9) d= 0, edi +éd3=0 
und die ihnen entsprechenden Bahnkurven des R;, die Geraden sind: 
é é feste Punkte auf Q im R, feste Geraden im R, 

1 1; konjugiert komplexes Punktepaar nichtreelles Geradenpaar 
: reelles Punktepaar reelles Geradenpaar 

(6,10) —1| —1)| konjugiert komplexes Punktepaar nichtreelles Geradenpaar 
. ; doppeltzahlender Punkt zusammenfallende Geraden 
: . doppeltzahlender Punkt zusammenfallende Geraden 
0 0| die Punkte einer Geraden. ein Strahlbiischel. 
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Es gibt also sechs reell verschiedene Typen von K,-Schiebungen, deren geo- 
metrische Besonderheiten aus den beiden Tabellen (8) und (10) zu entnehmen sind. 
Die festen Punkte (4) des Geradenraumes geben Veranlassung zu je einem 
Nullsystem bzw. zu einer entarteten Korrelation — wir sahen dies bereits 
bei den K,-Schiebungen. Diese beiden Abbildungen fiihren den Punkt 


(6,11) P= Poti + Pr 51 + Pode + Ps Ge 
iiber in 

(6,12) St P, Qi + & Po S, — Py Sq + € Py Qe 
bzw. in 

(6,13) P = p, Q, — py S, — E My S_ + Ep, Qe. 


Die erste Aussage hatten wir schon in (3,6), (3,7) eingesehen, die zweite ge- 
winnt man entsprechend. 

Sprechen wir vom allgemeinen Fall. Die einparametrige Schar der festen 
Nullsysteme geben Veranlassung zu einer festen Projektivitat: Zwei Spiegel- 
punkte des bewegten Systems beziiglich dem festen Geradenpaar beschreiben pro- 
jektiv gleichwertige Kurven. Die Spiegelung an dem festen Geradenpaar fiihrt 
eine jede Bahnkurve wieder in eine Bahnkurve iiber, so daB sich Punkte, die zum 
gleichen Parameterwert gehéren, entsprechen. 

Die Geraden des bewegten Systems ordnen sich wieder beziiglich der Lage 
ihrer Bilder im R, in bezug auf w und der Ebene durch w,a,6. Die Geraden, 
deren Bildpunkte polar zu dieser Ebene sind, beschreiben Regelflichen, die 
in der von a,6 definierten linearen Kongruenz liegen — es handelt sich um 
Kongruenzregelflichen. Thre Bahnkurven, das sind thre Asymptotenlinien, sind 
projektiv gleichwertige Komplexkurven. Diese Geraden liegen ja im bewegten 
System auf der ausgezeichneten Quadrik (bzw. einem der anderen Geraden- 
gebilde), zu deren zweiter Geradenschar sie gehéren. Die Asymptotenlinien 
sind projektiv gleichwertig, denn die einparametrige Schar von Nullsystemen, 
die zu a+ Ab, A= const., gehéren, fiihren eine jede so entstehende Kon- 
gruenzregelfliche in sich iiber und vertauschen ihre Asymptotenlinien. 

Irgend ein Punkt der Hyperebene E des bewegten Systems des R,, der 
nicht auf g liegt, ist sicher polar zu einem der Punkte von g. Gehen wir von 
einem Punkt der absoluten Quadrik aus, so heiBt dies: Hine jede Gerade des 
ausgezeichneten Komplexes w beschreibt in der K,-Schiebung eine Komplexregel- 
flaiche, deren Komplex zu dem von a und b aufgespannten Komplexbiischel gehért. 
Im bewegten System des R, trifft eine solche Gerade zwei zusammengehérende 
Gerade des ausgezeichneten Regulus (dies sind zwei Geraden, deren Bilder 
im R, auf einer Geraden durch w liegen, d. h. konjugierte Gerade im Null- 
system von w sind). Damit kommen wir wieder auf den in Abschnitt 4 be- 
sprochenen Fall zuriick. 


7. Konstruktion der K,-Schiebungen. Als Basiselement bei der Konstruktion 
einer K,-Schiebung verwendeten wir in Abschnitt 4 eine Regelfliche, deren 
Asymptotenlinien dann F vhnkurven in der konstruierten Schiebung wurden 
Die Regelfliche konnte beliebig vorgegeben werden. 
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Nur eine Gerade des ausgezeichneten Komplexes w des bewegten Systems 
erzeugt eine solche Regelfliche, und in einer K,-Schiebung ist eine jede so 
entstehende Regelfliche eine Komplexregelfliche (evtl. auch eine Kongruenz- 
regelflache). Gelangt man nun, falls man die Konstruktion der K,-Schie- 
bungen auf eine Komplexregelfliche anwendet, zu einer K,-Schiebung ? 

Jedenfalls darf diese Komplexregelfliche nicht dem festen Komplex, den 
wir zur Konstruktion der K,-Schiebung zugrunde legten, angehéren. Ist dies 
nicht der Fall, so bestimmt ihre Vorgabe auf Grund des in Abschnitt 4 ausge- 
sprochenen Satzes eine K,-Schiebung, die aber auch eine K,-Schiebung ist. 
Denn die Regelflache, von der wir ausgehen, wird als Komplexregelfliche 
durch ein festes Nullsystem in sich iibergefiihrt und diese Eigenschaft iiber- 
trigt sich bei der Konstruktion auf die Figur der Schiebung. Da ferner dieses 
Nullsystem von dem die K,-Schiebung definierenden nach Voraussetzung 
verschieden ist, gibt es in der Figur zwei verschiedene feste Korrelationen, womit 
alles bewiesen ist. 

Zu einer Komplecxregelfliche und einem festen linearen Komplex, dem sie 
nicht angehért, gibt es genau eine K,-Schiebung derart, daB die Asymptoten- 
linien der gegebenen Komplexregelfliche Bahnkurven in der Schiebung sind und 
die beiden gegebenen Komplexe das zugehirige Komplexbiischel der K,-Schiebung 
bestimmen. Der Typus der so konstruierten K,-Schiebung ergibt sich aus der 
Lage dieses Komplexbiischels, auf die natiirlich die beiden gegebenen Kom- 
plexe EinfluB haben. Wir wollen dies nicht ins Einzelne gehend diskutieren, 
sondern lieber noch eine direkte Konstruktion der K,-Schiebungen angeben, 
die letzten Endes auf den hier beschriebenen Sachverhalt zuriickkommt. 

Es gilt: Durch Angabe einer Bahnkurve einer K,-Schiebung, die nicht einem 
der 20 gegebenen linearen Komplexe angehdrt, ist eine K,-Schiebung eindeutig 
bestimmt. Eines der festen Nullsysteme”) fiihrt nimlich die betrachtete Kurve 
in eine Ebenengesamtheit iiber, die wieder eine Bahnkurve, die von der Aus- 
gangskurve verschieden ist, einhillt. Die beiden Kurven sind Asymptoten- 
linien der von ihnen erzeugten Regelfliche, und da auch die anderen Asym- 
ptotenlinien Bahnkurven sein miissen, sind damit zwei Basisvektoren des 
bewegten Sytems festgelegt. Wenden wir jetzt noch die feste Projektivitat 
an, so erhalten wir zwei weitere Basisvektoren, deren gemeinsamer Normie- 
rungsfaktor durch die allgemeine Forderung, daB alle Bahnkurven asympto- 
tisch Transformierte erster oder zweiter Stufe voneinander sind, bestimmt ist. 

Hiermit ist zugleich die Konstruktion begriindet: Zu einer beliebig vor- 
gegebenen Kurve und einem Komplexbiischel, unter dessen Komplexen es keinen 
geben soll, dem die Kurve angehért, gibt es genau eine K,-Schiebung, so daB 
die gegebene Kurve Bahnkurve der Schiebung ist und das feste Komplexbiischel 
der K,-Schiebung zugehért. 

Wir greifen aus dem Komplexbiischel zwei verschiedene Elemente heraus 
und wenden die zu diesem gehérenden Korrelationen auf die Kurve ¢ an, 
von der wir ausgehen. Es entstehen zwei einparametrige Ebenengesamtheiten 


12) Wie oben betrachten wir auch hier den Fall mit, da8 die auftretenden Korre- 
lationen, oder eine unter ihnen, entartet sind. 
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¥ und Z, die ihrerseits zwei Kurven f und ¢ einhiillen. Zusammengehérende 
Punkte von r,f,f sind linear unabhangig — sonst wiirde eine Kongruenz- 
regelflache entstehen, auf der r Asymptotenlinie wire und als Komplexkurve 
einem Komplex des Biischels angehéren wiirde, was der Voraussetzung wider- 
spriche. Uben wir jetzt noch die zweite Korrelation auf f oder die erste auf 
f aus, so entsteht ein und dieselbe Kurve f, deren Punkte ebenfalls von r, f, t 
linear unabhangig sind. 

Die Kurven f, f, f, ¥ bilden eine Konfiguration, wie wir sie von der Basis 
einer Schiebung kennen; Die Kurvenpaare r, f; r, f; ¥, ; ¥, t; sind asympto- 
tisch Transformierte erster Stufe voneinander und also r, f und f, f asympto- 
tisch Transformierte zweiter Stufe. Durch geeignete Normierung der er- 
zielten Vektoren gewinnt man die Basis der Schiebung, die auf Grund der 
Existenz der beiden Nullsysteme eine K,-Schiebung ist. Da wir die Eindeutig- 
keit bereits bewiesen haben, ist damit alles erreicht. 

Diese Konstruktion liefert uns wieder die Méglichkeit einer expliziten, 
integrallosen Darstellung der K,-Schiebungen, die bedeutend iibersichtlicher 
wird als diejenige der K,-Schiebungen. Gegeben sei die Kurve 
(7,1) ¥ = {%q, X, eq, Xq} 
mit den Schmiegebenen 
(7,2) X = {X,, X,, X;,, X3}, 


0 o 0 0 o 0 0 ‘ 
bezogen aufeine Basis q, , $, ,$_, 42 bzw. Q,,G,,G,, Q., fiir die die Produkt- 
tabelle (1,4) gilt und die ferner so gewahlt ist, daB das gegebene Komplex- 
biischel durch 


0 0 0 ” ) 


(7,3) (4, , $2) + € (Ge, 9) + €[(q,,9,) — € (Ge, $2)] 
mit dem Biischelparameter c dargestellt ist. 

Die Tangenten an die Kurve r werden durch (fr, r’) oder auch durch (X, X’) 
geliefert. Zwischen diesen beiden Vektoren des Geradenraumes besteht bei 
richtiger Numerierung ihrer Komponenten Proportionalitat, insbesondere ist 
(7,4) Lo — 1% = 0 (X_X; — X,X’), 
und wir kénnen durch eine Umnormierung etwa des Vektors X erreichen, daB 

LoX, — 2% %X% - EB (X,X;, — X, Xo) 

Lo, — XX = — E(X, Xs — X, Xp) 
(7,5) XoX%3 — XX = + H(X, XZ — X,X}) 

%e%3 — XX, = — E(X,X; — XX) 

YX, — 1,23 = — BE (X,X; — X,X3) 

2 Xo — Xx; = + H(X,X; — X;Xo). 
Uber die GréBe EZ, fiir die wir die Werte 1, — 1 zulassen miissen, ist durch die 
Forderung der Realitaét verfiigt. 


Zu dem Komplexbiischel (3) gehéren zwei verschiedene Korrelationen, 
etwa die [vgl. (6,11), (6,12), (6,13)], die den Punkt 


0 0 


(7,6) P= Pott Pisit Peet Ps 
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in die Ebene 


0 0 ry 0 
(7,7) P= — PQ + €MS,— P3S_+ & P,Q, 
bzw. in die Ebene 

aie 0 0 0 0 
(7,8) DB = p, Qi— Ps G,— € My S.+ EP, Qy 
iiberfiihren. 


Wenden wir diese Korrelationen auf unsere Punkt- bzw. Ebenenmannig- 
faltigkeit (1) bzw. (2) an, so entstehen drei weitere Kurven bzw. Ebenen- 
gesamtheiten, welche die Schmiegebenen der gleichbezeichneten Kurven sind: 


= X> 7%; 7; 3} 
(7,9) $, = { -eX,, X,, — €X;, X3} 
mm ( <8, FR, Ey =X) 
Gg= @O{ —e€8%, —E%, E22, 2%} 
Q; = { > # ' XxX, X, ; X; } 
(7,10) 6, = E{ ee a - € &, %} 
O,=~E{ —€2%, E2,, Xm, — %} 


QO,= @{-—e&X,,—EX,, &X,, Xo}. 


Die Vektoren (9) bzw. (10) bilden die Basis einer K,-Schiebung, in der die 
Kurve x Bahnkurve ist, und eine jede solche Schiebung laft sich so darstellen. 


DaB diese Vektoren nach geeigneter Normierung die Basis einer Schiebung 
bilden, wissen wir bereits. Nun bestatigt man aber sofort, daB bei der von 
uns gewahlten Normierung eine jede Ebene 


(7,11) Po Qi + Py SG, + P2Go+ P3 Qs 
die Schmiegebene der Bahnkurve des Punktes 
(7,12) Po + PidSit P2S2+ Ps G2 


ist. Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu priifen, daB gilt: 


O,95;+G,%=9 Q,55+6,q,=0 
O.9:+6,q,=9 O,81;+6,q,=0 
Oi 42 + Q, Gq, = 0 ©, $. + G28, = 0. 


Dies folgt mittels der Produkttabelle (1,4) aus (7,5). 
Es ist jetzt noch die Frage nach dem ausgezeichneten Komplex im bewegten 
System dieser Schiebung offen. Wir wissen nur, daB dieser durch 
(7,13) (41, Ge) + C (8, %9), C = const. 
dargestellt wird. Welches ist der Wert der hier eintretenden Konstanten ? 
Nach (1,8) ist 
SG, Gi = %2 SF, 52 
Q: 81 = B22) 42, 


Mathematische Annalen. 126. 
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und daraus folgt 

tye FG Se + Bye Qi G2 = 9, 
also: 


(7,14) 2H + py,» =0. 


Der im bewegten System der Schiebung (9) ausgezeichnete Komplex wird 
dann und nur dann durch 


w = (q,, Fz) + (8, 52) 
dargestellt, wenn wir 


®=E 


setzen. Die beiden festen Komplexe in der Schiebung sind dann durch 


a= De (q, , $2) + (qe, 5) 
b = Dé (q,,5,) — (G2, Se) 
gegeben. 

Hier sehen wir nun, wie sich der Typus der entstehenden K,-Schiebung be- 
stimmt. Durch das vorgegebene Komplexbiischel waren die GréBen e, é nur 
bis auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt. Es stehen ja die vier Méglich- 
keiten der Tabelle (6,8) offen. Durch Z werden dann 4, 6 vdllig festgelegt. 
Durch E wird aber im wesentlichen der Windungssinn der gegebenen Kurve 
bestimmt. Der Typus einer K,-Schiebung wird durch das feste Komplex- 
biischel und durch den Windungssinn einer ihrer Bahnkurven bestimmt. Ins- 
besondere: Die nicht geradlinigen Bahnkurven einer K,-Schiebung sind alle 
gleichsinnig gewunden. 

Wir fassen zusammen: Hine jede K,-Schiebung laBt sich explizit durch thre 
Basis (9) angeben. Dort ist 


¥ = {%, X%, Ly, Xs} 
eine beliebige Raumkurve, 


¥ = {X,, X,,X,X;} 


deren Schmiegebenen. Diese Vektoren sind so normiert, daB (5) gilt, was bei 
einer bestimmten Wahl von E = 1, — 1 zu erreichen ist. Fiir e, € sind die Werte- 
paare 1,1; 1, — 1; 0,1; 0,0 zuzulassen. 

8. Die K,-Flachen. Durch Schiebung einer Komplexkurve von ® des be- 
wegten Systems entsteht in einer K,-Schiebung eine K,-Fliche. Die Asym- 
ptotenlinien der anderen Schar sind die Bahnkurven in der Schiebung. So 
iibertragen sich deren Eigenschaften auf die zweite Asymptotenlinienschar 
einer K,-Fliche. Wir kénnen uns darauf beschrinken, die Ergebnisse auszu- 
sprechen. 

Die K,-Flachen sind genau diejenigen Komplezflichen, bei denen die Tan- 
genten an die Komplexkurven lings einer jeden Asymptotenlinie der anderen 
Schar Komplezxregelflichen bilden. Es gibt sechs reell verschiedene Typen von 
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K,,-Flichen. Vier verschiedene Typen' werden unterschieden durch die vier 
méglichen Fille eines mit der Flache verbundenen festen Komplexbiischels 
[vgl. Tabelle (6,10)]. Den Komplexen dieses Biischels gehéren die erwihnten 
Komplexregelflichen mit ihren Komplexkurven als Komplexorte an. Zwei 
der vier Fille spalten sich nochmals nach dem Windungssinn einer — und 
damit aller — Asymptotenlinien der anderen Schar auf. Insbesondere: Die 
Asymptotenlinien der anderen Schar einer K,-Fliche sind alle gleichsinnig ge- 
wunden. 


Der Eindeutigkeitssatz: Durch Angabe je einer Asymptotenlinie der beiden 
Scharen ist eine K,-Fliache eindeutig bestimmt, wenn auBerdem das mit der Flache 
verbundene Komplexbiischel bekannt ist und nicht zufillig eine der Kurven in 
einem Komplex des Biischels liegt. Die Vorgaben bestimmen ja die zugehdérige 
K,-Schiebung, und ferner ist die Lage der Komplexkurve im bewegten System 
bekannt. 


Der Existenzsatz: Gibt man im projektiven Raum, in dem ein Komplex- 
biischel ausgezeichnet ist, eine beliebige Kurve, die nicht einem der Komplexe des 
Biischels angehdrt, und eine Komplexkurve vor, so gibt es mindestens eine K,- 
Fliche, die die gegebene Kurve als Asymptotenlinie besitzt, deren Tangenten an 
die Komplexkurven lings der Asymptotenlinien der anderen Schar jeweils in 
einem der Komplexe des vorgegebenen Biischels liegen und deren Komplexkurven 
mit der vorgegebenen projektiv verwandt sind. Die Gesamtheit der durch die 
Vorgaben fixierten Flichen haingen nur von Konstanten ab. Legt man an 
einer Stelle die Komplexkurve fest, so erzielt man Eindeutigkeit. 


Die Konstruktion: Durch das Komplexbiischel sind zwei verschiedene, 
eventuell ausgeartete Korrelationen (im allgemeinen Fall Nullsysteme) defi- 
niert, die, angewandt auf die gegebene Kurve, drei weitere punktweise auf- 
einander bezogene Kurven erzeugen. Es entsteht ein bewegtes Vierseit, so 
daB die Eckpunkte auf den aus den Seiten entstehenden Regelflichen Asym- 
ptotenlinien beschreiben. Normieren wir die Eckpunktsvektoren so, daB auch 
die anderen Bahnkurven auf diesen Regelflichen Asymptotenlinien sind, so 
haben wir die zu der Fliche gehérende K,-Schiebung. Betrachten wir nun 
das bewegte System an einer bestimmten Stelle. In ihm ist ein Punkt der ge- 
gebenen Kurve und der zu der Schiebung gehérende Komplex ausgezeichnet. 
Sorgen wir durch eine Projektivitét dafiir, daB die gegebene Komplexkurve 
mit dem Punkt indiziert und in den Komplex fallt, und halten dann diese 
Lage der Komplexkurve im bewegten System fest, so entsteht bei Anwendung 
der konstruierten K,-Schiebung die gewiinschte K,-Fliche. — Jede andere 
Fliche der genannten Klasse erhaélt man dann, indem man im bewegten 
System auf die Komplexkurve eine Projektivitét anwendet, die deren Kom- 
plex festla&t und denselben oder einen anderen Punkt der Komplexkurve mit 
dem zu dem Parameterwert gehérenden Punkt der gegebenen Kurve zur 
Inzidenz bringt. 


Die explizite Darstellung einer jeden K,-Flache folgt unmittelbar aus der 
Konstruktion nach (1,14), (7,5), (7,9): Hine jede K,-Fliche lapt sich integrallos 
30* 
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darstellen in der Form: 

Yo = % — € 8X, — & G (s) X, — ec € H [2 G(s) — 8G (s)| x, 
Y= %+ 8X,+ €G’(s)X,— eF [2G (s) — 8G (s)] x, 
Yo= %,—eE8X,+ G’(s)X,+ eH [2G(s) — 8G’ (s)] 2, 
Yy= %y+ 8Xy— G(s) X, + E (2 G (8) — 8 @ (8)] a. 


Hierin ist G(s) eine willkiirliche Funktion, r eine beliebige Kurve, und die X ; 
sind aus 


(8,1) 


Xo t%3 + X, 2%, — Xe x, —X,% = 0 
(8,2) Xo zz + X, % — X, 2, — X,2%5 = 0 

X, x3’ + X, xy’ — X, zl’ — X, 24 = 0 

X, Xi — X, Xo = H (xq x, — 2 2%) 

zu berechnen, was bei einer durch die Kurve x bestimmten Wahl von E méglich 
ist (E = 1,— 1). Fiir e, € apt man die Wertepaare 1,1; 1, — 1; 0,1; 0,0 zu. 
Den Typus dzr entstehenden K,-Fliche entnimmt man aus der Tabelle (6,8), 
(6,10), indem man dort E e, E & mit e« bzw. & identifiziert. 

Uber die Kurve r hatten wir nur vorauszusetzen, daB sie nicht einem der 

Komplexe des Biischels 

(qi, » Sg) + € (Ge, %) + ¢ [(q,,) — & (Ge, S2)], c¢ = const. 
angehért. Sie darf jedoch sehr wohl Kompilexkurve eines anderen Komplexes 
sein — in diesem Fall entsteht, wie wir unten noch genauer sehen werden — 
eine K,-Flache. 

Noch eine Bemerkung! Mit einer K,-Flache ist im allgemeinen Fall eine 
feste involutorische Projektivitat verbunden. Zu einer K,-Fliche gehért also 
eine weitere, projektiv gleichwertige, die durch Spiegelung an dem festen 
Geradenpaar aus der ersten hervorgeht. 

9. Die K,-Schiebungen. An dieser Stelle wollen wir den Zusammenhang 
zu der iiblichen Behandlungsweise dieser Schiebungen herstellen. Dies er- 
scheint uns wichtig, da durch den weiteren Rahmen, in den wir die K,-Schie- 
bungen durch die vorliegende Untersuchung gestellt haben, auch auf diese 
selbst ein neues Licht fallt. Auf die zahlreichen Eigenschaften der K,-Schie- 
bungen gehen wir nicht weiter ein, man vergleiche dazu die Literatur’®). 

Im bewegten System des Geradenraumes, das zu einer K,-Schiebung ge- 
hért, gibt es eine feste Ebene der Dimension zwei. Die Hyperebene E des 
bewegten Systems rollt iiber einen Kegel mit dem Scheitel in dieser Ebene 
ab. Der Pol w der Ebene E beschreibt eine ebene Kurve der Dimension 2, 
und diese Ebene ist nach Abschnitt 2 die Polarebene der festen Ebene der 
Dimension zwei. 

Durch den ausgezeichneten Komplex w und die feste Ebene, die wir uns 
durch die drei linear unabhingigen Punkte a, 6, ¢ aufgespannt denken, ist im 
bewegten System des R, ein Raum der Dimension drei ausgezeichnet, im 


a8) Man vergleiche etwa die auf 8. 445 zitierte Arbeit von StRUBECKER, wo sich wei- 
tere Literaturhinweise finden. 
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bewegten System des R, ist also eine lineare Kongruenz hervorgehoben. Ein 
Punkt einer dieser ausgezeichneten Geraden beschreibt, wie wir wissen, in 
der Schiebung eine Komplexkurve. Da nun durch jeden Punkt eine Gerade 
der linearen Kongruenz geht, so gilt: Sdmtliche Bahnkurven einer K,-Schie- 
bung sind Komplexkurven, die Komplexen des durch a, 6, ¢ definierten Biindels 
angehiren — oder Gerade, deren Bilder durch die Ebene a,b, ¢ aus Q auage- 
schnitten werden. 

Die Figur einer K,-Schiebung li®t oo* Korrelationen und also oo? Pro- 
jektivitaten in sich zu. Es folgt: Saéimtliche nicht geradlinige Bahnkurven einer 
K,-Schiebung sind projektiv verwandte Komplexkurven. Damit aquivalent ist 
die Aussage: Hine jede Gerade des bewegten Systems, die dem Komplex w an- 
gehért, erzeugt in einer K,-Schiebung eine Kongruenzregelfliche. 

Wir kommen gleich zu der analytischen Behandlung der K,-Schiebungen. 
Betrachten wir im bewegten System des R, alle Geraden durch w des von 
a, b, ¢, w aufgespannten Raumes. Da dem Schnittgebilde dieser Geraden- 
gesamtheit mit der absoluten Quadrik als Bild im R, eine lineare Kongruenz 
entspricht, so gibt es sicher eine Gerade durch w, die Q in zwei verschiedenen 
reellen Punkten schneidet. Der Schnitt dieser Geraden mit der Polarhyper- 
ebene E sei der Punkt ¢, der dann sicher nicht auf Q liegt. ¢ ist ein Punkt der 
festen Ebene, er mége mit a und 6 ein Polardreieck in dieser Ebene bilden. 

An Hand dieser Voraussetzungen kénnen wir die Basis des bewegten 
Systems des R, so wihlen, da8B 


¢=9= (qh, G2) al (8, $9) 

(9,1) @ = (qj, $2) + € (Ge, &) 
b = (qi, 1) — & (4a, $2) 
die festen Punkte des R, sind. Die Uberlegungen des Abschnitts sechs lassen 
sich hierauf iibertragen. Es gilt dann: Bei geeigneter Wahl der Basis einer 
K,-Schiebung ist die durch die Punkte (1) aufgespannte Ebene punktweise fest, 
fiir die Koeffizienten der Ableitungsgleichungen gilt dann: 
(9,2) a = 0, ay — & Ogg = 0, yg + Ea = 0. 
Fiihren wir in der Ebene a, 6, » durch 

(9,3) b= hv +ha+ hb 
lokale Koordinaten ein, so hat das Schnittgebilde mit der absoluten Quadrik 
die Gleichung: } 
(9,4) —hi+ ehi+ehg=0. 
Die Tabelle (6,8) ist wieder anwendbar, man hat dort e, € durch ihren negativen 
Wert zu ersetzen. Es folgt: Durch eine K,-Schiebung sind im R, je nachdem 
eine Quadrik, zwei verschrinkte Geradenbiischel oder zwei zusammenfallende 
Geradenbiischel ausgezeichnet. Mit anderen Worten: Durch eine K,-Schiebung 
ist im projektiven Raum eine elliptische, eine quasielliptische oder eine isotrope 
Geometrie definiert. Vom reellen Standpunkt aus spaltet sich der erste Fall 
in drei, der zweite in zwei verschiedene Typen auf. 
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Da die Geradenscharen der quadratischen Gebilde in der Schiebung fest 
sind bzw. in sich tibergehen, ist zu vermuten, daB gilt: Die K,-Schiebungen 
sind die Clifford-Schiebungen einer elliptischen, einer quasielliptischen oder einer 
isotropen Geometrie. Diese Aussage werden wir sofort durch die explizite 
Darstellung dieser Schiebungen bestatigt erhalten. 

Eine jede Bahnkurve der Schiebung ist eine Komplexkurve. Wollen wir 
die Konstruktion der K,-Schiebungen hier anwenden, so miissen wir also 
notwendig von einer Komplexkurve ausgehen, die nicht dem dort beniitzten 
Komplexbiischel angehért. Wir werden sie dem Komplex » zugehdéren lassen, 
da sie ja andererseits in einem Komplex des Biindels (1) liegen muB. Machen 
wir dies, so entsteht tatsichlich eine K,-Schiebung, da nun in der Figur drei 
unabhingige Nullsysteme ausgezeichnet sind. So folgt: Wenden wir die Kon- 
struktion einer K,-Schiebung auf eine Komplexkurve an, die nicht dem mit 
der K,-Schiebung verbundenen Komplexbiischel angehért, so entsteht eine K,- 
Schiebung, und jede K,-Schiebung lapt sich so erzeugen. 

Wird die Kurve x durch das Nullsystem von » in ihre Schmiegebenen- 
gesamtheit iibergefiihrt, so ist 


(9,5) X,= %, XA, = — %, X,= — %, X;3= 2; 
und eine jede solche Kurve laBt sich explizit angeben: 


F (t) ist hierin frei waihlbar. 

Nach (5) ist die Normierungsbedingung (7,5) mit Z = + 1 erfiillt. Aus 
(7,9) folgt dann unmittelbar: Der Basis einer jeden K,-Schiebung kann man 
die integrallose Gestalt geben: 


h={%, %, %; x3} 
(9,7) $= fe 7%), e — €2%3, — 2} 
$= {6 2, & 2, Xo; x4} 
G2 = {— £8 ty, — E Ly, EX, X}, 
wenn man hierin ¢ als Komplexkurve von wv in der Gestalt (6) verwendet. Fiir 


e, & sind die sechs, in der Tabelle (6,8) als verschieden angemerkten Wertepaare 
zuzulassen 


Ein Punkt 
(9,8) P = Pot + Pi S + Pabst Ps Ge 
des bewegten Systems der Schiebung (7) beschreibt eine Bahnkurve mit den 
Komponenten 

Do = Po Xo + & Py X, + & Py Ty — EE Py Xz 

(9,9) Pi=Po%+ Prot EPe%y— EPs Xs 
Pe= % Tq — EP: X + Pet EPy% 
Ps Po%y— PrXet+ Pe%+ Py %- 
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Definieren wir durch 
(»)- Po &o + Pi & + Pe lg + Pz g 


()- Lg Cg + %y Cy + Le lg + Weey 


hyperkomplexe Zahlen und geniigen die e, der Produkttabelle: 


(9,10) 


eo e es e3 
& | £0 e es €3 
(9,11) e & & ey — és; — Ee, 
es es es E & Ee 
es es € es —éEe, —EtE& 
so stellt 


(9,12) @)-()(©) 


den laufenden Punkt der von p beschriebenen Bahnkurve dar. Hierin liegt 
der Beweis des oben ausgesprochenen Satzes, daB die K,-Schiebungen die 
CLiFFoRDschen Schiebungen einer elliptischen, quasielliptischen oder isotropen 
Geometrie sind. 

Man vergleiche hierzu die zitierte Arbeit von STRUBECKER, in der die 
skizzierten Zusammenhinge ausfiihrlich dargelegt werden. Um den Vergleich 
zu erleichtern, stellen wir noch eine Liste auf, aus der zu entnehmen ist, wie 
man ¢, € wihlen muB, damit das Schema (11) in das zugehérende der Arbeit 
von STRUBECKER iibergeht: 


&,€ 1,1 1,—l1 | —1,-1 1,0 —1,0 | 0,0 16) 


(52) (24) (53) | (27) | = (28) 


Die genannten Formelnummern beziehen sich, wie gesagt, auf die Arbeit: 
K. Srrusecker, Uber die Flichen, deren Asymptotenlinien beider Scharen 
linearen Komplexen angehéren. Math. Zeitschr. 52, 401—435 (1949). 

10. Die K,-Flachen sind definitionsgemi8 die Komplexflachen, die Schieb- 
flichen in K,-Schiebungen sind. Also: Die K,-Flichen sind zweisinnige 
Komplexflichen, das heiBt, die Asymptotenlinien beider Scharen gehiren line- 
aren Komplexen an. Der Komplex einer jeden Kurve der einen Schar liegt 
polar zu dem Komplex einer jeden Kurve der anderen Schar. Man sagt 
auch: Die Komplexe der Kurven beider Scharen gehéren involutorischen 
Komplexbiindeln an. 

Umgekehrt ist aber auch eine jede zweisinnige Komplezfliche eine K,-Fliche. 
Da die Komplexkurven einer Schar von Asymptotenlinien untereinander pro- 
jektiv gleichwertig sind, so gibt es in der Schiebung, die diese Kurven als 
Bahnkurven enthilt, sicher eine einparametrige Schar von Projektivitaten, 
die die Figur in sich iiberfiihrt. Dies ist aber nur bei den K,-Schiebungen der 
Fall. 


*) Das zugehérige Absolutgebilde entnimmt man der Tab. (6,8), hat aber dort e, € 
durch ihre negativen Werte zu ersetzen. 
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Indem man also eine K,-Flache in zweifacher Weise als Schiebfliche in 
einer KX,-Schiebung auffaBt, gewinnt man ihre geometrischen Eigenschaften. 
Durch diese Schiebungen wird in unserem Raum eine elliptische, quasi- 
elliptische oder isotrope Geometrie erklirt, und man kann insbesondere auch 
die metrischen Eigenschaften der zweisinnigen Komplexflachen in bezug auf 
diese nichteuklidischen Geometrien untersuchen. Doch hierauf soll nicht 
weiter eingegangen werden. 

Wir geben der Vollstandigkeit halber noch die integrallose Darstellung") 
der zweisinnigen Komplexflichen an, die man unmittelbar nach (1,14) an 
(9,7), (9,6) abliest: Sind F(t) und G(s) willkiirliche Funktionen und e, ¢ Zahl- 
gréBen, die der Werte 1, 0, — 1 fahig sind, so stellt 
Yo = 1+ eat + & G(s) F’ (t) + e& [t F’ (t) — 2 F(t)] [s G(s) — 2G(s)} 
y, = t+ s8— @ G(s) [t F’ (t) — 2 F(t)] + €F’ (t) [s G(s) — 2 G(s)] 

Y_ = F’ (t) + e 8 [t F’ (t) — 2 F(t)] + G(s) — et [s G(s) — 2 G(s)] 

Ys = (t F’ (t) — 2F (t)] — 2 F’ (t) + t G(s) — [8 G’(s) — 2G(s)] 

eine Komplexfliche dar, und jede Komplexfliche wird hierdurch gegeben. Zu 
der Fliche gehirt eine nichteuklidische Geometrie, deren Absolutgebilde von der 


Wahl der «, & abhiingt. Hieriiber gibt die Tabelle (6,8) AufschluB, wenn man 
e, € durch thre negativen Werte ersetzt. 


(10,1) 


‘S) Man kann diese Darstellungen noch vereinfachen, wenn man die Basis des beweg- 
ten Systems so wahlt, daB den Basisvektoren soweit als méglich geradlinige Bahnkurven 
zugeordnet sind. Eine gemeinsame Behandlung der verschiedenen Fille ist dann nicht 
mehr mdglich, weshalb wir auf die Angabe dieser Formeln verzichten. Man gewinnt sie 
leicht aus (9,7). 


( Bingegangen am 9. Oktober 1952.) 
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Uber den Endomorphismenring eines Vektorraumes 
und den Satz von der Normalbasis. 
Von 
Friepricn Kascu in Gottingen. 


I. Problemstellung und Ergebnisse. 

Ist K ein kommutativer, galoisscher Erweiterungskérper endlichen Ranges 
iiber dem Grundkoérper H, so besagt der Satz von der Normalbasis, daB es 
in K ein Eiement gibt, welches zusammen mit seinen Konjugierten bei den 
Automorphismen von K/H eine Basis von K/H bildet. Bezeichnet man die 
Automorphismen von K/H mit g,,9.,.--,%, und versteht man unter (k g,) 
das Bildelement von k bei dem Automorphismus g;, so existiert also eine 
Basis von K/H der Gestalt 


(k Gi), (RG), -- +» (RG,)- 


Fiir diesen Satz gibt es in der Literatur zahlreiche Beweise ({1—3, 5—11, 
14, 15, 17, 18]})®). Hier soll nur auf die zwei Arbeiten hingewiesen werden, 
die M. Deurtne iiber diesen Gegenstand publiziert hat ((7,8]). Der in der 
zweiten Arbeit enthaltene Beweis wurde von T. NAKAYAMA weiter ausgebaut 
und auch auf den Fall ausgedehnt, daB K/H eine galoissche Schiefkérper- 
erweiterung mit nur duBeren Automorphismen!) ist ([14, 15}). 

Den Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen bildet die nach- 
stehende, von E. NoETHER stammende zweite Fassung des Satzes von der 
Normalbasis ([{16]). 


Betrachtet man K als Modul, so kann man die Automorphismen §,, go, . . -, 
g,, der Galoisgruppe © von K/H auch als Endomorphismen dieses Moduls 
auffassen. Multipliziert man K von rechts bzw. links mit einem Element 
k ¢ K, so wird dadurch ebenfalls ein Endomorphismus des Moduls K erzeugt, 
den wir mit k’ bzw. k' bezeichnen wollen?). Ferner sei H* der durch die Endo- 
morphismen h’ mit h¢ H und R = [H’, G] der durch H’ und die Automor- 
phismen aus G erzeugte Endomorphismenring von K. Die zweite Fassung 


°) Zusatz bei der Korrektur. Siehe auch [15a—15d]. In diesen Arbeiten, die mir bei der 
Abfassung vorliegender Arbeit nicht bekannt waren, finden sich bereits einige Schliisse, 
die auch hier verwendet werden; die Ergebnisse sind jedoch nicht ineinander enthalten. 
Insbesondere werden dort keine inneren Automorphismen beriicksichtigt, deren Zulassung 
hier einer der Hauptgesichtspunkte ist. 

1) Vom identischen Avtomorphismus wird hier wie auch im folgenden bei dieser Aus- 
drucksweise abgesehen. 

*) Die Seitenangabe bei den durch Multiplikatoren erzeugten Endomorphismen erfolgt 
im Hinblick auf nichtkommutative Ringe, wo dies wesentlich ist. 
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des Satzes von der Normalbasis besagt dann, daB N und K als R-Rechts- 
moduln operatorisomorph sind*), wofiir wir R ~*. K schreiben wollen. 
Diese Fassung gibt nun zu folgender Uberlegung AnlaB. Zuniichst stellt 
man unmittelbar fest, daB die Endomorphismen aus ® = [H’, G] lineare 
Abbildungen von K/H sind, wenn man K als Vektorraum mit H als Links- 
skalarenkérper betrachtet: 
K = Hv, + Hv,+---+ A»,, 


wobei v,, ¥,,...-,v, eine Basis von K/H bilden. Bezeichnet man den Ring 
aller linearen Abbildungen von K/H bei dieser Auffassung mit €, so ist also 
RC €. Grundlegend fiir das folgende ist die Feststellung, daB nicht nur R ¢ €, 
sondern da8 dariiber hinaus € eine Rechtsbasis*) der Lange n iiber R besitzt: 


E=e Rie, RN+---+e,R, 


d. h. € ist Rechtsvektorraum der Dimension n iiber R. Dies entnimmt man, 
auch in dem Fall, daB K/H eine galoissche Schiefkérpererweiterung mit nur 
aiuBeren Automorphismen ist, fast unmittelbar den Ergebnissen der Galois- 
schen Theorie ([4, 12]). 

Einen beliebigen Unterring © von &, iiber dem € eine Rechtsbasis besitzt, 
d. h. iitber dem € Vektorraum ist, wollen wir als Rechtsskalarenring von € be- 
zeichnen. 

Auf Grund des geschilderten Zusammenhangs bei galoisschen Erweite- 
rungen erhebt sich nun allgemein die folgende Frage: Sei € der Endomor- 
phismenring eines Vektorraums 


V = Hv, + Hv,+---+ Hy, 


iiber einem Linksskalarenring H und sei © ein Rechtsskalarenring von €; 
besteht dann zwischen © und V ebenfalls eine Operatorisomorphie — oder 
allgemeiner eine Operatorhomomorphiebeziehung? Diese Frage kann unter 
recht allgemeinen Voraussetzungen — insbesondere unabhiangig vom Galois- 
schen — im positiven Sinne beantwortet werden: Eine Operatorhomomorphie- 
beziehung zwischen G und V als G-Rechtsmoduln besteht bereits dann, wenn H 
ein 1-Element besitzt und © ein Ring mit Minimal- und Mazximalbedingung ist 


*) Bei E. Noetuer wird allerdings als der formal gebildete Gruppenring von © in H 
eingefiihrt, wobei aber bereits die Anwendung der Elemente von ® auf K in dem hier 
angegebenen Sinne zu verstehen ist. Dieser Unterschied ist im Fall eines kommutativen 
galoisschen Erweiterungskérpers oder ailgemeiner einer galoisschen Schiefkérpererweite- 
rung mit nur auBeren Automorphismen unwesentlich, denn dann ist der Gruppenring 
von © in H und R = [H’, G] ringisomorph. Das folgt aus der bekannten Tatsache, daB 
dann die Automorphismen aus G als Endomorphismen von K linear unabhangig iiber H’ 
sind ({4, 12]). Wenn K/H eine beliebige galoissche Schiefkérpererweiterung ist, wird im 
allgemeinen der formal gebildete Gruppenring von G in H einen unendlichen Rang iiber 
H besitzen. Er ist dann nicht mehr isomorph sondern nur noch homomorph zum Endo- 
morphismenring R = [H’,G], der stets einen endlichen Rang iiber H” hat. 

*) Seitenangaben bei Basen, Rangen, Vektorriumen, Skalarenringen usw. geben stets 
die Seite an, auf der die Koeffizienten stehen. (€ : RX), bzw. (€ : RN); bedeute den Rechts- 
bzw. Linksrang von €/R. Fehlt die Seitenangabe, so stimmen die Range iiberein. 
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(Satz 4). Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf eine Verallgemeinerung 
eines Satzes von E. NorETHER, den bereits M. Deurine bei seinem ersten 
Beweis fiir den Satz von der Normalbasis benutzt hat ({7], Zusatz bei der 
Korrektur). 


Auf Grund der zuvor gemachten Bemerkung folgt aus diesem Ergebnis 
sofort ein neuer, ganz einfacher Beweis fiir den Satz von der Normalbasis 
im Falle, daB K/H eine galoissche Schiefkérpererweiterung mit nur auBeren 
Automorphismen ist. 


Der Endomorphismenring R = [H’, G] kann offenbar auch bei beliebigen 
galoisschen Erweiterungen K/H eingefiihrt werden und soll im folgenden als 
Automorphismenring bezeichnet werden. Es erhebt sich nun die folgende 
Frage: Unter welchen Voraussetzungen gilt die im Falle von nun dufBeren 


: P y be R 
Automorphismen zum Satz von der Normalbasis aquivalente Tatsache R*—> K 
auch bei galoisschen Schiefkérpererweiterungen mit inneren Automorphismen 
und bei galoisschen Erweiterungen einfacher Ringe ? 


DaB R* ~+ K nicht bei beliebigen galoisschen Erweiterungen richtig ist, 
kann man sich bereits am Beispiel des Quaternionenschiefkérpers Q, aufge- 
faBt als galoissche Erweiterung iiber seinem Zentrum Z, klar machen. Wie 
man durch eine Rechnung feststellen kann, ist in diesem Falle (R : Z") = 10, 
und folglich kénnen aus Ranggriinden R und Q als R-Rechtsmoduln nicht 
operatorisomorph sein‘). 


Dennoch gibt es galoissche Erweiterungen, die vom identischen verschie- 


denen innere Automorphismen besitzen und wo R -.K gilt. 

Sei K jetzt ein einfacher Ring mit 1-Element und Minimalbedingung fir 
Rechtsideale, also bis auf Isomorphie der volle Endomorphismenring eines 
endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem Schiefkérper. H bezeichne 
einen in einem noch zu prazisierenden Sinne galoisschen Unterring endlichen 
Ranges unter K und G die Galoisgruppe von K/H. SchlieBlich sei Z das Zen- 
trum von K und T der Zentralisator von H in K, also die Gesamtheit der 
Elemente von K, die mit allen Elementen von H einzeln vertauschbar sind. 


Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir die folgende Antwort auf die 
zuvor gestellte Frage: Besitze K/H nur dufere Automorphismen, d.h., ist 
Z=T oder gilt TCH, so ist R Rechtsskalarenring des Endomorphismenrings € 
von K/H und es besteht die Rangbeziehung (K : H),=(R: H"),. Auf Grund des 
zuvor erwiihnten allgemeinen Satzes folgt daraus sofort R —.K . Ist K Schief- 
kérper, so gilt hiervon auch die Umkehrung. 


Dieser Satz kann als Verallgemeinerung des Satzes von der Normalbasis 
betrachtet werden, und daraus folgt auch wieder die iibliche Fassung, die 
jetzt folgendermaBen lautet: Ist. Z = T oder TCH, so gibt es n = (K: H) 
Automorphismen G,,G2,---, G, von K/H und dazu ein Element k¢ K, so daB 
die Elemente (k §,), (k G2), . -, (K Gy) etme Rechtsbasis von K/H bilden. 


5) Darauf machte mich F. K. Scumrpt aufmerksam. 
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In diesem Sinne besitzt z. B. ein zentraler Schiefkérper*) eine Normal- 
basis iiber jedem seiner maximalen kommutativen Unterkérper, denn dann 
ist 7 = H. 

Ferner erhalt man aus dem angegebenen Isomorphiesatz auch die folgende 
Verallgemeinerung des Satzes vom primitiven Element auf Schiefkérper: 
Jede galoissche Schiefkérpererweiterung K/H besitzt zwei erzeugende Elemente 
iiber H. Ist Z=T oder TCH, 80 existiert bereits ein erzeugendes Element 
von K/H. 

Danach besitzt also z. B. ein zentraler Schiefkérper tiber jedem seiner 
maximalen kommutativen Unterkérper ein erzeugendes Element. — 

Bei verschiedenen in der Literatur enthaltenen Beweisen fiir den Satz von 
der Normalbasis im kommutativen Fall wird die Voraussetzung gemacht, 
daB der zum Automorphismenring RX =[H’, G] isomorphe Gruppenring von © 
in H vollstandig reduzibel sei. Daher ist die Frage von Interesse, welche Be- 
deutung der vollstandigen Reduzibilitaét in diesem Zusammenhang zukommt. 
Diese Frage kann ebenfalls unabhingig vom Galoisschen fiir einen beliebigen 
vollstandig reduziblen Unterring @ des Endomorphismenrings € eines Vektor- 
raums V/H behandelt werden. Es zeigt sich, daB die vollstindige Reduzibilitat 
von © bereits eine Homomorphiebeziehung zwischen G und V als G-Rechts- 
moduln nach sich zieht, ohne daB G Rechtsskalarenring von € ist. Statt dessen 
wird nur verlangt, daB €/G ein endliches Rechtserzeugendensystem einer Linge 
<(V: #), besitzt (Satz 5). Daraus folgt insbesondere: Besitzt eine galoissche 
Erweiterung K/H, die den zuvor angegebenen Voraussetzungen geniigt, einen 
vollstiindig reduziblen Automorphismenring R, so kann R als R-Rechtsmodul 
operatorhomomorph auf K als R-Rechtsmodul abgebildet werden: R *..K. 

LaBt man schlieBlich noch die Voraussetzung fallen, daB © vollstandig 
reduzibel sei, so kann auch dann noch eine Homomorphieaussage gemacht 
werden: Betrachtet man © und V als ©-Rechismoduln, so kommen die Kompo- 
sitionsfaktoren einer Kompositionsreihe von V (bis auf Isomorphie) unter den 
Kompositionsfaktoren einer Kompositionsreihe von © vor. Die Voraussetzungen 
dieses Satzes sind z. B. erfiillt, wenn V=K eine beliebige galoissche Er- 
weiterung tiber H und @ = % = [H’, G] der Automorphismenring von K/H ist. 

Wie schon erwihnt, besitzt beim Quaternionenschiefkérper der Auto- 
morphismenring RX den Rang 10 iiber Z’, wihrend (€: Z") = 16 ist. Daraus 
folgt, daB R weder vollstandig reduzibel noch Rechtsskalarenring von € sein 
kann. Es kann also weder auf Grund von Satz 4 noch auf Grund von Satz 5 
eine Operatorhomomorphie zwischen R und Q behauptet werden. Trotzdem 
ist eine operatorhomomorphe Abbildung von RX auf Q méglich, da es einen 
Unterring von ® gibt, der Rechtsskalarenring von € ist. Auch bei gewissen 
anderen galoisschen Erweiterungen ist eine solche operatorhomomorphe Ab- 
bildung méglich (Satz 12). An diesen Sachverhalt kann man die Frage 
kniipfen, ob bei einer beliebigen galoisschen Erweiterung K/H der Auto- 
morphismenring R operatorhomomorph auf K mit RN als Operatorenbereich 
abgebildet werden kann. Damit im Zusammenhang steht die Frage nach der 


*) Darunter verstehen wir einen Schiefkérper endlichen Ranges iiber seinem Zentrum. 
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Struktur von N und K als R-Rechtsmoduln. Diese Fragen diirften fiir die 
Kenntnis der galoisschen Erweiterungen von Interesse sein, doch kénnen 
sie bisher nicht beantwortet werden. 


Il. Verallgemeinerungen eines Satzes von E. Norruer. 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir im folgenden die Minimal- und Maximal- 
bedingung als MM-Bedingung und einen Modul mit Operatorenbereich, der 
der MM-Bedingung geniigt, als MM-Modul. Sind V und € zwei Moduln mit 
dem gemeinsamen Operatorenbereich 2, so verstehen wir wie bisher unter 


4 7 ser “13 , 
V-+© bzw. V+—G@ eine operatorhomomorphe Abbildung von V auf © bzw. 


S auf V; V~~~>6€ bedeute entsprechend Operatorisomorphie. Operatoren 
denken wir uns stets von rechts auf die Elemente des Moduls ausgeiibt. 

Wir beginnen mit der folgenden Verallgemeinerung des erwihnten Satzes 
von E. NorerHer ({7], Zusatz bei der Korrektur). 

Satz 1: Seien V und © zwei MM-Moduln mit dem gemeinsamen Operatoren- 
bereich A und 


Na Vi+---+Ve, M=G,+--- +S, 


n 


direkte Summen von Moduln, die ebenfalls 2 als Operatorenbereich besitzen 
mégen und fiir die gilt 


Vi---V (i=1,...,2), 6, -S G=1,2...,m); 
ist ferner 
r+, 
so folgt 
x ; 
V— 76 firn im. 


> 


Der Beweis erfolgt nach dem Vorbild in [7]. Zwei Moduln, die bis auf 
einen Operatorisomorphismus tibereinstimmen, bezeichnen wir im folgenden 
Beweis als gleich. Da V und © und damit auch N und M der MM-Bedingung 
geniigen, kénnen diese Moduln nach dem Satz von ReMak-KRULL-SCHMIDT 
in eine direkte Summe von direkt unzerlegbaren Summanden zerlegt werden 
und diese Zerlegungen sind (im Sinne unserer Gleichheit) eindeutig bestimmt. 
N enthalt jeden direkten Summanden von V genau n mal so oft wie V und 
M enthalt jeden direkten Summanden von © genau m mal so oft wie G. Da 
wegen der Operatorisomorphie von N und IM diese Moduln jeden direkten 
Summanden je gleich oft enthalten, gilt dies, falls m = m ist, auch fir V und, 
d.h. V und © sind operatorisomorph. Ist » > m, so enthalt G jeden direkten 
Summanden von V mindestens so oft wie V, d.h. @ kann operatorhomo- 
morph auf V abgebildet werden. Entsprechend gilt fir » << m, daB V ope- 
ratorhomomorph auf © abgebildet werden kann. 

Satz 1 wird im folgenden in dem Fall angewendet, dab N = M = € ein 
Endomorphismenring ist. Dann ist die Voraussetzung N+ “on von vorn 
herein erfiillt. 
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AuBer Satz 1 benutzen wir noch eine zweite Verallgemeinerung des Satzes 
von NoETHER. 


Satz 2: Bei sonst gleichen Voraussetzungen wie in Satz 1, set 
MN, 
m <n und © vollstiindig reduzibel. Dann gilt 
o—v. 
Der Beweis ergibt sich nach dem Vorbild des Beweises von Satz 1, wenn 
man noch beriicksichtigt, daB mit @ auch M vollstandig reduzibel ist und daB 


eine homomorphe Abbildung eines irreduziblen Moduls entweder die Ab- 
bildung des ganzen Moduls auf Null oder ein Isomorphismus ist. 


III. Operatorhomomorphe Untermoduln eines Endonx rphismenrings. 


1. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber einem beliebigen Ring H 
mit 1-Element als Linksskalarenring: 


V = Hv, + Hv,+ +--+ Hp,, 


also eine additive Gruppe mit H als Linksmultiplikatorenbereich, die iiber H 
eine Linksbasis besitzt. Bezeichnet e das 1-Element von H, so schreiben wir 
statt ev; auch kurz v;. Ist e ein Endomorphismus von V und v€ V, so be- 
zeichne (ve) das Bild von v bei diesem Endomorphismus. € sei der volle 
Endomorphismenring von V/H, also die Gesamtheit der Endomorphismen e 
von JV, fiir die 
h(ve) = ((hv) cc) mit he H, ve V 

gilt. 

Ist H ein Schiefkérper, so ist € ein einfacher Ring mit 1-Element und 
Minimalbedingung. Dann ist bekanntlich € direkte Summe von n Rechts- 
idealen, von denen jedes zu V operatorisomorph mit € als Operatorenbereich 
ist. Dies gilt ebenso unter der hier gemachten schwicheren Voraussetzung, 
daB H ein Ring mit 1-Element ist. Wir formulieren diese Tatsache sogleich 
in der fiir das folgende zweckmaBigen Form als 


Satz 3: Ist V ein Vektorraum der Dimension n iiber dem Linksskalarenring H 
und besitzt H ein 1-Element, dann ist der Endomorphismenring € von V/H 
direkte Summe von n Moduln 

€=V,+V,+---+V,, 
von denen jeder zu V operatorisomorph mit € als Operatorenbereich ist: V; . V, 
Gw4;3, .os5@. 

Der Beweis ergibt sich in bekannter Weise sofort aus der Matrizendar- 
stellung von € in H mittels der Basis v,, v,,.. ., v,,. Unter V; ist dann das aus 
den Matrixeinheiten der i-ten Zeile erzeugte Rechtsideal von € zu verstehen, 
und den angegebenen Isomorphismus zwischen V; und V erhalt man, indem 
man der Matrixeinheit in der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Basiselement v, 
zuordnet. 
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Sei nun © ein Rechtsskalarenring von €, d.h. es gelte eine Basisdar- 
stellung der Form: 
€=¢,6+---+e,6. 


FaBt man € als G-Rechtsmodul auf, so ist diese Summe direkt. Auf Grund 

der Zuordnung 

€¢,$---$, $€6 
ist jeder der Moduln e; © zu © operatorisomorph mit © als Rechtsoperatoren- 
bereich: ¢; @* “+. Erfiillt G die MM-Bedingung, so auch € als G-Rechts- 
modul. 

Andrerseits ist € nach Satz 3 eine direkte Summe zu V operatorisomorpher 
Moduln V; mit € und wegen © C€ auch mit © als Operatorenbereich. Er- 
fiillt € als G-Rechtsmodul die MM-Bedingung, so auch jeder direkte Summand 
V;. Dann folgt aus Satz 1 fiir M@ =N = E und A = S unmittelbar 

Satz 4: Ist V ein Vektorraum iiber einem Linksskalarenring H mit 1-Element 
und ist G ein der MM-Bedingung geniigender Rechtsskalarenring des Endo- 
morphismenrings € von V/H, dann gilt 

© 


V6 fiir (V: H), 5 ( 


'> 


& 


:©),. 


2. Aus diesem Satz folgt bereits der Satz von der Normalbasis in dem 
Fall, daB K/H eine galoissche Schiefkérpererweiterung mit nur duBeren 
Automorphismen ist. Da K/H eine Linksbasis besitzt, kann K als Vektor- 
raum iiber dem Linksskalarenring H aufgefaBt werden. Ferner besitzt H ein 
1-Element und der Automorphismenring N= [H"’, G] geniigt der MM-Be- 
dingung. SchlieBlich ist R Rechtsskalarenring des Endomorphismenrings € 
von K/H und es gilt (K: H) = (€:M),. Dies folgt sofort aus der Tatsache, 
da8 die Automorphismen aus © eine Linksbasis von € tiber dem durch die 
Elemente aus K als Rechtsmultiplikatoren von K erzeugten Endomorphismen- 
ring K* bilden [4, 12}: 

& K’ g, + K’ g,4 eee 4 K’ Gg, 
Da jeder der Automorphismen g; mit jedem h’(h € H) vertauschbar ist, folgt 
daraus die Basisdarstellung 

RN = Hg, + A" g,.+---+ A’g,. 


‘ P , . r r r 
Ist dann w,,W,,..., w, eine Rechtsbasis von K/H, so ist w), wo,..., Wp 
eine Rechtsbasis von €/R: 


n 
E= VY (vw, A) g,= wi R+ w: 


— 7 


i,j=1 


wn 
2 


Rese + WLR. 


Dann sind nach Satz 4 und K als R-Rechtsmoduln operatorisomorph. 

3. Sei nun wieder V ein Vektorraum iiber einem beliebigen Linksskalaren- 
ring H mit 1-Element und € der Endomorphismenring von V/H. © bezeichne 
jetzt einen vollstindig reduziblen Unterring von ©, und es besitze € ein end- 
liches Rechtserzeugendensystem f,, f,,..-, fm, mit m=<(V: H), tiber ©, d.h. 
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es sei 

E€=f,6+f7,.6+-°''+fpS, m=(V:H),, 
wobei diese Darstellung nicht notwendig eindeutig zu sein braucht. Unter 


diesen Voraussetzungen gilt 

Satz 5: Betrachtet man © und V als G-Rechtsmoduln, so kann © operator- 
homomorph auf V abgebildet werden und V ist demzufolge als @-Rechtsmodul voll- 
stiindig reduzibel. 


Zum Beweis betrachten wir den @-Rechtsmodul 


=ffS+ffS+---+fRe 
mit Unbestimmten ff, ..., f%,, so daB diese Summe per Definition direkt ist. 


AuBerdem gilt f* G~ —+G (¢=1,...,m). M kann als G-Rechtsmodul ope- 
ratorhomomorph auf € als @-Rechtsmodul abgebildet werden, indem man 
jedem Element f¥ ¢ M den Endomorphismus f; ¢ € zuordnet. Dann sind aber 
fiir M und € alle anaes de von Satz 2 erfiillt, und zusammen mit 
Satz 3 folgt die Behauptung. 

4. Sei jetzt SG ein Ring mit den eben angegebenen Eigenschaften, aber © 
sei nicht notwendig vollstindig reduzibel. Dann kann zwar keine Homo- 
morphieaussage zwischen © und V selbst gemacht werden, jedoch besteht 
eine Beziehung zwischen den Kompositionsfaktoren von V und © als G- 
Rechtsmoduln. 

Satz 6: Sei G ein der MM-Bedingung geniigender Unterring von ©, und es 
besitze € ein _Rechtserzeugendensystem einer Linge m=(V:H), tiber ©. Be- 
trachtet man S und V als G-Rechtsmoduln, so kommen die Kompositionsfaktoren 
einer Kompositionsreihe von V (bis auf Isomorphie) unter den Kompositions- 
faktoren einer Kompositionsreihe von © vor. 

Zum Beweis benutzen wir wieder den zuvor angegebenen Modul I und 
betrachten M@ und € als G-Rechtsmoduln. Operatorisomorphe Moduln be- 
zeichnen wir im folgenden als gleich. Sei €’— €” ein Kompositionsfaktor 
von €. M’ — einen minimalen Untermodul von M, der bei dem Homo- 


morphismus IM —+ € auf ganz ©’ abgebildet wird, und M” die Urbildmenge 
von €” innerhalb IM’ bei diesem Homomorphismus. Dann ist offenbar 


M’— IM” ein Kompositionsfaktor von M und es gilt M’— M’+—> €’ — €”. 
Jeder Kompositionsfaktor von € ist also operatorisomorphes Bild eines solchen 
von M. Nach dem JorpAN-HO6.pERschen Satz kommt jeder Kompositions- 
faktor von S m mal so oft in einer Kompositionsreihe von IM ~~ in einer von 
© vor. Entsprechend gilt dies fir V und €. Wegen m < (V: H), folgt dann 
die Behauptung. 


IV. Uber den Endomorphismenring einer galoisschen Erweiterung. 

Ist K ein beliebiger Ring und G eine Automorphismengruppe von K, 
so bilden die Elemente aus K, die bei allen Automorphismen aus G fest bleiben, 
einen Unterring von K, den wir den Fixring von © nennen. Die in © ent- 
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haltene Gruppe von inneren Automorphismen sei ©. Ist k¢ K ein invertier- 
bares Element, so sei t, der durch k erzeugte innere Automorphismus von K. 

Betrachtet man die Automorphismen g von K als Endomorphismen des 
als Modul aufgefaBten Rings K, so besteht die folgende Vertauschungsregel 
mit den durch die Elemente von K als Rechtsmultiplikatoren von K erzeugten 
Endomorphismen : 


kg=g(kg)’, kek. 


Daraus folgt, daB Automorphismen, die tiber K’ rechts linear unabhingig 
sind, auch iiber K”’ links linear unabhangig sind’). 

Im folgenden sei nun K ein einfacher Ring mit den anfangs angegebenen 
Eigenschaften. Wir bezeichnen einen der MM-Bedingung geniigenden Unter- 
ring H von K als galoisschen Unterring von K, wenn folgende Voraussetzungen 
erfiillt sind: 

(1) H ist Fixring der Gruppe G aller Automorphismen von K/H; 

(2) der Zentralisator 7’ von H in K ist regular erzeugbar®) ; 

(3) es besteht die Rangrelation (K:H) = Ord (G/) (7': Z)®); 


2. Das Ziel der folgenden Uberlegungen besteht zunichst in dem Nachweis, 
daB der Automorphismenring R = [H’, G] im Falle Z = 7 oder 7 CH Rechts- 
skalarenring des Endomorphismenrings € von K/H ist. Dieser Nachweis 
erfolgt nach dem angegebenen Vorbild, doch bedarf es einiger zusiatzlicher 
Uberlegungen. 

Hilfssatz I): Die Automorphismen g, , G2... -; g, sind dann und nur dann 
linear abhdingig iiber K", wenn es darunter Automorphismen §, , G2,...,G, gibt 
und dazu Elemente t,, t,,...,7,€ T mit 

e 
> %=9, Gi= Gtr, (§=1,2,...,). 
i=1 
Innere Automorphismen sind also dann und nur dann linear abhingig iiber K’, 
wenn die sie erzeugenden Elemente linear abhiingig iiber dem Zentrum von K sind. 


DaB die Voraussetzung hinreichend ist, folgt aus der Beziehung 


e ° e 
¥ (kg) = ¥ tlk g) =| Yn) (kg) =0, 
i=1 i=1 i=1 
7) Die Elemente f,, ...,f, eines Moduls mit © als Rechtsoperatorenbereich heiBen 
rechts linear unabhangig iiber ©, wenn aus dem Bestehen einer Gleichung 
fitit +++ + fntn= 9, 8566 
folgt $, = -- + = $,= 0; sonst heiBen sie rechts linear abhangig. 


*) Regular erzeugbar bedeutet, daB sich jedes Element als Summe von regularen 
Elementen darstellen lasse. 

*) Zusatz bei der Korrektur. Diese Voraussetzungen sind z. B. erfiillt, wenn H Fix- 
ring einer halbregularen Automorphismengruppe (im Sinne von T. Nakayama) von K 
ist. Siehe dazu F. Kascu, Halblineare Abbildungen und die Rangrelation bei galoisschen 
Erweiterungen, Archiv der Math. (im Druck). In diesem Falle ist [K’, G] halbeinfach 
und dann erhalt man die im folgenden zu beweisende Beziehung € = [K’, &] unmittel- 
bar aus einem Satz von J. Drzeuponn& ([9], Théoréme 1). 

°) Vgl. [4], Lemme 1; [12] Lemma 1; [9] Lemme 2. 
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die fiir jedes k<¢ K gilt. Demnach ist > 8: t; = 0. Um zu zeigen, daB die Be- 


i 
dingung notwendig ist, betrachten wir unter allen Gleichungen 
-K 


: 


a 
a= 3'g; k- 0, k; ¢ 
i=1 


eine solche, bei der méglichst wenig Koeffizienten, aber mindestens einer un- 
gleich Null sind. Wir nennen eine solche Gleichung eine Gleichung minimaler 
Lange. Sei vorstehende Gleichung eine solche und die Bezeichnung so, dab 
k, + 0 ist. Dann folgt aus der Voraussetzung, daB K einfach ist, zusammen 
mit der Vertauschungsregel, daB es auch eine Gleichung minimaler Linge mit 
k,= 1 gibt. Dies sei in vorstehender Gleichung bereits der Fall. Dann kann 
keines der Momento k;+0 Nullteiler sein, denn wire etwa k,c = 0 mit k,, c+0, 


so ware in a c’ = y G(s c)’ = 0 der erste Koeffizient c’ +0 und diese Gleichung 


hatte wegen (k, <= 0 eine kleinere Lange als a. Bildet man mit beliebigem 
aeK 
xa—a(xg,)'=a 
so ist auch a’= 0 und wegen der Vertauschungsregel gilt 


a 


a’= 3 gi ((z g;) ki — k(x gy’. 
i 1 


t 
Wegen k,= 1 ist darin der erste Koeffizient gleich Null und folglich miissen 
alle Koeffizienten verschwinden, da a’ sonst eine kleinere Linge als a besitzen 
wirde. Also gilt 


(x g,) kj= k(x gq), i = * coves Ge 
und daraus folgt, da die von Null verschiedenen &; invertierbar sind 
G;= Gi te, fiir k;+ 0. 


Bezeichnet man die von Null verschiedenen k; mit 1, , T,, . . ., T,, 80 folgt aus 
a = 0 durch Einsetzen von g;= g; t, 


a 


= 9(  1,)'= 0, 
: : 
wobei ( > 1,;)' den durch das in der Klammer stehende Element erzeugten 
t= =1 


Linksmultiplikator von K bezeichnet. Folglich gilt wie behauptet, 


e 
> y= 9. 
i=1 
Da die 1; in G enthaltene innere Automorphismen erzeugen, liegen sie in 7’. 
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Dariiber hinaus haben wir sogleich gezeigt 
Hilfssatz 2: Automorphismen von K, die iiber K" linear abhéngig sind, sind 
bereits iiber T’ linear abhingig. 


Es soll jetzt die Bezichung € =[K’, G] nachgewiesen werden. Wir bereiten 
den Beweis durch drei allgemeine Hilfssitze vor. 
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Hilfssatz 3: Es sei A ein beliebiger Ring mit 1-Element von (nicht notwendig 
gleichem) endlichem Rechts- und Linksrang iiber einem Schiefkirper B. Dann 
ist jedes Element aus A entweder Nullteiler oder Einheit in A. 

Legt man in A/B etwa eine Rechtsbasis zu Grunde, so sind die Koeffi- 
zienten eines Produktes a,a, mit a,,a,¢A lineare Formen in den Koeffi- 
zienten von a@,. Je nachdem, ob die zu diesen linearen Formen gehérende 
Matrix regular oder singular ist, ist a, Rechtseinheit oder Rechtsnullteiler. 
Ist a, aber Rechtseinheit, so kann a, nicht Linksnullteiler sein und muB folg- 
lich, da auch fiir die linke Seite nur die Alternative Einheit oder Nullteiler 
besteht, Linkseinheit sein. Das gleiche gilt fiir die Nullteiler. 

Hilfssatz 4: Ist €=d0, A+ +--+ 0, A ein Vektorraum iiber dem Rechts- 
skalarenring A und geniigt A den Voraussetzungen von Hilfssatz-3, so bilden 
je n iiber A rechts linear unabhingige Elemente g,,...,g,, aus € eine Rechtsbasis 
von &/A. 

Zum Beweis sei (dD, ...d,) "= (g,...g,), wobei I’ eine n-reihige quadrati- 
sche Matrix mit Matrixelementen aus A bezeichne. Nach Hilfssatz 3 ist 


Nullteiler oder Einheit im Ring aller solcher Matrizen. Da g,,...,g,, rechts 
linear unabhingig tiber A sind, kann /’ kein Nullteiler sein, ist also Einheit, 
und folglich bilden g,, . . ., g,, eine Rechtsbasis von €/A. 


Hilfssatz5: Sei K ein Ring mit 1-Element e, H ein Linksskalarenring von K 
und e€ H. Ferner besitze K/H eine Linksbasis der Gestalt v,,...,v,,. Dann 
ist K* Rechtsskalarenring des Endomorphismenrings € von K/H und es gilt 
(€: K"),= (K: H),. 

Zum Beweis definieren wir n Endomorphismen },, d,,..., 5, von K/H in 
folgender Weise: 

0 fir i+]7 


e fir i=j’ 


(v;,d;) = (§,9—1,...,%). 


Dann 1laBt sich jeder Endomorphismus ¢ aus € in der Form 
e=b, kj +0,6+°°°+0,8 


darstellen. Ist namlich (v;¢) = w;, so setze man k;= w;. Da aus e = 0 wegen 
(u,e) =ek,=k; auch k,= k,=---=k,=0 folgt, ist diese Darstellung ein- 
deutig und damit Hilfssatz 5 bewiesen. 

Nach diesem Hilfssatz besitzt der Endomorphismenring € einer galois- 
schen Erweiterung K/H eine Rechtsbasis der Lange n = (K: H) tiber K’. 
Andererseits gibt es auf Grund von Hilfssatz 1 und der Voraussetzung (3) 
auch n Automorphismen g,, g2,-.--,%,¢ ©, die tiber K’ linear unabhingig 
sind. Wegen [K’, G] ¢ € und Hilfssatz 4 fiir A=X’ gilt dann aber 


€ = [K’, G] = g, K’+ G, K'+ +--+, K’. 


Auf Grund der Vertauschungsregel bilden diese Automorphismen dann auch 
eine Linksbasis von €/K’: 


€ = Kg, + K’g,+--+ + K'G,. 
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Ist w,, w,,..., w, eine Rechtsbasis von K/H, so folgt daraus 
€ = »' (wi (Hg, + H"g,+ +--+ H"g,)). 
i=1 


Besitzt K/H nur aiuBere Automorphismen, d.h. ist Z = 7, so ist wegen 
n = Ord (G) offenbar 


H’ g,+ H’g.+---+ H'g,=R = [(H’, G]. 


Ist andererseits 7' C H, so folgt die Richtigkeit dieser Gleichung aus Hilfssatz 2. 
In beiden Fallen existiert also die Basisdarstellung 


E=wiRi weR+---+ wR, 


d. h. RN ist Rechtsskalarenring von € und es gilt (K : H) = (€:R),. Da H der 
MM-Bedingung fiir Rechtsideale geniigt, gilt dies auch fiir N und damit folgt 
jetzt aus Satz 4 

Satz 7: Besitzt K/H nur duBere Automorphismen oder (und) gilt T° H, so 
sind der Automorphismenring R =(H’,G] und K als R-Rechtsmoduln operator- 
isomorph: R« *, K. 

Zusatz: Besitzt K/H nur innere Automorphismen, so ist dann und nur dann 
T° H, wenn T kommutativ ist. 

Der Zusatz ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daB beim Vorhanden- 
sein von nur inneren Automorphismen H der Zentralisator von T' ist. 

Sei K/H eine beliebige galoissche Erweiterung und 2 der durch 2 =[M’, G] 
definierte Endomorphismenring, wobei 

H fir Z=T 
M = 
[H, 7] sonst 
sei. Dann stimmt 2 offenbar mit R iiberein, wenn Z= 7' oder TCH ist. Wird 
noch vorausgesetzt, daB das Zentrum von 7’ ein K6rper ist, so gilt 

Satz 8: Betrachtet man A und K als A-Rechtsmoduln, so kann A operator- 
homomorph auf K abgebildet werden, A “+ K, und es ist (€: U),=— (K: M). 
Operatorisomorphie tritt also dann und nur dann ein, wenn M = H,d.h.X=R 
ist. 

Der Beweis soll hier nicht im einzelnen ausgefiihrt werden. Man schlieBt 
ebenso wie beim Beweis von Satz 7 und hat nur noch die Tatsache hinzu- 
zunehmen, daB K iiber M galoissch ist. Dies folgt unschwer aus [9]. 

3. Ist K ein Schiefkérper, so kann von Satz 7 auch die Umkehrung be- 
wiesen werden. 

Satz 9: Ist K eine galoissche Schiefkirpererweiterung endlichen Ranges 
iiber H, so sind der Endomorphismenring R = [H’,G] und K als R-Rechts- 


moduln dann und nur dann operatorisomorph, R-*+ K, wenn Z = T oder 
T CH gilt. 

DaB die Bedingungen hinreichend sind, ist in Satz 7 enthalten. Thre Not- 
wendigkeit ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Satz. 
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Satz 10: Sei K eine galoissche Schiefkirpererweiterung endlichen Ranges 

iiber H. Dann und nur dann ist 
(R: H") = (K:H), 
wenn Z = T oder T CH gilt. 

Aus diesem Ergebnis zusammen mit dem Zusatz von Satz 7 erhalt man 
unmittelbar die 

Folgerung: Besitzt K/H nur innere Automorphismen, so ist dann und nur 
dann 

(R: A") = (K: AH), 
wenn T' kommutativ ist. 

DaB die Bedingungen hinreichend sind, ist ebenfalls in Satz 7 enthalten. 
Den Beweis, daB sie notwendig sind, fiihren wir indirekt. Es enthalte © also 
innere Automorphismen, d.h.(7': Z)>1, es sei 79. H, und g,,...,g, mit 
n =(K:H) bezeichne eine Automorphismenbasis. von ®/H’. Dann bilden 
i, - - +> G, Offenbar auch eine Basis von €/K’. Sind t,,, . . ., t die simtlichen 
in der Basis g,,...,G, enthaltenen inneren Automorphismen, so bilden nach 
Hilfssatz 1 die sie erzeugenden Elemente 1,,...,1,, eine Basis von 7' iiber 
dem Zentrum Z von K und es la8t sich jeder innere Automorphismus von K/H 
durch t,,,.. +» f darstellen. Wir geben nun einen inneren Automorphismus 
t, an, bei dem die Koeffizienten in der Darstellung durch t,,,..., t nicht alle 
in H’ enthalten sind, und baben damit einen Widerspruch erhalten. 

1. Fall: Z GH. Wie man unnittelbar nachrechnet, ist 

te, 4, = te, (T(t, + Te) 7+ Bete (4 + 2) 7Y- 
Ist t,(t,+ t,)'¢H, so ist man fertig; sei also 1,(t,+ Tt, '=A€ H. Ferner 
sei z€Z, aber z¢H. Es ist 

teeter, = te,(t(t + 2 Te) + ty, (Tt, z(t, + 2 Te) YN. 
Angenommen, es wire auch 1,(t,+ z T,)"'= h’€ H, so folgte z-*(h’-'— 1) 1, 
= T, und zusammen mit der entsprechenden Beziehung fiir h 
z = (h’-2— 1) (h-2— 1771. 
Dies ist sinnvoll, denn es ist h + 1. Das wiirde bedeuten, daB z entgegen der 
Voraussetzung in H enthalten ist. 
2. Fall: ZQH; %,..., tet H. Ist 1 = 1, 2,+ +++ + Tm 2m, 80 ist 


t, = t,,(t%, 2%)" +°°*+ ty (Tm mn 
und fiir z;+ 0 gilt r,; z,¢ H. 
3. Fall: (2 9H); t,¢ H, t,¢H (bei geeigneter Numerierung). Es ist 
tear t,(H1(t% + Te) + t,(t2(4 + tT) 
mit t,(t,+ t,)"! ¢ H. 
4. Es soll nun die anfangs erwaihnte Tatsache bewiesen werden, daB beim 


Quaternionenschiefkérper Q der Automorphismenring X operatorhomomorph 
auf Q abgebildet werden kann. Wir zeigen dazu sogleich etwas mehr. 











460 Frrepricu Kascu: 

Sei Q jetzt eine zentrale, einfache Algebra vom Rang 4 itiber dem Kérper Z 
und es sei die Charakteristik 7(Z) +2. Dann hat bekanntlich Q/Z eine Basis 
der Gestalt 

1, v, w, vw 
mit v?= z,¢Z, w*= 2z,€Z und vw = — wv; mit anderen Worten, Q ist eine 
Quaternionenalgebra. Nach Hilfssatz 1 und 4 bilden die durch die Elemente 1, 
v, w, vw erzeugten inneren Automorphismen t,, t,, t,, t,, eine Basis von 
€/Q". AuBerdem bilden diese Automorphismen eine Gruppe. Demzufolge ist 
der Endomorphismenring 
S = [Z", t,, So, fe» tow] 

Rechtsskalarenring von € und (€:6),=(Q:Z). Da nach dem Satz von 
Mascuke © auBerdem vollstindig reduzibel ist, gilt jetzt auf Grund von 
Satz 4 (oder Satz 5) 

Satz 10: Ist Q eine zentrale, einfache Algebra vom Rang 4 iiber dem Kérper Z 
und ist y(Z) +2, so gibt es einen durch Automorphismen von Q/Z und Z erzeugten 
Endomorphismenring @ mit @<—~Q. Ferner sind © und Q als G-Rechts- 
moduln vollstindig reduzwel und wegen G@ GR = [Z", G] gilt R x, Q. 


5. Der eben angegebene Zusammenhang gibt ferner AnlaB zur Betrachtung 
endlicher Untergruppen ©, der Galoisgruppe G von K/H, die eine Auto- 
morphismenbasis von €/K’ enthalten. Ist letzteres der Fall, so wollen wir G, 
als unabhingig bezeichnen. Sei nun G, eine unabhangige Untergruppe end- 
licher Ordnung von G, und die Charakteristik (KX) sei kein Teiler der Ord- 
nung von G,. Dann ist nach dem Satz von MascuKke der formal gebildete 
Gruppenring von G, in H, den wir mit 6* bezeichnen wollen, vollstiandig 
reduzibel. G* kann ringhomomorph auf © = [H’,G,] abgebildet werden, 
indem man jedem Element >’ g; h; aus @* das Element >’ g,; h? aus © zuord- 


v v 

net. Da bei einer homomorphen Abbildung ein vollstandig reduzibler Ring 
in einen ebensolchen iibergeht, ist auch © vollstandig reduzibel. Ist w,, w2,..., 
w,, eine Rechtsbasis von K/H, so ist w}, w2, ..., w;, ein Rechtserzeugenden- 
system von €/G, denn © enthalt nach Voraussetzung eine Automorphismen- 
basis von €/K’. Damit erhalt man aus Satz 5 das folgende Ergebnis. 

Satz 11: Sei G, eine unabhiingige Untergruppe endlicher Ordnung von G, 
und sei die Charakteristik von K nicht Teiler der Ordnung von G,. Dann gilt 


S = [H", GK 
und K ist als G-Rechtsmodul vollstindig reduzibel. WegenG oR gilt dann auch 
n> K. 

Einfache Beispiele fiir galoissche Erweiterungen K/H mit einer Auto- 
morphismengruppe unendlic.er Ordnung, die eine unabhangige Untergruppe 
endlicher Ordnung enthalt, kann man sofort angeben. Sei P ein kommuta- 
tiver galoisscher Erweiterungskérper iiber H mit der Galoisgruppe D = (p,. 
Pe,---»P,), und es besitze P/H eine Basis aus Radikalen r,,r,, . . ., 1, (also 
r; € H). Den Endomorphismenring von P/H, der zum Ring aller quadrati- 
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schen n-reihigen Matrizen mit Elementen aus H isomorph ist, bezeichnen wir 
mit K und betrachten K als galoissche Erweiterung iiber H™). Dann besteht 
die Galoisgruppe © von K/H aus allen inneren Automorphismen von K und 
der Zentralisator von H in K stimmt mit K iiberein. Ist v,, v,,..., v,: eine 
Basis aus reguliren Elementen von K/H, so bilden nach Hilfssatz 1 die 
durch sie erzeugten inneren Automorphismen t,, (% = 1,2,..., mn?) eine Basis 


des Endomorphismenrings von K/H iiber K". Die durch diese Automorphismen 
erzeugte Untergruppe G, von G ist also unabhingig. Da H das Zentrum von K 
ist, gilt 
G, = {v,}/H* ; 
wobei {v;} die durch die Elemente v,,..., v,: erzeugte multiplikative Gruppe 
und H* die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen Elemente aus 
H sei. 
Wie allgemein festgestellt, ist 
K =[P,B)=p, P+---+p,P 


(mit anderen Worten: K ist verschranktes Produkt von P/H zum Faktoren- 
system 1), und folglich gibt es die Basis 


p,7;, (t,7, = 1,2,..., 2) 


von K/H. Wir betrachten nun 
G, = {p; 7;}/H* 


und behaupten, daB G, eine endliche Ordnung besitzt. Dies ist sofort einzu- 
sehen, denn auf Grund der Vertauschungsregel erzeugen die Elemente 


n 

II p,(r, p,)", 
u= 

wobei 4, 943, jig, >> +s jinn Unabhangig voneinander die Zahlen 1, 2,..., durch- 
laufen mégen, (nicht notwendig eindeutig) alle Klassen von {p,; 7;} nach H*. 
Also ist die Ordnung von G,< n"*! und, wie unmittelbar einzusehen, sogar 
ein Teiler hiervon. 

Um das Ergebnis dieser Uberlegungen kurz formulieren zu kénnen, be- 
zeichnen wir eine aus einfachen Radikalen bestehende Basis von P/H als 
Radikalbasis. Dann gilt 

Satz 12: Es bezeichne K den Ring aller n-reihigen, quadratischen Matrizen 
mit Elementen aus einem Kérper H. Die Charakteristik von H sei nicht Teiler 
von n. Gibt es iiber H eine kommutative galoissche Erweiterung vom Grad n, 
die eine Radikalbasis iiber H besitzt, so ist der Automorphismenring R von K/H 


, x. 
operatorhomomorph zu K: R-— K?®). 


11) Bei den durch Elemente aus P als Rechtsmultiplikatoren von P erzeugten Endo- 
morphismen werden wir im folgenden die Seitenangabe fortlassen, also statt w;, i of 
usw. nur w;, H, P usw. schreiben, um Verwechslungen mit den Rechtsmultiplikatoren 
von K zu vermeiden. 

12) Zusatz bei der Korrektur. Auf anderem Wege konnte ich inzwischen diesen Satz 
weitgehend verallgemeinern. F. Kascu, Invariante Untermoduln des Endomorphismen- 
rings eines Vektorraums, Archiv der Math., IV, 182 (1953), Satz 5. 
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6. Wie festgestellt, ist bei einer beliebigen galoisschen Erweiterung € 
= [K’,G]. Daher besitzt € tiber dem Automorphismenring R = [H’, G] das 
zuvor angegebene Rechtserzeugendensystem wi], w,..., w),. Daher folgt aus 
Satz 6 

Satz 13: Ist K/H eine galoissche Erweiterung mit der Galoisgruppe © und 
betrachtet man den Automorphismenring R = [H',G] und K als R-Rechts- 
moduln, so kommen die Kompositionsfaktoren einer Kompositionsreihe von K 
(bis auf Isomorphie) unter den Kompositionsfaktoren einer Kompositionsreihe 
von R vor. 


V. Folgerung. 


Unter der Voraussetzung, daB K ein Schiefkérper ist, gilt der folgende 
Satz, der eine Verallgemeinerung des Satzes vom primitiven Element auf 
Schiefkérper darstellt. 


Satz 14: Ist K/H eine galoissche Schiefkirpererweiterung endlichen Ranges. 
so besitzt K zwet erzeugende Elemente iiber H: K = H (k,,k.). Ist Z = T oder 
T CH, so existiert bereits ein erzeugendes Element von K iiber H: K = H(k). 

Darin ist also z. B. enthalten, daB jeder zentrale Schiefkérper ein er- 
zeugendes Element iiber jedem seiner maximalen kommutativen Unterkérper 
besitzt. 

Zum Beweis des Satzes greifen wir aus dem Zentralisator 7 von H in 
K einen iiber dem Zentrum von 7’ separablen, maximalen kommutativen 
Unterkérper S heraus, was bekanntlich stets méglich ist. F sei der Zentrali- 
sator von S in K, d.h. der Fixkérper der durch die Elemente aus S erzeugten 
inneren Automorphismen. Dann besitzt, wie in [13] gezeigt, F ein erzeugendes 
Element iiber H: F = H(k,). Andrerseits besitzt K itiber F nur innere Auto- 
morphismen mit dem kommutativen Transformatorenkérper S, d.h. es ist 
S¢F. Man hat also jetzt nur noch den im Satz behaupteten zweiten Fall zu 
beweisen. Dazu nehme man ein Element k, welches eine Normalbasis von K/H 
erzeugt. H (k) bleibt dann nur bei dem identischen Automorphismus fest und 
stimmt daher auf Grund der galoisschen Zuordnung mit K tberein. 
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Ein Kriterium fiir das Vorhandensein von Faktoren 
in beliebigen Graphen. 
Von 
THEopor Kauuza jr. in Braunschweig. 


T und W seien zwei Graphen, von denen 7’ véllig beliebig ist, W aber die 
Gestalt eines endlichen oder einseitig unendlichen Weges hat. Wenn wir dann 
einen (bzw. den) Endpunkt von W mit einem beliebigen Knotenpunkt von 7 
identifizieren — ohne aber noch weitere Bestandteile von W mit Bestand- 
teilen von 7 als identisch anzusehen —, so wollen wir sagen, daB wir dem 
Graphen T den Weg W angefiigt haben. Ist wieder 7' ein beliebiger Graph 
und W ein endlicher Weg und werden die beiden Endpunkte von W — aber 
keine weiteren Bestandteile — mit zwei Punkten von T' identifiziert, so soll 
dieser ProzeB als Einfiigen eines Steges in T beschrieben werden. 

Verstehen wir sodann unter einem Weg nicht-gerader Lange einen Weg, 
der entweder von ungerader Linge oder einseitig unendlich ist, und unter 
einem Weg nicht-ungerader Lange einen, der entweder von gerader Lange oder 
einseitig unendlich ist, so gilt der 

Satz: Ein beliebiger Graph G besitzt dann und nur dann einen Faktor ersten 
Grades, wenn sich jede seiner Komponenten aus einem Weg nicht-gerader Linge 
durch Anfiigen von Wegen nicht-ungerader Linge und Einfiigen von Stegen 
ungerader Liinge aufbauen lapt, — wobei unter Aufbau eine wohlgeordnete Folge 
der genannten Prozesse zu verstehen ist. 


Es geniigt, den Beweis fiir einen zusammenhangenden Graphen G zu fiihren: 

G besitze einen Faktor F, und K, sei eine beliebige Kante von F. Gibt es 
in G noch Punkte, die nicht mit K, inzident sind, so gibt es wegen des Zu- 
sammenhanges auch einen Punkt P,, der von einem der (End-)Punkte von 
K, — er heiBe P, — die Entfernung | hat. Die Kante P, P, heiBe K, und die 
Kante von F, die mit P, inzident ist, heie K,. Dann ist K, ein Weg nicht- 
gerader Lange und K,—K, ein an K, angefiigter Weg nicht-ungerader Lange. 
Ferner stellen alle etwaigen Kanten, die Punkte von K, und K, verbinden, 
Stege der ungeraden Linge 1 dar. 

Als Regel fiir den Aufbau von G soll nun gelten, daB man zu dem bereits 
aufgebauten Teil, von einem geeigneten seiner Punkte ausgehend, abwechselnd 
Nicht-Faktorkanten und Faktorkanten so hinzufiigt, daB sie aneinander an- 
schlieBend eben Stege ungerader Linge, einseitig unendliche Wege oder Wege 
gerader Lange bilden. Da®B der Aufbau von G gemaB dieser Regel begonnen 
werden kann, wurde im vorhergehenden Absatz gezeigt; daB er gemaB dieser 
Regel fortgefiihrt werden kann, wenn der bereits aufgebaute Teil 7’ noch 
nicht alle Punkte von G enthilt, sieht man auch aus dem vorangehenden Ab- 
satz, wenn man dort sinngemaB T anstelle von K, setzt. Sind schlieBlich alle 
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Punkte erfaBt, so kénnen etwaige noch nicht erfaBte Kanten als Stege der 
Lange | eingefiigt werden. 

Dem Zweifel, ob dieser ProzeB iiberhaupt zu Ende fiihrt (den ganzen Graphen 
G liefert), kann mit Hilfe des Wohlordnungssatzes so begegnet werden: Die 
Punkte und die Kanten von G mégen — jede der Mengen fiir sich — wohlgeordnet 
gedacht werden; dann wird als zweite Aufbau-Regel festgesetzt, daB der nichste 
Schritt jeweils durch den ersten von dem bereits aufgebautenTeil 7’ noch nicht 
erfaBten Punkt P folgendermaBen bestimmt wird: P wird mit 7 durch einen 
(endlichen) Weg W verbunden. Der 7' nachstgelegene Punkt von W heiBe P, 
und werde an 7' wie oben angeschlossen. Das Stiick P — P, von W ist um 1 
kiirzer als W selbst, — P kann also nach endlich vielen Schritten an 7' an- 
geschlossen werden. Nach Erfassung aller Punkte werden die noch fehlenden 
Kanten so, wie sie in der Wohlordnung aufeinander folgen, als Stege eingefiigt. 

LaBt sich umgekehrt G im Sinne des Satzes aufbauen, so ergibt sich wieder- 
um durch Induktion die Existenz eines Faktors in G: Der Weg nichtgerader 
Lange, mit dem der Aufbau begonnen werden kann, besitzt nimlich einen Fak- 
tor; hat man einen Teil 7’ von G aufgebaut und besitzt 7’ einen Faktor, so 
besitzt auch die aus 7' beim nachsten Aufbau-Schritt entstehende Erweiterung 
T’ einen Faktor, der aus den Faktorkanten von 7 und den Kanten mit 
gerader Nummer des angefiigten Weges bzw. des eingefiigten Steges besteht 
(Zéhlung mit 1 bei der bzw. einer Kante mit identifiziertem Endpunkt be- 
ginnen}. Da also eine im Laufe des Aufbaus einmal zur Faktorkante gemachte 
Kante im Laufe des weiteren Aufbaus Faktorkante bleibt, bilden die Faktor- 
kanten aller Teile 7' tatsaichlich einen Faktor von G, womit alles bewiesen ist. 

Anmerkung. Als die wichtigsten bisher bekannt gewordenen Bedingungen fiir die 
Existenz eines Faktors ersten Grades in einem Graphen G kénnen wohl gelten: 

G endlich, briickenlos und regular 3. Grades — hinreichend (Satz von PETERSEN, 1891); 

G paar und regular endlichen Grades — hinreichend [Bew. von D. Kénte fiir end- 
liche G (1914) und von D. Kénig und Sr. Vatx6 fiir unendliche @ (1926)]; 

@ regular vom unendlichen Grade g und Existenz eines h < g so, daB je zwei Punkte 
von @ durch weniger als Ah Kanten verbunden sind, — hinreichend [Bew. von D, Kénie, 
G. Hasés und L. Katmar (1935 [ ?])]; 

Beweise, Literaturangaben, Anwendungen und einfache Verallgemeinerungen hierzu 
s. etwa D. Kénica, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Akad. Verl. Ges. 
Leipzig 1936, S. 186, 190, 170 und 220; 

zu je k unabhangigen Punkten in G existieren k verschiedene Punkte in G, deren jeder 
mit mindestens einem der ersteren verbunden ist, — notwendig und hinreichend bei paaren 
Graphen endlichen Grades (Bew. P. Hatt, On representations of subsets, Journ. London 
Math. Soc. 10, 26—30, (1935), mengentheoretisch formuliert fiir endliche G@; fiir unendliche 
G s. R. Rapo, Factorization of even graphs, Quart. Journ. Math. [Oxford Series 20, 
95—104, (1949)]; 

die Zah] der Teile mit ungerader Punktezahl, in die G nach Streichung von s beliebigen 
Punkten und den von ihnen ausgehenden Kanten zerfallt, ist stets kleiner oder gleich s, 
— notwendig und hinreichend bei allen Graphen endlichen Grades (Bew. fiir endliche G 
s. W. T. Tutte, The factorization of linear graphs, Journ. London Math. Soc. 22, 107 bis 
111 (1947); fiir unendliche G s. W. T. Tutte, The factorization of locally finite graphs, 
Canadian Journ. Math. 2, 44—49 (1950). 


( Bingegangen am 17. Marz 1953.) 
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Diskontinuierliche Lé6sungen von Variationsproblemen 
mit Gefallebeschrinkung. 


Von 
Orro FOLLINGER in Frankfurt am Main. 


Im folgenden werden Variationsprobleme des einfachsten Typs, also ebene 
Probleme ohne Nebenbedingungen, in z-Darstellung behandelt, bei denen 
jedoch im Gegensatz zur iiblichen Problemstellung das Gefille y’ der zulassigen 
Kurven durch die Ungleichung g (z, y) < y’< G@ (zx, y) eingeschrankt ist, wobei 
g (x, y), G(x, y) gegebene Funktionen sind. Es werden notwendige und hin- 
reichende Bedingungen angegeben fiir zwei Typen diskontinuierlicher Lé- 
sungen. Bei beiden besteht die Lésung C, aus zwei glatten, in einer Ecke zu- 
sammentreffenden Kurvenstiicken, bei dem einen Typ hat das erste Kurven- 
stiick in jedem Punkt eine zwischen g (xz, y) und G (z, y) gelegene Steigung, 
das zweite das Maximalgefille y’= G(x, y), wihrend bei dem anderen Typ 
der erste Bogen das Minimalgefille y’= g (zx, y), der zweite das Maximal- 
gefille y’= G(x, y) besitzt. In einem Spezialfall wurden diese Probleme be- 
reits von B. FLoprn') behandelt, namlich fiir g (x, y) = a, G(x, y) = b. Die 
hier verwandte Methode zur Herleitung notwendiger Bedingungen ist von der 
von FLoprn benutzten verschieden, und zwar kann sie aufgefaBt werden als 
eine Kombination der Variations- und Differentiationsmethode, wie diese in 
der Theorie der Variationsprobleme mit variablen Endpunkten iiblich sind. 
Die geometrische Deutung der so erhaltenen Bedingungen fiihrt zu Resul- 
taten, welche die entsprechenden FLoprinschen Ergebnisse enthalten. Wie in 
der bekannten Theorie der diskontinuierlichen Lésungen kommt man so zur 
Konstruktion einer Eckenkurve und der Einbettung von C, in ein Kurvenfeld. 
Die hierbei auftretenden Felder bestehen jedoch nicht aus Extremalen oder 
gebrochenen Extremalen, sondern setzen sich aus Extremalen und Lésungen 
der Differentialgleichungen y’=g (zx, y), y’= G(x, y) zusammen. Infolge- 
dessen ist die fiir die Aufstellung hinreichender Bedingungen entscheidende 
Darstellung der totalen Variation mit Hilfe der Wererstrassschen £-Funktion 
hier nicht durchfiihrbar. An die Stelle der letzteren tritt vielmehr eine Funk- 
tion, welche von Fioprn fiir Felder konstruiert wurde, die sich aus Geraden- 
und Extremalenscharen zusammensetzen, und welche speziell fiir Extremalen- 
felder in die £-Funktion iibergeht. Die Konstruktion dieser Funktion wird 
hier auf beliebige Kurvenfelder verallgemeinert. Mit Hilfe derselben erhilt 
man ein Analogon der WErERSTRASS-Bedingung und aus diesem weitere not- 
wendige Bedingungen, welche durch die Beschaffenheit der Funktionen g (z, y) 


1) Uber diskontinuierliche Lésungen bei Variationsproblemen mit Gefallbeschrankung, 
Acta Soc. Scient. Fennicae, Helsingfors, 1945. 
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und G (x, y) bestimmt sind. Die Gesamtheit der so erhaltenen Bedingungen 
erweist sich dann nach gewissen Verscharfungen als hinreichend. 


1. Problemstellung. 
Gegeben ein offener Bereich G, der z, y-Ebene und P, = (x, y,), 
P, = (%q, Ya) €G, mit x, < xq. In G, seien zwei Funktionen g(x, y) und G (z, y) 
erklart und von der Klasse C®?) mit g(x, y)< G@(z,y). Dann sei G,: 
(x, y) €G, g(x,y) Sy’: 
glatte Kurve mit @ (z,) = y,, (22) = ya. Thr werde die Kurve C: y = @ (2), 
y= y' (x), 4% S22, des z, y, y’-Raumes zugeordnet. C heiBe zulassig, 


G(x, y). Sei C: y= p(x), 4,5 2S 2p, eine stiickweis 


wenn C C G,. Der Integrand f (2, y, y’) des zu einem Minimum zu machenden 


2, a 

Integrals J (c) = { f (x, p (x), py’ (x)) dx sei in dem offenen Bereich ©, > G, 
zy, 

von der Klasse C®, 


Die zulassige Kurve Cy: y = q(x), 2,5 2S %z, liefert ein relatives starkes 
Minimum von J (C), wenn ein 9 > 0 existiert so, daB IJ (Cy) < J (C) fir alle 
zulassigen Kurven C mit | @ (x) — o(z)| <0, 4, S22. Dies Minimum 
heiBt eigentlich, wenn J (C) = J (Cy) nur fiir C = Cy. 

Im folgenden werde eine zulissige Kurve betrachtet, welche aus zwei 
glatten Kurvenstiicken Ey: y= g(x), 2,5 252%, und E,: Y = Po(2). 
%y xX 2X_, besteht, die in der Ecke P, = (zy, y,) zusammentreffen, so dab 
also Po+ Po, WENN Go (Xp) = Po, Fo (Xo) = Po. Unter den verschiedenen Lage- 
méglichkeiten von E, und E, in G, seien zwei herausgegriffen: 

I. E, liegt im Innern, £, auf dem oberen Rand von 6. 


II. E, liegt auf dem unteren, Z, auf dem oberen Rand von @,. 


2. Herleitung notwendiger Bedingungen im Fall I. 

2.1. Liefert Cj= Ey+ E, ein Minimum von J (C), so muB auch jedes Teil- 
stiick von C, ein Minimum erzeugen, insbesondere auch Ey. Da E, im ©,- 
Innern liegt, kann man durch geringfiigige Modifikation der iiblichen SchluB- 
weisen zeigen, daB hierfiir die Giiltigkeit der Evuterschen Gleichung, der 
LEGENDRE-, JACoBI- und WerEeRsTRASS-Bedingung fiir Z, notwendig ist. Im 
folgenden wird daher angenommen, daB E, eine Extremale ist, welche die ver- 
scharfte LEGENDRE- und Jacosi-Bedingung sowie die WEIERSTRASS-Bedingung, 
doh. &(x, (x), Yo (2), p) = 0 fiir g(x, Yo(x)) S PSE (x, Po(z)), STS 4, 
erfiillt. Die bisher gemachten Voraussetzungen seien mit (V) bezeichnet. 

Dann existiert ein Extremalenbiischel 6: y = o (2, «),7,-hixS2,+h, 
|a — a%| << d mit @ (x, %) = g(x), dessen Traiger P, ist und fiir dessen Ele- 
mente E E ¢ G, gilt. Da E, auf dem oberen Rand von G, liegt, erfiillt y = G(x) 
die Differentialgleichung y' = G (x, y). Eine Umgebung von Z, wird von einer 
Integralkurvenschar 6: y = G(x, 8), t—-hSxSa,t+h, |B — Bl < 6:%, 


dieser Differentialgleichung schlicht iiberdeckt, die Z, fiir 6 = fy enthalte 


*) Definition der Klasse C(™ siehe Boiza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 14. 
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und fiir die , (zx, 8) + 0%) in A gilt. Diese Schar, deren Elemente £ seien, 
werde als allgemeines Integral von y’ = G (x, y) bezeichnet. 

2.2. Nun werde eine spezielle Schar { zulissiger Kurven konstruiert, die 
in einer beliebig engen 'm- 
gebung von C, liegt und C, 
enthalt. 

Sei P,,= (Xm; Ym) mit z,, 
€(%, %] und y,, = Po (rp). 
Durch P,, werde das Geraden- 
stiick g: w=2,,—& Y=Ym 

— pe, je|<e, mit g(z,,, Ym) 
<P<G (2m; Ym) gelegt. Bringt 
man 6 mit g zum Schnitt, 








F (ta — 8, B)= Ya — BE, 00 
existiert eine diese Gleichung 
erfiillende Funktion f = b(e), 





e| < &,, mit b(0) = B,. Damit ist 


b: y = G(x, b (e)) = p(x, €), m-—hSxsart+h, jel <e. 


Jetzt bringe man 6 und b zum Schnitt: y (&, a) = 9 (&, 2). Da E, die ver- 
scharfte Jacosi-Bedingung erfiillt, ist @,(x», %) + 0, und es gibt daher ein 
k>0 so, daB in |& — x| < k, \e| < & eine Funktion « = A (&, e) existiert mit 
p (&, A (&, €)) = @ (é, €) und A (2,0) = a. Hiermit ist b: y= p(z, A (&,)) = 
= yp (xz; é,e),a4,S 256, | — 2] < k, |e| < k. Nunmehr sei f definiert durch 

y= yp (x; &, e), y4s23 6, 

y = 9 (2, €), Exsraxry,—€é, 

i: ¥= Ymt P(X — Lm), Im— ERTS Im; 
¥ = Go (2), Im SS Ly 


|§é—al|<k, OSe<k. 


v 


2.3. Das Grundintegral lings einer Kurve von { ist 
l_~ € 


u (é, €) = f f (x, w(x; &, e), we (a; & e))da+ ff f(x, @ (x, €), Ge (z, ©) dx+ 


+ f f(x, mt P(X — Lm), p) dx + ff (x, Po(x), Po(x)) dz, 


|\§ — a| << k, OS e<k. Die Funktion u (é, ¢) ist jedoch in der ganzen Um- 
gebung von (2», 0) erklart und von der Klasse C®. Da C, ein Minimum liefert, 
ist u(x», 0) < wu (é, e) in | — x,| < k, OS e < k fiir geniigend kleines k. Hier- 


fiir ist notwendig u, (xo, 0) = 0, u,(x, 0) > 9, u,.(z, 0) 2] 9. Hieraus erhalt 


%) Vgl. etwa Borza, a. a. O., S. 175—176. 





Variationsprobleme mit Gefallebeschrankung. 469 


man die Relationen 


€ (Xo, Yo: Po» Po) = 9; 


z. 


oo = d= os 
I @, (x, 9) (7, (x, 0) - da fy (x, 0)) dx + @, (Xp, 0) (fy (9; Yo: Po) — 

- fy (Zo, Yo. Po)) + 
P ?. (2m; 0) | (Lm; Ym> Ym) 4 f (Tm; Ym: Pp) = f (2m: Ym> Ym) = 0 mit 
f (x, 0) = f (x, @ (x, 9), Pz (x, 9), Yin = PO(Tm); 


f, i, + Po (fy —_ fy) + Yo (ty — fy) Tr (Po Po) fy + (Po sae Po)* fyy + 
‘ Pax (Xo, Xo) 


>0 
Pa(Zo,%) ~ 


T (Do Po)” lyy 
mit Yo = Po (xo) und f= fz (Xe, Yo: Po)» fe= fa (Lor Yoo Po) USw. Die erste dieser 
Relationen werde mit (A), die letzte mit (B) bezeichnet. Fiihrt man in der 
zweiten dieser Relationen an Stelle des Scharparameters e wieder « ein und 
schreibt auBerdem fiir z,, x, so erhalt man auf Grund von 2.2. 


— 7, ( , = d pe 
$6 (x, 2.) J Pp (T, Bo) (i, (t, Bo) — Gz fy (t, f)) dt — 


(C) = (B~ Foz) VEN) (tym, Yo. Pa) — by (o> Yor Pe)) 


(P — Po (x)) fy (x, Po(x), Pox) + f (x, Fo(x), P) — f (x, Po(x), Po(x)) 20 


mit f (x, 6) = f (x, @ (x, B), G, (2, B)). Diese Ungleichung gilt zunichst nur 

fiir r< 2S 2%, g(x, Py (x)) < Pp < G(x, Go(x)). Da jedoch die durch die 

linke Seite dieser Ungleichung erklirte Funktion in dem abgeschlossenen 

Bereich erklart und stetig ist, folgt,daB (C) in x < x S 2%, 9 (%, Yo (x)) S Pp < 
G (x, Po(x)) gilt. 


3. Konstruktion einer Eckenkurve. 

3.1. Nach (V) ist 2 (2, @, 9, G(x, %))=€(xz)=0 in 4SxS 4%. 
Wegen (A) ist & (2%) =0 und daher & (x) = (x — x9) (29+ w (x — 2%)), 
tS 25 4%, mit Q,= €, (x) und lim w (x — 2) = 0. Also mus 

zrZ—>T7Z, 


(D) 2, = fe — fet Po h — Po fy + (Ga + Po Gy) (fy — hy) lo*) S 0 sein. 


Die Ungleichung 2,< 0, die im folgenden stets vorausgesetzt wird, sei mit (D') 
bezeichnet. 

3.2. Sei v(x) eine in 2 verschwindende, nichttriviale Lésung der zu E, 
gehérigen Jacosischen Differentialgleichung (J). Da HZ, die verschirfte 
Jacosi-Bedingung erfiillt, liegt die erste vor x gelegene Nullstelle x) von 
v(x) nicht in [z,, x). Es sei € (xo, 2) und y= O(z,a),%,-hioxrsay+h, 
|x — a | < 6, das Extremalenbiischel durch Q = (&, g (&)) mit ® (x, a) = 
= ~, (x). Es ist dann ©, (x, a) = c A (x, &) mit c= c(&) +0 und A (z, §) = 


*) Das Symbol |, soll andeuten, daB der vorhergehende Ausdruck an der Stelle P, zu 
nehmen ist. 
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= Uy (€) u, (x) — uy (&) ug (x), 7 S x, ES xy, wobei u, (x), u, (x) ein beliebiges 

Fundamentalsystem von (./) ist. 
Wegen (A) ist fiir z = x), « = a die Gleichung 
€ {x, D (x, a), D, (x, a), G(x, D (x, «))} & (x, a)=0 

erfillt. Da auBerdem be(Xe at) = 22,< 0 gemaB (D’), existiert in |a — a] <6 
eine Funktion x = % (a) mit é(a (a), x) = O und Z (a) = 2». Das glatte Jor- 
dankurvenstiick C:2 = 2 (a), y = y (a) = O(Z (a), a), ja — a] < 6, sei als 
Eckenkurve des Extremalenbiischels y = ® (x, «) bezeichnet. Ihr Anstieg fiir 
a= a ist gegeben durch 


D, (&) o—Q Pa (Ze Xo) 
Fo \» Po — “0 Ag Dz (Xo, %) + By Dax (Xo, Xo) 
A (2x), €) 


=9,- 2 — 
> A, A (2%, &) + By Az (xo,&) ’ to< 6 X9 > 


mit Ay = ty — fy+ G, (ty — fy) — (Po— Po) fyw lo» Bo= — (Po— Po) fy'y’ lo < 9- 


4. Einbettung von C, in ein Feld. 

4.1. Durch die letzte Gleichung ist die Funktion p, (&) in 24< & < x, er- 
klart mit py (2%) = Po, Po (Zp) = Po. Man zeigt nun auf die in der Theorie der 
diskontinuierlichen Lésungen iibliche Weise, daB p,(&) in [2z$, 2] monoton 
steigt und in (2%, x,) genau eine Unstetigkeitsstelle z,, besitzt, in der die Funk- 
tion von + co auf — co springt, so daB sie also in z)< § < x, jeden Wert genau 
einmal annimmt®). Insbesondere werde die Stelle £, fiir welche Po(é) Po ist, 
mit g_ bezeichnet und (gp, qo» (qq)) mit Q,. Anschaulich gesprochen: Wdhrend 
der Tréger Q des Biischels y = ®© (x, x) auf E, von Po nach P, wandert, dreht 

sich die in P,, genommene Tangente 

an die Eckenkurve des Q- Biischels 

aus der durch die E,-Tangente in 

P,, charakterisierten Grenzlage um 

den Winkel x monoton in dieselbe 

Grenzlage und fdllt daher genau 

L , einmal mit der E,-Tangente in P, 
— i G0) = zusammen. Dies geschieht gerade 











on 
a G+ 

_— _— fiir Q= Q). 

4.2. Auf Grund von (B) soll 
Fig. 2. nun gezeigt werden, dap qy ¢ (2,. 


%q|, falls C, ein Minimum liefert. 
Dazu werde der Tangentenwinkel von C in P, mit 6, (é) bezeichnet, so daB 
also p,(é) = tg 6, (é) ist. Nun ist 
Po (21) — Po 
:; Po (2X1) — Po 
= Q, (f. 3 | T Po (fy a fy) r (Po - Po) ly + (G, = Po G,) (fy : fy) T 
Az(2o,2;) ' ' 
A (x9, 2) ) lo 


T (Po = Po)” hey ta (Po bx Po)” lyy 


5) Siehe etwa Bouza, Amer. Journ. of Math. 30 (1908). 
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Wegen (x) = G(x, Gg(x)) ist Yo = G,(x, Yo) + Do G v (te, Yo), und da 


B pin) ~>0 ist. An- 


genommen, es sei go€ (2, %]. Dann gilt (vgl. Fig. 2) 0,< biz.) <9,<0,+2. 
Da o> Po, ist O,< O,(x..), also auch O,(zx,) < @, (z,,). Man hat daher die 
Ungleichung py < P(%,) < Po, Woraus Po(%,) — Py >0, Po(21) — Po < 0, also 


Do (%1) — Po 
< 0 
eS pS folgt. 


4.3. Verschairft man (B) zu (B’), d.h., lapt man in der Ungleichung (B) 
das Gleichheitszeichen weg, so gilt q,¢[x,, 2%). Dann kann man in iiblicher 
Weise zeigen, daB sich C, in ein Feld einbetten laBt. Dazu betrachte man das 
Extremalenbiischel f durch einen Punkt 7'¢ Z, mit Q,< T < P, und kon- 


struiere dessen Eckenkurve C. Da E, und £, bei P, auf verschiedenen Seiten 


weiterhin @, (x, %) = c A(x, z,), folgt aus (B), da 


von C liegen, trennt C f und die Kurvenschar y = 9 (z, 8). Infolgedessen 
hat man, wenn nur 7’ hinreichend nahe bei P, liegt, in 


fi: y=t(x,a), a —-ksars Z (a), |x — | <d:a, mit t (x, a) = gz) 
und f: y = @ (2, B), (a) S rsa,+k, |B— p\ <6 
ein zusammengesetztes, C, einbettendes Feld. Seine Existenz ist durch (V), 
(A), (B’) und (D’) gesichert. 

Man kann in f +f « als gemeinsamen Parameter einfiihren, indem man 
t (Z (a), a) = @ (% (a), B) nach f# auflést, wodurch man die Funktion f = b («) 
erhalt. Hiermit wird 

f:y= 9 (x,b(a))=p(z, a), F(a) Sesa,t+k, la — we] < 4:4, 

mit y, (z,«)+0 in @. Das Gesamtfeld sei nunmehr durch y = x (z, «), 
(x,a)€a+4, dargestellt. Es bedecke den Bereich G der x, y-Ebene. Der 
von f baw. f tiberdeckte Teilbereich von G sei g bzw. g. 


5. Eine Verallgemeinerung der Wre1erstrassschen {-Funktion. 

5.1. In Erweiterung einer Konstruktion von B. FLopr®*) soil jetzt eine 
Funktion gebildet werden, die eine Verallgemeinerung der WEIERSTRaSSschen 
€-Funktion darstellt. Letztere ist auf einem Extremalenfeld mit der Gefialle- 
funktion p(x, y) von der Form £(z, y, p(z, y) p) =f (x, y, p) — u(z, y) — 
— v(x, y) p, und ihre Bedeutung fiir das Variationsproblem beruht auf den 
folgenden beiden Eigenschaften : 

1. = ‘ p(x, y), p(x, y)) = 9, 

2. H = J u(x, y)dx+v(z,y)dy) ist auf dem Feld wegunabhingig 
fiir stiickweis glatte Kurven C. 

Auf Grund dieser beiden Tatsachen laBt sich nimlich die totale Variation 
Al fiir jede in dem Feld see zulissige Kurve C: y = g(x) darstellen 
in der Form 


Al=f (x, y, p(x, p), y’) dx (WererstrRassscher Fundamentalsatz). 
¢e 


*) B. Fiopm, a. a. O., 8. 7 und ferner. 
Mathematische Annalen. 126. 
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Bei den vorliegenden Variationsproblemen ist dieser Satz nicht anwendbar, 
da die auftretenden Felder t nicht aus Extremalen oder gebrochenen Extre- 
malen bestehen. Um hier zu einer dem Fundamentalsatz analogen Aussage 
zu gelangen, soll im folgenden eine Funktion I(x, y, p) = f(z, y, p) — u(x, y) 
— v(x, y) p, (x, y) €tg(z, y) S B S G (za, y), konstruiert werden, welche auf t 
die Eigenschaften 1. und 2. besitzt. Dann ist fiir jede in t gelegene zulissige 
Kurve C AI = I(C) — 1(C,) = { I(x, 9, oy’) dz. 


e 

5.2. Sei zunichst ein in G, gelegenes Kurvenfeld t gegeben durch f: y 
= p(x, a), X,< 2< Xy, a<a<a,:%, wy, p, von der Klasse C’ und ¢, + 0 
in A. t iiberdecke den Bereich G der z, y-Ebene schlicht. G ist dann ein 
einfach zusammenhingendes Gebiet. a(z, y) sei die inverse Funktion, p(z, y) 
die Gefallefunktion des Feldes. 

Angenommen, es sei auf f eine Funktion I"(z, y, p) mit den geforderten 
Eigenschaften gefunden. Dann folgt aus 1. durch Differentiation nach y: 
ly + lo Py — Uy— Yy P— U Py = 0. Andererseits ist H(C) in G dann und nur 
dann wegunabhiangig, wenn dort u,= v,. Aus beiden Gleichungen zusammen 
folgt v, + pv, + py v — fy — Py f,= 9 in G, eine lineare partielle Differential- 
gleichung 1. Ordnung fiir v(z, y). Sie besitzt die charakteristischen Diffe- 

dv 


d 
rentialgleichungen 7 = Pi ge t Pe? ly — Py fp = 9. 


Als deren Lésungen ergeben sich 


y= — (2, @), 


w(a) 
(*)} v= os 7 {2 J (fy (T, P, Pe) Pa + fy (TP: Pe) Pas) ET 
Dabei ist # Integrationsparameter und w(a) eine in «,<a< a, erklirte, 
stetig differenzierbare Funktion mit X,< w(a) < X,, die sonst jedoch be- 
liebig sein darf. Ist nun #§ = w(a) eine in a, << «< a, erklarte, stetig diffe- 
renzierbare, sonst aber beliebige Funktion und setzt man fiir « bzw. f a(z, y) 
bzw. die aus (*) sich ergebende Funktion von z, y ein, so hat man damit eine 
Lésung der partiellen Differentialgleichung. Dieselbe lautet also 


1 w(a) 
0 = Galea) [OC — Sf v(t, % Ga) Ge + hy (t P Pe) Pee) AT | 
mit a = a(z, y), (x, y)€G. wergibt sich jetzt aus der Gleichung 


f(x, y, p) — u(x, y) — v(z, y) p= 0 
zu 
u = f(z, p(x, &), Pz (%, a)) 
w(a) 


Pee) Neo (a) — f (y(t. Ps Ps) Pa + by (ts P Ps) Pas) At 


Pa(z, 2) 

mit a = a(z, y), (z, y)€G. 
Man verifiziert, daB die mit diesen Funktionen u und v gebildete Funktion 
I'(x, y, p) in der Tat 1. und 2. erfiillt. 
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5.3. Nunmehr werde ein aus zwei Teilfeldern zusammengesetztes Kurven- 
feld betrachtet. Es sei 
F: y= plz, a),x2, -—h<x<ayt+h, la — a|< 4:4, —, p, von der Klasse C’, 
7~. + 9 in A. Das von § schlicht tiberdeckte, einfach zusammenhingende Ge- 
biet der x, y-Ebene sei G, die inverse Funktion bzw. Gefillefunktion von F 
a(x, y) bzw. p(z,y). Weiterhin sei G: Y= 9(z,a), mM-h<ax<a,+h, 
|x — a%| < 6: %, mit analogen Eigenschaften ein zweites Kurvenfeld. SchlieB- 
lich sei C: x = % (a), y = ¥ (a) = y(Z (a), «), |x — a| <4, ein glattes Jordan- 
kurvenstiick mit Z(a)= 2%, und es gelte (Z (a), «) = 9 (% (a), a). Die 
Felder f: y = p(x, «), 2%, —h< 2S %(a), ja — «| <6:a, und f: y= @ (x, a) 
% (a) S 2< a2, +h, |x — a|< 6:4, mégen auBer den Punkten von C keinen 
Punkt gemeinsam haben. f bzw. f iiberdeckt den Bereich g bzw. g der z, y- 
Ebene. f + f werde dann ein zusammengesetztes Feld genannt. 
Man bilde die Funktionen u,v bzw. u, 0 auf f bzw. f, indem man w(a) = Z(«) 


setzt. Dann ist u=f — —s (cw (a) ~ f (fy Get by Pox) d t),v= (« (a) — 
.’ z 


— f (fe Ge + fy G2) 47) mit p= p(x, a), f=f (x, p(x, %), pe(z, «)) usw., 


a=a(z,y) und uw f— = (5 (a) +f (fy Pe + fy G2) dt) ,v= 3 (5 (a) + 


i ly Pat ty Pac) dr) mit @ = 9(z, a), ft = f(x, P(x, a), Py (x, x)) usw., 
a= a(z,y). 

w(x) und @(a«) sollen jetzt bestimmt werden durch die Forderung u(zZ (a), 
y (a)) = U(% (a), Y(a)), V(X (a), Y(a)) = O(F (a), F(a)), la — a] < : Aus 
ihr ergibt sich 


O = Oe spot /O= YP, ae mit p= 9(% (a), a), P = H(z (a), a), 
f= f(2, 9, Pe(%, a) = f(%, 9, p(%, 9). 1 = (%, ¥, Fel, @)) = f(%, 9, D(z, 9) 


Hiermit stellt sich I'(x, y, p) auf f bzw. f dar in der Form 


P— = _, #(2,9,0(2,9)) —f(2,9, p(2,9)) 
ve P)— (2, 9 B)— f(z, 9.7) — aa { P.(@, @) ae tb - 


* f {fy(t, P(t, &), alt, &)) Pelt, a) + fy (tT, Y(t, &), Pelt, *)) Pealt, a)} dr} 


mit p= p(x,y), = Z(a), ¥= 9a), a—a(x,y) und (x, y)€g, g(x, y) 
p < G (x, y) bzw. 

- ‘nd ie ie P—pr f— 2,9,0(2,9)) —f (2,9, p(2,9) 

7 (2, 9s B)=H (2, ¥. B) —f (YP) — ree ay ie (a, «) LR22O.8)— 18.9.208) 


ad 


+ f {fy(t, P(t, &), Pelt, «)) Y(t; a) + fy (zt, %), Pelt, &)) Pya(T, a)} dr} 


-_ 


z 


-_ 


mit p = p(x, y), = F(a), ¥ = Y(a), a = A(z, y) und (x,y) ¢G, g(z,y)S 
p< Giz, y). 
32* 
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Wegen u = t, v = v lings C ist lings dieser Kurve y (x, ¥, P) = (x, y, D 
fiir jeden Wert von p. I(x, y, p) ist daher auf f +f stetig. Die so konstruierte 
Funktion J"(z, y, p) erfullt in der Tat die Forderungen 1. und 2. 


6. Ein Analogon der Weierstrassschen Bedingung. 


6.1. I" (z, y, p) soll nunmehr auf dem in 5.3. konstruierten, C, einbetten- 
den Feld betrachtet werden. Zuniichst werde gezeigt, daB y (z, y, p) = 


= & (x, y, p (2, y), p) ist. Dazu ist die Giiltigkeit von 
(2,5) — p@B,9) — Jute + fea) dt} = 


=fy(z,y,p(z,y)) mit a—a(z, y), f=f (x,t (x, a), t, (2, a)) nachzuweisen. 
Nun ist 


(**) asi {t, (z, a) 


J tute + fy ten) dt = t, (%, @) fy (Z, ¥, Pp (%, ¥)) — t (x, @) fy (2, y, P (2, y)), 
z 
da ja f ein Extremalenfeld ist. Damit wird die linke Seite von (+**) 

1 __ te (2, a) 

te (x, a) 3 (2, | )—p (2, >) {f (2, ¥, P (2, ¥)) _ f (2, y, p (z, y)) 7 

— (P (2, ¥) — Pp (Z, 9) fy (2%, Y, PZ, ¥))} +t (x, &) fy (x, y, P (x, y))). 
Hierin ist die geschweifte Klammer gleich € (%, 9, p(Z, ¥), p (Z, 9)) = 
= £(Z,t (2, a), t, (Z, a), Ge (Z, «)) = € {%, t(Z, a), t, (Z, a), F(Z, M (Z, «))} = 
= £{2Z,t(Z, a), t, (Z, a), G(Z,t(Z, «))} = 0 auf Grund der Definition der 
Eckenkurve. Daraus folgt die Behauptung. 

6.2. Auf dem Feld f : y = 9 (zx, «) ist 7 (zx, y, p) gemaB 5.3. gegeben, wenn 
man nur @(z,a) durch ¢ (z, a) ersetzt. Fihrt man jetzt wieder den ur- 
spriinglichen Scharparameter f in f ein, so ergibt sich speziell langs E, 

Y (*, Go (2), P) = f (x, - _ — 1(%, Fo» Fo) — 
f (Ze, Yor Po) — f (Zo» Yor Po) 
ac Ty (Pe (em Ba) ete tere 
+ f (fy (tT, Po» Po) Ps (t, Bo) + fy (t. Po Po) Ppe (t, Bo)) dt . 
Zo 


Formt man das Integral durch partielle Integration um und beriicksichtigt 
€ (Xo, Yo. Po» Po) = 0, 80 ergibt sich hieraus 

—\> = ~ a-% 7 — =» d — =, 

Y (z, Po (x), P) oe Ss $8 (2, Bo) f Pes (z, Bo) (ty (x, Po Po) aor ty (t, Po 0) dt — 


“ (p - Po) Blab (fy (2, Yo Po) — ly (Zo, Yo. Po)) — 


— (P — Go) fy (x, Po Po) + f (x, Po. P) — f (x, Gos Po) 


mit Go= Po (zx). Durch Vergleich mit (C) erhalt man das Resultat: (C) ist 
dquivalent mit der Relation 


¥ (x, Po (x), P) S}O in Sx xy, g(x, Po (x)) < PS G(x, Gy (z)). 
Es ist ¥ (2, Yo. Po) = — € (Zo: Yo: Po» Po) = 0. Als die verscharfte Bedingung (C), 
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symbolisiert durch (C"), werde daher die folgende Aussage bezeichnet: ¥ (x, Go (x), 
P) = 90, X szs 7; g(x, Po(2)) = p Ss G(z, Po(2)) mit y (2, Pol), P) = 0 nur 
fiir DP = Po(z), %SexSxq, und x= 2%, P= py. Ganz analog wird hier wegen 
€(%_, Yo: Po» Po) = 9 unter der verschirjten WuterstRass-Bedingung die Be- 
ziehung verstanden: 

€ (x, Pox), Yo(z), P) 20, SxS xB, g(x, Yo (z)) << PSE (zx, go (zx)) mit 


€ (2, Po (2), Po(z), p) =O nur fiir p= yo (x), SxS x, und x= x, P= Pp. 


7. Herleitung weiterer notwendiger Bedingungen aus (C) 
und der Wererstrass-Bedingung. 

Setzt man ¥ (x, Po (x), P) = 7 (z, P), so ist fiir irgendein x € [x, x9] 
y (x, P) = ¥ (%, Po (2) + (P — Po (=) (Y¥p(z, Yo) + @ (P — Gp) mit 
lim w (~p — Po) = 0. Wegen ¥ (x, Ho) = 7 (x, Po, Po) = 0 und p — Ho < O fiir 
P—%o 
P + % muB also yz (zx, Hp) SO sein, da sonst (C) nicht erfiillt wire. Liefert 
also C, ein Minimum, so ist 
8 ( Zo, Bo) 


9p (x, Bo) (fy (Zo Yo: Po) — fy (%o> Yo: Po)) — 


‘ Y x (% Po Po) = — 
| (C 1) 1 oe | ii a _— 
— Gp ta, Ba J Ve (> Bo) (t, (T, Por Po) — Ge ly (t, Fo 0)) drs. 
Zo 
Verschirft man diese Bedingung durch Weglassen des Gleichheitszeichens, so sei 
sie mit (Cj) bezeichnet. 
Setzt man in Y (x, 9 (z, 8), p) B = By und entwickelt um die Stelle z, 
nach z, so erhalt man in analoger Weise die Ungleichung 
S = as on 
dal? (x, p (x, B), p) lem a, - 
= fe pe te 7 Po ly — Po hy + (fy 7. ty) (@ et Po) = %) lo 20. 
Thre Verschirfung heiBe (C3). 
Entsprechend (C,) ergibt sich aus der WEIERSTRASS-Bedingung: 


(W) Yp (Zo Yor Po) = fF (2 Yo: Po» Po) = fy (Xo. Yo Po) — fy (Zo. Yo: Po) S9, 
Verscharfung (W’). 


8. Hinreichende Bedingung im Fall I. 

Im folgenden wird bewiesen: Sind die Voraussetzungen (V) erfiillt, geniigt E, 
dariiber hinaus der verschirften WEIERSTRASS-Bedingung und gelten (A), (B’), 
(C’), (Cy), (C3), (D’) und (W’), so liefert C, ein relatives starkes eigentliches 
Minimum von I(C). 

8.1. Auf Grund von (V), (A), (B’) und (D’) laBt sich C, in ein Feld ein- 
betten, wie dies in 4.3. angegeben wurde. Es sei « als Parameter des gesamten 
Feldes eingefiihrt, wodurch sich in (C’), (Cj) und (C3) nichts weiter andert, 
als daB G, (2, Bo) bzw. Pge(%q, Bo) durch , (xq, %) bzw. P,2(%, %) ZU er- 
setzen ist. Im iibrigen seien die Bezeichnungen von 4.3. giiltig, nur daB jetzt 
als Definitionsbereich des Gesamtfeldes z,< 2S 2, |a — %| <6 mit einem 
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geeigneten 6 > 0 gewahlt sei. Im folgenden wird zunichst das Vorzeichen von 
V(x, a, p) = y(x, t(x, a), p) = L(x, t(x, a), t,(z, a), P) in 2S 2 <5 F(a), 
la — &| <4, g(a, (x, x)) S p = G(x, (x, «)) und von Yo(x, a, Pp) = V(x, P(x, «), Pp) 
in X(a) SxS xq, |a— a| S94, g(z, y (x, a))S psG(za, Q (x, «)) untersucht. 

8.2. Wegen (Cj) ist y,5 (x, a, P(x, %)) <0 fir aS 2<2,. Man kann 
daher 5>0 so wiahlen und auBerdem ein k,>0 derart angeben, dab 
Ysp(2, a, Pp) <0 in Uy: F(a) SxS xq, |an— aw] Sd, G(x, p(x, a) -—ke Sp: 
< G(x, p(x, «)). Daraus folgt mit Riicksicht auf y,(x, «, G(x, p)) = y (2x, @, 
9.) = 0, daB y,(x, «, p) 20 in U, mit y,(z, a, p) =O nur fiir p = G(x, P(x, «)). 
In ganz entsprechender Weise zeigt man mit Hilfe der verschirften LecENDRE- 
Bedingung, daB eine Punktmenge 

U,:%, S25 Z(a), |a-—o| <4, |p — t, (x, «)| : b&>0, 

existiert derart, daB y,(z,«,p) 20 in U, und nur verschwindet fiir p 
= t,(z, a). 

8.3. Werde nun y 


V1 o> 
Po) betrachtet. Da gema8 (W’) y,3(2, %, Po) < 0, kann man 46, k,>0 so 


(x, a, p) in einer linksseitigen Umgebung von (z,, y 


wahlen und ein h, > 0 derart bestimmen, daB 


V:7(%, & p)<O in By: F(a)—hySxSF(a), la — w| <4, G(x, t(x, x)) 


k, < p S G(x, t(x, «)). 
: d og 
Nach 3.2. ist wegen 2,< 0 _— y (x, t(x, a), G(x, t)) |g= £,(2, a) |o< 9, 


d a 
dz y (x, t(x, a), G(x, t)) <0 fiir t(a)-—h, Sax 

x(a), |x — a| <6. Sei nun (z, a, p) « 3,. Dann ist y, (x, a, p) — y(z, 
t(x, a), G(x, t)) = (p — G(z, t)) Yip (%, & %) mit p< a< G(x, t(x, )). Weiter- 


so daB h,, 6 > 0 existieren mit 


a: a ~ e d 
hin ist y(z,t(x, a), G(x, t)) = y(2, t(x, a), G(x, t)) + (x - a) | y(x, t(x, a), 


G (a, t)) _mit 2r< é< Z(a). Somit gilt wegen y (z, t(Z, a), G (2, t)) 
}z s 
~ ia a d . a 
& (x, a) O: yy (2, a, p) = (x x) 7 y (2, t(x, a), G(x, »)|, i* (p 
G(x, t)) y,z(x, a, x). Daher ist y,(z, a, p)2=0 in B, mit y,(z, a, p) = 0 


nur fiir = (a), p = G(2, 9). 

8.4. Jetzt werde y,(z, a, p) in einer rechtsseitigen Umgebung von (2,, 
%», Po) untersucht. Wegen (C3) kann man 46, k,>0 so wiihlen und ein h,>0 
so bestimmen, daB y,, (2, «, p)>O0 ist in GB: (a) Se SF (a)4+ hg, |a — a] = 

6, |p — pol < &,. AuBerdem darf man k,>0 so klein annehmen, dab 
fy y (2, a, p)>O0 fiir |x — a] < 4, |p — po| <k,. Nun ist Yo(%, a, P)— yo(Z, a, 
t,(%, )) = ye(x, a, p) Yo(z, a, P) + yo(%, a, P) — yo(Z, a, t,(Z, «)), also 
wegen y,(Z, a, Pp) = y,(%, a, p) und y,(%, a, t,(Z, «)) = 0: 


/ 


Vo(X, %, P) = Yo(X, %, P) — Yo(X, a, P) + Wy (7, a, P) — yy (2%, a, t,(z, a)). 
Formt man jede der beiden auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden 
Differenzen mit Hilfe des TayLorschen Satzes um, so erhalt man wegen 


(Z, a, t,(Z, a)) = 0, y,p5(%, a, DP) = fyy (Z, a, P): yelx, a, p) = (a — 7) 


“a ~ 
71P 
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Yor (€, «, p) + 1/2 (p — t,(%, «))* fy’ y' (Z, a, a), wobei % < §< z gilt und a 
zwischen p und t,(%, «) gelegen ist. Somit ist y,(z, a, p)=0 in G, und ver- 
schwindet nur fiir x = % (a), p = t,(Z, «). 

8.5. Man betrachte nun den Durchschnitt 9 der beiden Mengen M, = 

U,UB,VU,UB, und M,: SxS xz, a= %, 9(x, x(z, %) SPS G(z, 
% (x, %)). Nach Konstruktion von U,, U,, B,, G, und auf Grund der Giiltig- 
keit von (C’) und der verscharften WereRrstrass-Bedingung ist I(x, 7 (x, «), 
p) > 0 auf der abgeschlossenen Hiille von M,—D. Da I(x, ¥ (x, a), p) eine 
in dem Bereich 2%: 2,5 2 < 2, |x — %| $4, g(x, x(x, «)) S pS G(z, x(x, a)) 
stetige Funktion ist, kann man 6>0 so wihlen, daB I'(z, y(z, «), p) >0 
fir alle (x, a, p)€A—M,. Damit ist (x, x(x, «), p) >[>O0 in ganz A und 
verschwindet nur fiir p = t,(z, «), 4,5 2S %(a), |a — a | Sd und p = G(z, 
G(x, %)) = P(x, a), F(a) SxS aq, |a— w| Sd. 

Daher ist I"(x, y, p) => 0 fir (x, y)¢G, g(x, y) < p< G(z, y) mit I'(z, y, 
p) = 0 lediglich fir p = p(x, y), (x, y)€g und p = G(z, y), (x, y) €g, wenn 
p(x, y) Gefallefunktion von f ist. Damit gilt fiir jede in G gelegene zu- 


Z; 
lassige Kurve C: y= p(z),4,S5 45 2,, AJ =1(C)—I1(C,) = f I(x, y (x), 
z, 
gy’ (x)) dx => 0, d.h. C, liefert ein relatives starkes Minimum. 

8.6. Bleibt zu zeigen, daB dasselbe eigentlich ist. Sei also J(C) = I(C,), 
d.h. I'(x, p(x), y'(x)) = 0, SxS 2x,. Q, moge der erste, Q, der letzte 
Schnittpunkt von C mit CG sein. Das Stiick P, Q, zerfallt in endlich viele 
glatte Bégen. Da lings jedes derselben y(z, y, y’) = 0 ist, mu8 jeder Bogen 
die Differentialgleichung y’= p(x, y) erfiillen. Da speziell der erste dieser 
Bégen durch P, geht, muB er wegen der Eindeutigkeit der Lésung dieser 
Differentialgleichung mit Z, zusammenfallen, insbesondere muB sein End- 
punkt R, wieder auf EZ, gelegen sein. Daraus folgt, daB auch der zweite C- 
Bogen mit Z, zusammenfallen muB usw. Also ist das gesamte C-Stiick P,Q, 
mit E, identisch, woraus speziell Q,= P, folgt. In analoger Weise zeigt man, 
daB das Stiick Q, P, von C mit E, identisch ist, also auch Q,= P,= Q, gilt. 
Daher ist in der Tat C = Cy. 

9. Notwendige und hinreichende Bedingungen im Fall II. , 

In ganz analoger Weise wie im Fall I sollen nun auch im Fall IT notwendige 
und hinreichende Bedingungen fiir ein Minimum von I (C) durch C, hergeleitet 
werden. 

9.1. Es sei, im Sinne der Ausfiihrungen von 2.1., 


b: y= p(x, a), 4 -—hioxrsat+h, |e — w| <4 baw. 
b: y= G(a, B), m —haixca,th, |B—-pi<s 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung y’ = g(x, y) bzw. y’= G(z, y), 





welches E, bzw. E, fiir « = % bzw. 8 = f, enthalte. Die Kurven der ersten 
Schar seien mit E, die der zweiten mit FE bezeichnet. 

Zunachst werde eine spezielle Schar zulissiger Kurven konstruiert, welche 
C, enthalt. Dazu werde durch den Punkt P,= (z,, y.) mit 2,5 2,< 2% und 
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Ya Po(Xq) eine Gerade der Steigung p, mit g(z,, y,)< P< G (xq, yq) gelegt, 
§:2= 2,+0, y= ¥,+ PaG, die im Intervall |o| <o, mit o,>0 betrachtet 
werde. Bringt man 6 mit g zum Schnitt, so kann man o an Stelle von « als 
Scharparameter einfiihren, wodurch man 6: y = (2, «) = p(x, 0), 4,—-h< 
S2rSxy,t+h, |o|<o,, erhalt. Weiterhin werde durch P,= (z,, y,) mit 
Xq< % SX, Yo= Po(X) ein Geradenstiick vom Anstieg p, mit g(x, , y,) < 
< Po< G(x, yp) gelegt, §: x= 2,—1, y= y,— Ppt, |t| <1}, tT>0. Durch 
den Schnitt von 6 mit § kann rf statt B als Scharparameter in 6 eingefihrt 
werden, wodurch sich 6: y = @(z, 8) = p(z,t), M—-hioxsart+h, |tri<t, 
ergibt. Nun werde 6 mit 6 geschnitten: y(z,t) — y(z,a0)=0. Da diese 
Gleichung fiir x= 2,, o=0, t=0 erfiillt ist und auBerdem %,(z,, 0) — 
— Ye(%,0) = Po— Py+ O gilt, gibt es eine Funktion z = X (a, tr) mit X (0, 0) 
= 2%, und y(X(¢, 7), t) — y(X (oe, t), a) = 0 fiir |o| < a, |t| << t). Nunmehr 
werde eine Kurvenschar definiert durch 


Po(=), % S252; 
Yat Pax — Xq), %.2252,+¢6, 

f:y al Veo t4.+o0s525X(a,1), 
yp (x,t), X(o,t) Sz %-T, 
Yo+ Py(z — 2), %—-TSISY, 
Po(), % StS 2. 





Eine Kurve von K von { liegt schlicht iiber der z-Achse, wenn 0 <a < a, 
0st<t,. Sie ist auBerdem in einer beliebig engen Umgebung von C, ge- 
legen und die ihr zugeordnete 
Kurve K liegt in &,, falls a,, 
T > 0 geniigend klein. Unter 
diesen Voraussetzungen sind 
also die Kurven K zulassig. 

Das Grundintegral lings 
einer Kurve K ist 





z z,+¢ 


a a i ” 
u(o,t)= f f(x, po)dz+ f f(z, Yat Pal% — Xa), Pa) det 


8 X(e, tr) 
Fig. 3. + f f(x,y, py.) dz+ 


Zs, +a 
ad Zp 


- f f (x, y, Pz) dz+ f f (z, Yo + Py (x Ps 2p), Py) dx + 
X(¢,t) Z—t 


Z, 
+ f f(%, Po, Po) dz. 
% 


Die Funktion u (¢, 1) ist fiir jo] < o,, |t| <1. von der Klasse C’, und zwar ist 
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f(x, Yo, Po) —f (xo, Yo » Po) 
Po — Po 
+ f (fy(z, Go» Po) Welz, 9) + fy (2, Yo» Po) Wea (*, 0)) dz, 


Tq 


u, (0, 0) = f(a, Yas Pa) — f (Las Yas Ya) — Wo (Xo, 0) + 


1. (0, 0) = f (2, Yes Be) — f (20s Yoo Yb) + Be ip, 0) Les Mes Pa) — Meo» Bos Po) 


Po— Po 
% 
+ f (fy(%, Po» Po) Pe (%, 9) + fy (2, Po» Po) Pra(x, 0)) dx mit 
To 


Ya = Po(Xa), Yo = Pol) - 


Falls C, ein Minimum von J (C) liefert, ist u(0, 0) < u(o, tr) fir 0 So < ay, 
0st<t,. Dafir ist notwendig, daB u, (0,0) > 0, u,(0,0)=>0. Fiihrt man 
an Stelle von o und t wieder « und f als Scharparameter ein und schreibt 
auBerdem statt x, bzw. x, x, so fiihren die beiden letzten Ungleichungen zu 
den Relationen 


f(x, Po(x), P) — f(x, Po(x), Yo(x)) — 
P— Plz) | I{Zo» Yo: Po) — f (Zo Yor Po) 
(E) Pa(z, x) | Pa (0: Po— Po " 


sg f (fy (t, Po> Po) Pa (T, OX) 7 fy (t, Po: Po) Paa(T, X»)) dr}=0, 
f(x, Po(x), P) — f(x, Po(x), Po(x)) — 


P—,(x) {— (Zo, Yor Po) — f (Xo, Yos Po) 
(BE) ~ Fela, By) \%0(%0» Po) Po— Po . 


+ f (fy(t, Po, Po) Galt, Bo) + fy (t, Go» Po) Ppelt, Bo)) d t| =v. 

Zo 
(E) bzw. (E) gilt zundchst nur in B: 1,5 2< x, g(x, po(x)) < P< G(x, po(x)) 
bzw. B: ay< 2S xy, G(x, Po(x)) < P < G(x, Py(zx)). Hieraus folgt aber durch 
Grenziibergang, entsprechend wie in 2.3., die Giiltigkeii von (E) bzw. (EB) in der 


abgeschlossenen Hiille von B bzw. B. 


9.2. Durch die Scharen 6 und 6 ist C, bereits in ein Feld eingebettet, 
sofern man beide durch die Kurve C: z - Lo, Y= P(X, a), ja— a] <4, 
trennt, die hier als Eckenkurve dienen mége. Auf diesem Feld kann J"(z, y, p) 
gemaB 5.3. konstruiert werden, und es ist dann (E) bzw. (£) dquivalent mit 
v(x, M(x), p) >0, 4 Serr, g(z, $o(*)) = PS G(x, po(x)) bew. P(x, 
Po(x), P) S[0, SxS Lg, G(x, Py(x)) S p S G(x, Go(x)). In iiblicher Weise 
kann nun wieder (E) bzw. (EH) zu (E’) bzw. (E") verscharft werden. 

In Analogie zu den Ausfiihrungen in 7. kann man aus den so gedeuteten 
Relationen (E) und (E) weitere notwendige Bedingungen herleiten, die im fol- 
genden zusammengestellt seien: 

P a (Xo, X) ; € (os Yos Pos Po) r* 


Yp (X, Po(X), Po(x)) = — Pa (2, %) Po — Po 


(E,) 


To 
l , d — 
+ ay | 0 (t 00) (Fy (ts G0. 95) — ge fy (t Go» 0) dt ZO 
z 








_ = = GB (Xo, Bo) € (Xa, Yos Po» Po) 
Ye (, Po (2), Yo (7)) Mi Zola, Bo) — i 


(E,) 


Zz 
l Ae a d — s 
~ plz, Bo) f Pp (T, Bo) (#,( T; Po» Po) — aa fy (t, Po Go)) dt s0 
Ze 


Mm %IySrS 2; 


d 
—? {x, p (x, a), G(x, p (x, «))} |z-2,= 

a = a 
= fe (a: Yo Po) — fz (Xo: Yor Po) + Po fy (Xo, Yo: Po) — Po fy (Xo; Yo: Po) + 
 €(Zes Yer Pes Pe) , ’ € (Xo, Yoo Po» Bo) 
— = P (Gz (Xp, Yo) + Po Gy (Xo, Yo)) +- —_ =~ 
Pax (Zo, %) 


Pa (Xo, Xe) 


Po (Xp) + 


S 0; 


+ & (2X9, Yo Po» Po) 


i - ~— 
dz y {z, p (x, B), 9 (x, Y (z, B))} |z-2, = 
p= B, 


= fe (Xo, Yo: Po) — fe (Xo Yo: Po) + Po fy (Xe: Yo: Po) — Po fy (Xo, Yo: Po) — 
= € (2p, Yo: Po» Po) € (Zo, Yo» Po» Po) —97 (x ) a! 
Po — Po Po — Po Po \%o 


+ € (Xo, Yo: Pos Po) 


(Gx (Xo Yo) + Po Gy (Xo, Yo)) — 

98 x (Zo» Bo) > 0: 

PB (Ze, Bo) ~ ” 
> a & (os Yos Pos Po) 

Yp (Xo Yo. Po) = a —P Ss 0 oder 

€ (Xo, Yor Po» Po) = 9; 


= € (Zo, Yo: Po» Po) — 
Yp (Xo, Yo: Po) = — ee °">0 oder 


€ (Zo, Yor Po» Po) = 9. 
Falls diese Ungleichungen durch Weglassen des Gleichheitszeichens verschérft 
werden, seien sie mit (E’) und (E'), » = 1, 2, 3, bezeichnet. 

9.3. Entsprechend dem Beweis der hinreichenden Bedingung im Fall I 
kann nunmehr gezeigt werden: Erfiillt C, die Ungleichungen (E’), (E’), (E’) 
und (E}), v= 1, 2,3, so liefert C, ein relatives starkes eigentliches Minimum 
von I (C) 


( Eingegangen am 30. Marz 1953.) 
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